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и Л у 
я теор 6 Угрупповае построение геометрии Клейна, как он его 
‘впер#е набросал в 1872 г. в своей „Эрлангенской программе“ и 


‚ затем; подробнее разработал в 1893 г. в своем „Введении в высшую 


| 


тедметрию“, является в настоящее время столь же важным и жизнен- 
ным, как и тогда для дальнейшего развития геометрии, а так же и 
физики. Поэтому, быть может, многие будут приветствовать новое 
издание этих лекций.” Чтобы не нарушить личного стиля ‘работы 
Клейна, я внес очень мало изменений и добавлений в прежнее изда- 


‘ние „первого тома“. Напротив, мне пришлось целиком выпустить 


лишь едва связанный сним „второй том“, который содержал введение 
в теорию непрерывных и дискретных групи и который потребовал бы 
полной переработки. Его ‘место заняла „третья часть“ настоящей 
книги, в которой изложены некоторые новейшие геометрические 
исследования. При этом мне оказали любезное содействие некоторые 
геометры: именно П и отделы разработал Радон (Эрланген), 
Шр-—-в существенном р! и У— Шрейер (Гамбург). 


В. Бляшке. 
Гамбург, весна 1926 г. 
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ВВЕДЕНИЕ. 


Обычно различают два рода геометрии: геометрию синтетическую, 
изучающую фигуры сами по себе, и геометрию аналитическую, 
строящую свое научное здание существенно с помощью анализа. 
Кроме этих двух родов геометрии, можно еще рассматривать третий 
род, являющийся в известном смысле обращением двух первых. 
Именно: в то время как в аналитической геометрии анализ. приме- 
няют к геометрии, можно также наоборот применять геометрию 
К анализу, геометрически изучать аналитические соотношения, или — 
говоря иначе—с помощью геометрии получить’ обозрение теории 
функций нескольких переменных. 

В этих лекциях дело идет о том, чтобы с ббльшей обстоятель- 
ностью разработать мысли, которые былин лишь намечены или очень 
кратко изложены в небольшой работе Клейна (Е. К1е1п, Уего1е!спепае 
ВенасНипреп Бег пецеге реотен1зсне Рогзспипееп, ЕПапееп 1872) 
в так называемой „Эрлангенской программе“ !) — и благодаря этому 
охватить историческим обзором все то, что было получено в 19-ом 
столетии в этом направлении. Прежде всего мы должны принять во 
внимание работы Софуса Ли, с которым Клейн в свое время работал 
вместе в этой области и который позднее продвинул свои исследо- 
вания много дальше. 

Так как значительная часть этих лекций будег посвящена гео- 
метрическим исследованиям С. Ли, то уместно уже сейчас привести 
некоторые сведения о жизни этого крупного геометра. С. Ли родился 
в 1842 г. в семье пастора в Нордфьордейде (Норвегия) и сравни- 
тельно поздно, примерно, в 1568 г., серьезно занялся математикой. 
Зимою 1869]70 г. Ли познакомился в Берлине с Клейном, а перед 
войной 1870 г. оба познакомились в Париже с Г. Дарбу. О резуль- 
татах их совместной работы, особенно совместной работы Клейна и Ли, 
мы будем говорить в последующем во многих местах; об основном 
результате для геометрии мы уже упомянули, именно об Эрланген- 
ской программе Клейна. В 1886 г. Ли в качестве преемника Жлейна 
сделался профессором Лейпцигского университета, где он пробыл две- 
надцать лет. В 1898 г. Ли, уже совершенно больной, вернулся на свою ро- 
- в Норвегию, где и умер в 1899 г. Главной работой Ли является 


1) Опубликована в Ма{Н. Аппа!еп т. 43 (1893) и „К1е!п$ СезаттеНе АБвапа- 
Мипеп“, т. 1 (1921), стр. 460—497. Там см. также биографические сведения 
‘стр. 411 и след. (Имеется русский перевод Д. М. Синцова, напечатанный 
‘в Известиях Ф. М. о-ва при Казанском университете, 2-я серия, т. 5, 1896, 
(под названием: „Сравнительное обозрение новейших геометрических иссле- 
дований“. Прим. ред.) 


_ 


Так, 


8 , ВВЕДЕНИЕ 


его „Теория групп преобразований“, которую он издал совместно 
с Энгелем в трех томах (Лейлциг, гг. 1888, 1890, 1893) 1). 

Прежде чем перейти к собственному предмету наших лекций, по- 
лезно предварительно напомнить некоторые основные понятия. Поэтому 
мы предпошлем нашему изложению вводный параграф; он будет на- 
зываться: 


$ 1. Общие предварительные замечания. 
Мы расчленим его на ряд отдельных номеров. 


8 1, 1. Основные теоретико-функциональные понятия. 


а) Мы называем $ =/(2) функцией действительного переменного =, 
если каждому значению 2 из некоторого определенного интервала 
соответствует определенное значение $. Следовательно соответствие 
значений является единственным обстоятельством, характеризующим 
понятие функции, в то время как все прочие свойства, о которых 
обычно говорят, когла имеют дело с функциями, как-то: непрерыв- 
ность, диференцируемость и т. д., принадлежат не функциям как 
таковым, а лишь определенным классам функций, которые как раз и 
вылеляются посредством этих свойств из множества всех функций. 
Точное определение непрерывности и диференцируемости относится 
к диференциальному исчислению. Мы здесь только подчеркнем, что 
долгое время математики находились в неясности и даже в заблу- 
ждении относительно значения и области приложимости этих понятий. 
например, сравнительно очень поздно проложило себе 
дорогу восходящее к Больцано и Вейерштрассу открытие, что непре- 
рывная функция не обязана быть диференцируемой,. равно как и 
открытие, что функция, имеющая производные всех порядков, не 
обязательно разложима в ряд Тэйлора. 

Ь) Чтобы раз навсегда установить положение, на основе которого 
мы будем производить дальнейшие исследования, мы введем в рас- 
смотрение степенной, ряд: 


5=а--62-Ё с2?--... 
$=а-Но (2—2) -Нс (2—2 )--..., 


о котором мы будем предполагать, что он сходится для малых зна- 
чений |2| или |2— 4. |. 

Мы не будем здесь выяснять, при каких условиях функция разло- 
жима в подобный степенной ряд, а просто раз навсегда скажем, что 
будем здесь заниматься только такими функциями, которые разложимы 
в степенные ряды, причем мы всегда должны помнить, что!в силу 
этого ограничения мы будем иметь дело не с самыми общими функ- 
цнями, а лишь с некоторым определенным классом функций. Мы 
будем называть функции, разложимые в степенные ряды, следуя 
Лагранжу, аналитическими функциями. 


или общее 


1) См., напр., некролог, 


написанный Нётером: Ма. Аппаеп т. 53 (1900), 
стр. 1-—41. : . 


истине 


кс 
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с) Чтобы сделать дальнейший шаг, мы откажемся от того огра- 
ничения, что переменное 2 пробегает лишь действительные значения, 
и допустим к рассмотрению также и комплексные значения для 2. 
При этом условии степенной ряд будет сходиться в круге с центром 
в нулевой точке или в точке 2, причем окружность этого круга 
будет проходить через ближайшую особую точку. При таком опре- 
делении функции сначала принимается во.внимание только некоторая 
область плоскости, именно внутренность круга сходимости, и мы 
говорим в этом случае об элементе функции в противоположность 
полной функции, возникающей из этого элемента посредством ана- 
литического продолжения. 

9) Под аналитическим продолжением понимают следующий про- 
цесс: если функция уже определена в некотором определенном круге 
сходимости степенным рядом, то ее разумеется также можно разло- 
жить в ряд по целым положительным степеням (2—2”), сходящийся 
в некоторой окрестности точки =’, где 2’— произвольная точка, лежа- 
щая внутри круга сходимости. Для всякого подобного разложения‘ 
будет существовать новый круг сходимости с центром в точке 2”, 
причем окружность этого нового круга проходит через ближайшую 
особую точку. Быть может эти новые круги сходимости выйдут за 
пределы старого круга и тем самым сделают возможным продолжение 
определения нашей функции на новые области. Это получение новых. 
областей, в которых можно определить нашу функцию, и называется 
аналитическим продолжением. Если это аналитическое продол- 
жение производить столь далеко, как только возможно, то 
получится полная функция, которую следует обязательно отличать 
от элемента. функции уже хотя бы потому, что элемент функции 
однозначен, тогда как полная функция может быть и многозначной. 


Именно в теории этих полных функций и состоит красота современ-_ 


ной теории функций, так как полные функции часто можно полностью 
охарактеризовать общими свойствами, не обращая внимания на каждое 
специальное . представление. 

е) В качестве простейшего примера мы приведем рациональные! 


функции 
== (г), 


которые могут быть определены следующим образом: рациональными 
функциями являются все те и только те функции, которые однозначны 


_ см. $ 10) и имеют только несущественные особые точки (полюсы). 


Другой пример доставляют алгебраические функции, которые полно- 
стью могут быть охарактеризованы как полные функции, имеющие 
конечную многозначность и не имеющие существенно 
точек. й 
Резюмируем все предшествующее в виде следующей формулировки: 
В нашей геометрии мы будем иметь дело с аналитическими 
функциями, но этими функциями мы будем называть то отдельный 


элемент функции, то полную функцию, возникающую из этого 


отдельного элемента посредством аналитического продолжения. 


на всей плоскости (включая также и „бесконечно удаленную точку“, 


особых. 


р 
й 1 
ки 
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$ 1, 2. Основное разделение геометрии. 


В соответствии с изложенным мы можем также и геометрию 
расчленить на две отдельные части, именно: 

1. Геометрия в ограниченном куске пространства, соответственно 
.с применением только элементов функций. 

2. Геометрия в полном пространстве, соответственно с примене- 
нием полных функций. - 

К первой части относятся почти все применения диференциального 
‚и интегрального исчислений к геометрии. Действительно, если мы 
производим построение касательных к кривой, если мы исследуем 
кривизну кривых или поверхностей, то при этом мы всегда принимаем 
во внимание только малый ограниченный кусок области, не заботясь 
о том, какие особенности может иметь наш образ вне рассматриваемой 
области. Сюда также относится в своей ббльшей части разработанная 
'Гауссом теория поверхностей. 

С другой стороны, теория алгебраических кривых и поверхностей 
“относится по преимуществу ко второй части, так как при большин- 
стве исследований по поводу этих образов, например, при нахождении 
точек пересечения или линий пересечения нескольких таких образов 


мы всегда рассматриваем эти образы в целом. Подводя итог, мы можем. 


сказать: 

Соответственно различию между элементом функции и полной 
функцией мы можем различать геометрию в ограниченной части 
пространства и геометрию во всем пространстве. К первой части 
геометрии относятся почти все применения диференциального’ и 
интегрального исчислений к геометрии; ко второй части — теория 
алгебраических образов. т ь 

Обе эти части геометрии обычно бывают совершенно отделены друг 
‘от друга; существуют учебники для обеих этих частей порознь, но 
изложения, обнимающего обе части, не существует. 

Задачей настоящих лекций и является подобное. изложение, 
одновременно и беспристрастно охватывающее обе части геометрии. 


5 1, 3. Дальнейшие относящиеся сюда сведения. 


Предварительно мы хотим поговорить о педагогических основах 
и вспомогательных средствах для обоих родов геометрии. 

Прежде всего рассмотрим элементарную часть геометрии всего 
пространства в целом, т. е. главным образом, геометрию алгебраи- 
ческих образов. Мы относим к элементарной части этой теории в слу- 
‘чае плоскости: учение о прямой линии и о конических сечениях; 
в случае пространства: учение о плоскости, о прямой линии, о поверх- 
ностях второго порядка и о линиях пересечения двух поверхностей 


второго порядка. Какие же учебники можно порекомендовать для этого 


и какие имеются здесь наглядные пособия? 

Отметив, что часто французские учебники заслуживают предпочте- 
ния вследствие практического, но не слишком ограниченного выбора 
‘материала и вследствие своего дидактически весьма целесообразного 
изложения, мы укажем в особённости на следующие учебники для 
нащего предмета: : 
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ООО описи 


1. Брио-Буке, Аналитическая геометрия (Вг10+-Воидиеф, 

Звошее апа!уНаце). обладает указанными выше хорошими качествами 
французских учебников и потому должна быть рекомендована; 
2-ое изд., Париж 1851. 
9. Сальмон (С. Зайпоп), а) Аналитическая геометрия конических 
сечений (Дублин 1848, имеется русский перевод Г тома); 6) Простран- 
ственная геометрия (Дублин 1862). Эта книга весьма объемиста, осо- 
бенно перегружен ее немецкий перевод, который первоначально был 
сделан Фидлером, а позднее многократно перерабатывался. В этой 
книге формальный элемент — теория инвариантов — слишком выступает 
на передний план, и кроме того, временами чувствуется недостаток 
в точном проведении доказательств. Все же в этой книге можно 
познакомиться со множеством интересных вещей. 

Более новая книга, которая во многих отношениях может заменить 
устаревший учебник Сальмон — Фидлера, принадлежит также англий- 
скому геометру, именно Бекеру (Н. Е. Вакег). Из его „РиИпсез 01 
Сбеошешу“ до сих пор вышло в Кембридже (Англия) только четыре 
тома (1922—1925). 

3. Гессе, Пространственная геометрия (О. Неззе, Каитееотейне), 
Лейпциг 1861 (чисто аналитическое изложение). 

4. Рейе, Геометрия положения (ТН. Веуе, Сеотейе 4ег Гаде), 
Ганновер 1866, 1867 (чисто синтетическое изложение); обе последние 
книги являются односторонними в смысле метода, но по своему изло- 
жению очень элегантны. 

5. Клебш-Линдеман, Лекции по геометрии (С1ебзсН-Г1п4е- 
тапп, УоПезипееп йБег беоте{1е), в существенном — книга для спра- 
вок. Первый том — Лейпциг 1876 (второе издание начало появляться 
в 1906 году), второй том — Лейпциг 1891. 

Из более новых книг, которые выделяются больше своим коли- 
чеством, чем своим содержанием, надо отметить как выдающуюся лишь: 

6. Дарбу, Принципы аналитической геометрии (Рагроих, Рип- 
срез ае оботёе апа1у#аце), Париж 1917 1). 

Еще имеются два учебника аналитической геометрии, которые 
пытаются на передний план выдвинуть точку зрения Клейна, изложен- 
‘ную в его Эрлангенской программе, именно учебник Гефтера и 
Келера, Учебник аналитической геометрии (1. Не! Е {ег ипа С. Кбп- 
1ег, Гегфисн 4ег, апа1у4зсНнеп беотее), первый том — Лейпциг 1905, 
второй том (написанный Гефтером) — Лейпциг 1923; затем учебник Бека, 
„Координатная геометрия“ (Н. Веск, Коог@паепхеотеце), — до сих 
пор появился только один том (Берлин 1919). 

Что касается наглядных пособий, то мы особенно рекомендуем 
модели поверхностей второго порядка, которые наглядно нам изобра- 
зят самые эти поверхности, их круговые сечения, их прямолинейные 
образующие и системы конфокальных поверхностей с их линиями * 
пересечения. Особенно полезно изготовить эти модели самим, для 
чего достаточно самых простых средств (см. М. у. Руск, Кай 
таешайсвег.. .МодеПе, Мюнхен 1892). р 


1) Русское издание, ГОНТИ, Москва — Ленинград 1938. Прим. ред- 
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Теперь сделаем соответствующие замечания 
части „геометрии в ограниченном куске пространства“, которую 


мы можем в существенном обозначить как диференциальную геометрию. 
К этой теории относятся: Г 


а) на плоскости: общая теория плоских кривых; 


Ь) в пространстве: 1. Теория поверхностей. 2. Теория простран- 
ственных кривых. 


Что касается теории плоских кривых, то мы ограничимся лишь, 


указанием некоторых заголовков, достаточно характеризующих отдель- 
ные части этой теории: касательная, круг кривизны, эволюта, длина 
дуги, часть плоскости, ограниченная некоторой кривой. 

Несколько подробнее мы остановимся на теории поверхностей, 
так как она в наших лекциях имеет право на наибольшее место и 
интерес в диференциальной геометрии. Прежде чем сообщить нечто 
связное об этом, мы опять-таки приведем некоторые сюда относя“ 
щиеся заголовки, которые нам послужат руководящими нитями для 
дальнейшего: кривизна, теорема Эйлера о кривизне, индикатриса 
Дюпена!), линии кривизны, асимптотические линии, геодезические 
линии, минимальные поверхности, поверхности постоянной кривизны. 

Переходя к краткому обзору теории поверхностей, мы прежде: 
всего должны напомнить об исследованиях, произведенных для опре- 
деления кривизны в отдельной точке поверхности. При этих иссле- 
дованиях, как известно, через рассматриваемую точку проводят нор- 
мальные сечения и сравнивают кривизны отдельных нормальных сечений. 
Величина радиуса кривизны, вообще говоря, изменяется с положением; 
нормального сечения и существуют два положения, при которых эта 
величина имеет максимальное и минимальное значение. 

_Оба эти сечения называются главными сечениями, а соответствую- 
щие им радиусы кривизны, которые мы обозначаем через р и р’, назы- 
ваются главными радиусами кривизны. Далее в нашей теории имеют 
особенно большое значение ‘две характерные комбинации из обоих 
главных радиусов кривизны, именно, во-первых, выражение: 


| 1 
Н=--+- 

т. | 
которое называется средней кривизной поверхности, и, во-вторых, 
выражение: 

1 
К=— 
рр’ ) 


так назьваемая гауссова кривизна поверхности (баи8 „0159и1$Шопе$ 
сиса уирегНез сигуа5“, 1827). Так как р и р’ могут быть как поло- 
жительнье, так и отрицательные, то кривизна может быть как больше 
нуля, так и меньше нуля. Что касается до знака, то дело обстоит так: если 
приписать нормали к поверхности определенное направление, то р и 
р’ приобретают определенные знаки, которые одновременно меняются. 
на обратные в случае изменения направления нормали. Отсюда сле- 
дует, что знак гауссовой кривизны не содержит никакого произвола. 


— 


‚„/Дюпен является одним из наиболее выдающихся учеников Монжа; его 
„Обуе1оррететз 4е ввотёе“ появились впервые в 1813 г. 


0б элементарной. 
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Если К>0, то в рассматриваемой точке поверхность называется 
эллиптически искривленной, если К< 0, то — гинерболически искри- 
вленной (в последнем случае, в рассматриваемой точке поверхность 
имеет вид седла). Эти термины связаны с видом, который имеет так 
называемая индикатриса Дюпгна в рассматриваемой точке поверхности. 
Именно, кривая, которая получается в результате пересечения поверх- 
ности с плоскостью, параллельной и бесконечно близкой к касательной 
плоскости поверхности в рассматриваемой точке, является в первом 
случае (в первом приближении) эллипсом, а во втором случае — гипер- 
болой. В обоих случаях главные сечения поверхности даются глав- 
ными осями индикатрисы Дюпена. Асимптоты индикатрисы иногда 
называют соприкасающимися касательными; разумеется, они действи- 
тельны только в случае гиперболической кривизны. Если желательно 
ввести соприкасающиеся касательные без помощи индикатрисы, то 
можно сказать: касательная плоскость к поверхности в какой-нибудь 
ее точке с гиперболической кривизной пересекает эту поверхность 
ло кривой с лвойной точкой; две касательные к этой кривой в двой- 
ной точке и являются соприкасающимися касательными. Или: 
соприкасающиеся касательные имеют с поверхностью три общие 
бесконечно близкие точки. Это свойство и оправдывает их на- 
звание. й 

Последние рассмотрения побуждают нас заняться изучением неко- 
торых линий на поверхности, именно так называемых линий кривизны 
ши асимптотических линий, связь которых с предыдущим явствует 
из их определения, которое мы сейчес дадим. Именно, под линиями 
кривизны мы подразумеваем те лежащие на поверхности линии, кото- 
рые касаются в каждой точке одного из направлений главных кривизн, 
в то время как асимптотические линии касаются в каждой точке 
одной из асимптот индикатрисы. Так как в каждой точке имеются два 
взаимно-перпендикулярных действительных направлений главных кри- 
визн, то ясно, что вся поверхность покрывается сетью линий кривизны, 
которые в каждой точке пересекаются ортогонально и следовательно 
образуют так называемую ортогональную сеть. В противоположность 
этому асимптотические линии дважды покрывают только гиперболиче- 
ски искривленные части поверхности, в то время как на эллиптически 
искривленных частях поверхности они отсутствуют. Каждое из этих 
семейств кривых определяется диференциальными уравнениями первого 
порядка, так как в каждой точке поверхности известно напг‘вление 
касательной. ий 

Кроме указанных двух семейств кривых, большую роль ‘играют еще 
зеодезические или кратчайиие линии. Мы можем их практически осу- 
ществить посредством натягивания‘на поверхности нити. Если вдуматься 
в этот способ осуществления геодезических линий, то сделается ве- 
\роятной следующая теорема: геодезические линии обладают тем свой- 
«твом, что соприкасающаяся плоскость в‘каждой их точке перпенди- 
кулярна поверхности: этим свойством можно пользоваться также для 
определения геодезических линий. Другое практическое осущесте ение 
геодезических линий мы получим, если наложим на поверхность ‘кую 
прямолинейную полоску бумаги. 
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Так как через каждую точку поверхности проходит бесчисленное мно- 
жество геодезических линий, то можно произвольно задать направление, 
в котором она должна выходить из рассматриваемой точки, и тогда 
кривизна тотчас определится из того свойства нашей кривой, что 
она является кратчайшей линией. Вследствие этого геодезические 
линии определяются диференциальными уравнениями второго порядка, 
которые позволяют найти при заданной точке и заданном направлении 
касательной величину кривизны линии. 

Понятием кривизны можно воспользоваться еще для ‘того, чтобы 
выделять отдельные группы поверхностей из совокупности всех поверх- 
ностей. Мы упомянем здесь только о двух группах поверхностей: 

1. Минимальные поверхности, которые характеризуются уравне- 
нием Н==0. Эти поверхности всюду искривлены гиперболически и 
называются минимальными потому, что внутри произвольного, доста- 
точно малого, лежащего на минимальной поверхности контура мера 
площади минимальной поверхности меньше, чем мера площади любой 
другой поверхности, натянутой на этот же контур. 

2. Поверхности постоянной кривизны, которые, как показывает 
их название, характеризуются уравнением К == сопз{. 

Этим мы заканчизаем\ предварительные замечания о самой теории 
поверхностей и прибавим только еще некоторые сведения об учеб- 
никах, относящихся к этой части геометрии. 

Если не считать общих учебников диференциального и интеграль- 
ного исчислений, которые посвящают значительную часть’ своего 
содержания геометрическим приложениям, то здесь прежде всего надо 
упомянуть о книге У/. В1азсЬке „УоПезипееп йБег ОШегелНа!ееотет- 
пе“ 2. АН., ВегШп 19241); для нас особенно важное значение имеет 
первый ее том об „элементарной диференциальной геометрии“ 

В качестве первоклассного трактата, охватывающего всю теорию 
поверхностей, следует прежде всего назвать четьрехтомную работу 
Дарбу, Общая теория поверхностей (С. Рагроцх, ТНвойе э6пв- 
га1е 4ез зи{асез, Райз 1887—1896). 

Почти такой же охват имеет трактат Бьянки, Лекции по › дифе- 
ренциальной геометрии (Г. В1апсй\, Ге2от1 41 сеотефа аШетепа1е, 
3-е издание, Пиза, Болонья 1922 1924), который имеется также 
на немецком языке в сокращенном переводе. 

В качестве наглядных пособий здесь могут быть рекомендованы, 
как и в случае геометрии во всем пространстве, модели поверхностей 
с нанесенными на них кривыми; для уяснения прежних общих замеча- 
чаний приведем здесь еще несколько специальных теорем, которые 
прямо можно применять к соответствующим моделям. 

1. Линий кривизны и асимптотические линии: На поверхностях 
второго порядка линии кривизны и ‘асимптотические линии являются 
^лгебраическими: асимптотические линии совпадают с прямолинейными 
образующими, а линии кривизны являются линиями пересечения по- 
верхности ‘с конфокальными поверхностями второго порядка. Ино 
ИИ / 


1) Имеется русский перевод первого тома: В. Бляшке, Диференциальня 
геометрия, ОНТИ, Москва — Ленинград, 1935. Прим. ред. 
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 конфокальные поверхности образуют ортогональную систему, а для 


поверхностей ортогональной системы вообще имеет место „теорема 


' Дюпена“, что поверхности такой системы пересекаются вдоль общих 


линий кривизны. 
2. Геодезические линии. Геодезические линии на поверхности вто-- 
рого порядка трансцендентны и были впервые определены Якоби 


' в 1837 г. с помощью гиперэллиптических интегралов. В случае поверх- 


ности вращения второго порядка отдельная геодезическая линия вьется. 
между двумя параллельными кругами, а в случае трехосной поверхности 


' второго порядка — между двумя ветвями некоторой линии кривизны. 


' В частности геодезическая линия, 
' точку округления поверхности, проходит 


проходящая через 
обязательно 
и через противоположную точку округления. 

О геодезических линиях на поверхностях вращения 
мы упомянем лишь в случае поверхности вращения с по- 
стоянной средней кривизной. Их меридиональная кривая, 
как это было указано Делонэ, описывается фокусом 
эллипса, катящегося без бкольжения по прямой, являю- 
щейся осью вращения поверхности (ср. чертеж 1). На 
подобной поверхности различают: 

а) геодезические линии, заключенные между двумя 
параллельными кругами; 

Ь) круче поднимающиеся геодезические линии, кото- 
рые обвиваются вокруг всей поверхности наподобие 
винтовой линии, и наконец 

с) переходный случай, ` когда геодезическая линия неограниченно 
приближается к горловому кругу, никогда его не достигая. 

Следует отметить существенное различие между алгебраическими 
кривыми и трансцендентными кривыми, как оно здесь проявляется: 
первые могут быть удобно рассматриваемы на всем их И, 
а последние— только на достаточно малом участке. 

3. Минимальные поверхности. Примером такой минимальной по- 
верхности, всякий достаточно малый кусок которой имеет минимум 
площади внутри своей ограничивающей линии, хотя поверхность. при 
аналитическом продолжении многократно пересекает себя, может слу- 
жить „поверхность Шиллинга“. 

4. Поверхности постоянной кривизны. Различные типы сюда отно- 
сящихся поверхностей вращения. рать ВЯ 

По поводу связи теории поверхностей с механикой следует указать 
на интересные и наглядные исследования Финстервальдера в журнале 
„ЗащтезБейсне 4ег РешзсНеп Ма{ешаНКегуегей!е ито“, т. 6, 1899. 

На этом мы заканчиваем предварительные замечания и переходим 
собственно к нашим лекциям, которые мы расположим таким образом, 
чтобы, рассматривая друг за другом важнейшие понятия геометрии: 
видеть, как они развивались с течением времени и какие вследстеие 
этого успехи делала каждый раз наша наука. Первым объектом наших 
рассмотрений будет общее понятие координат. 


Черт, 1. 


ПЕРВАЯ ЧАСТЬ. 
ОБЩЕЕ ПОНЯТИЕ КООРДИНАТ. 


Рассмотрим прежде всего: 


ТОЧЕЧНЫЕ КООРДИНАТЫ. 


С давних пор пользуются следующими двумя типами точечных 
координат: тж 

1. Декартовыми координатами х, у, 2. 

2. Полярными координатами г, $, ©1). 

В случае декартовых координат не только каждой системе коорди- 
натных значений соответствует однй точка, но и каждой точке соот- 
ветствует также только одна система координатных значений. Напротив, 
в случае полярных координат можно получить уже все пространство, 
вводя следующие ограничения: 


г—0 бо с бо. Я 


Кроме двух названных типов точечцых кооддинат, должны быть 
‘указаны еще следующие типы: 

1. Линейные координаты, т. е. линейные комбинации обычных 
декартовых координат, которые впервые встречаются у Мебиуса в его 
„Барицентрическом исчислении“ (МбБ1из, ВагузепёзсВе Кай, 1827) 
а затем у Плюкера в первом томе его „Аналитико-геометрических 
исследований“ (Р1йскКег, Апа!у{зсп-сеотезсне Емискеиисел, 1828). 
Эти координаты играют важную роль в проективной геометрии в ка- 
честве треугольных и тетраэдральных координат. 

2. Криволинейные координаты в самом общем смысле, теория 
которых. была разработана, главным образом, Ламэ в его „Лекциях 
© криволинейных координатах“ (Гашё, Гесопз зш 1е5 соог4опиёез 
сшуШсепез, 1859); ими очень часто пользуются в математической фи- 
зике. Сейчас мы перейдем к обстоятельному рассмотрению линейных 
координат, 


$ 2. Линейные координаты. 


На плоскости упомянутые здесь линейные координаты называются 
треугольными координатами; в этом случае они могут оыть пред- 
ставлены следующими уравнениями: 


рр = ах 1 у-нс, 
ра = ах Е ус, 
г = ах бьу- с. 


1) Их называют также сферическими. Прим. ред. 
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Произвольный множитель пропорциональности р (== 0), стоящий 
в левой части этих уравнений, показывает нам, что дело идет только 
об отношениях р:4:г. Именно поэтому р, 4, г называются однородными. 
координатами. 
Для элементарного геометрического истолкования треугольных коор- 
динат надо принять во внимание, что 


р 
| 


| 
} 


*: У 
В является (двузначным) расстоянием точки х, у от прямой ах фу-- 
-Нс=0. Отсюда тотчас же вытекает справедливость следующего пред- 
ложения: а : 
м Треугольные координаты относятся как расстояния от трех 
ирямых на плоскости, умноженные на некоторые заданные постоянные. 
Надо еще заметить, что определитель 


| 
и ах ву-с 
ей 


ив 


а ое 
аа 6: с: 
аз 6. с 


должен быть отличен от нуля для того, чтобы х, у можно было выра- 
зить через р, 9, г. Геометрически это означает, что три вышеупомя- 
нутые прямые не должны проходить через одну точку, а напротив 
должны образовать треугольник. 

Обычные декартовы координаты можно рассматривать как‘ частный 
случай треугольных координат. Следует только потребовать, чтобы 
третья сторона треугольника отодвинулась в бесконечность, чтобы 
соответствующий постоянный множитель устремился к нулю, и, нако- 
нец, положить 


—=9. 


Совершенно аналогично обстоит дело и стетраэдральными коорди- 
натами в пространстве. 

В настоящее время вместо обозначений р, 4, г употребляют боль- 
шей частью обозначения х;, х.„, х; или в пространстве Хр» Хо Ав» Ад 
введенные впервые Гессе. Главная заслуга Гессе закяючается в том, 
| что он ввел в новейшую геометрию элегантные формальные методы 

своего учителя Якоби, в частности теорию определителей; отсюда и 
происходит упомянутое обозначение треугольных и тетраэдральных 
координат с помощью индексов. 

По совершенно иному пути чем Плюкер, именно с механической 
точки зрения, пришел к ним Мебиус, который в своем „Барицентри- 
ческом исчислении“ ввел особый род треугольных координат. 

В качестве координат точки он рассматривает три массы р, 4, г, 
которые следует поместить в вершинах положенного в основу треу- 
гольника, для того чтобы эта точка сделалась центром тяжести 
зятых масс. (Отсюда непосредственно вытекает, что только отно- 
щШение р, 4, Г имеет геометрический смысл.) 


? 


Ро 
Г. 


Зак. 709. — Клейн, | 2 
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Чтобы убедиться, что барицентрические координаты действительно 
‘являются частным случаем треугольных координат, нужно в центре 
тяжести треугольника поместить массу (р--9-- г). Эта масса в меха- 
ническом смысле эквивалентна трем массам р, 4 и Г; следовательно. 


момент вращения массы (р--9-- Г) относительно каждой ‘из сторон} 


и сумма моментов вращения масс р, 4 и г должны быть равны. Если 
обозначить три высоты треугольника, как на черт. 2, буквами Ё, К, Ё 
и три перпендикуляра, опущенные из центра тяжести на стороны, 
буквами т, х, р, то получатся следующие уравнения: 


а = (р--а--”)» 
пр = (р--а-Н’р 


и отсюда 


п % 
О то т 


. Мы можем теперь высказать сле- 
9 дующую теорему: барицентрические 
координаты являются частным слу- 
чаем общих треугольных коорди- 
нат, таким, в котором три расстояния от сторон треугольника 
‘умножаются на постоянные множители, обратные высотам тре- 
‘угольника. - 

Если мы теперь спросим себя, какую пользу дает введение тре- 
угольных координат, то мы можем ответить тремя пунктами: 

1. Однородность. 

_ 2. Трактовка „бесконечно удаленного“, так называемых несобствен- 
ных элементов. 

3. Большая гибкость координатной системы. 

К 1. Что касается первого пункта, то легко видеть, что в наших 
координатах все уравнения, имеющие непосредственный геометриче- 
ский смысл, должны быть однородными, так как дело идет только 
об отношениях координат. Так, например, 


Ар--Ва-+ Сг=0 
есть уравнение прямой линии, а 


Черт. 2. 


з 
х ауахь = 0 


— Уравнение конического сечения в треугольных координатах. 

Если хотят аналитически убедиться в том, что все уравнения в тре- 
угольных координатах должны быть однородными, то для этого до- 
статочно разрешить относительно Хх и у уравнения, дающие связь 


между треугольными и обычными координатами, причем р наряду с х 


и у надо считать за неизвестное. Тогда получают выражения 


2. 2. 
и. = 


тт (с общим знаменателем), 


Рё =(р--а--”)*, %“ 


‚Ггласие с представлениями проективной геометрии, 
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где 2, 25 и М означают однородные линейные выражения (линейные 
формы), зависящие от р, 4, г. Если подставить эти значения для х 


и ув уравнение какой-нибудь заданной кривой и умножить обе части 


уравнения на надлежащую степень знаменателя, то тотчас будет видно, 
что относительно этих новых координат уравнение должно принять 
однородный вид. 

Однородность уравнений особенно полезна в теории касательных 
и поляр, которая тогда выигрывает в симметрии, а вследствие этого 
и в простоте. Обозначим через 1(х, у) =0 уравнение кривой в обыч- 
ных координатах и Р(х, Х„, х.)=0 — уравнение той же кривой 
в треугольных координатах; тогда уравнением касательной в декарто- 
вых координатах в точке х, у является уравнение 


97 г. и 
дк —Ю-- Оф =0, 


а в точке х;, х», х, в треугольных координатах уравнение 


ОР ов 0Е. 
ох Е 
9х1 г 0х. 2 дж 0; 
очевидно второе уравнение превосходит первое в смысле симметрии. 


Для доказательства этой формулы пользуются известной теоремой 


Эйлера для однородных функций, которая вообще часто употребляется 
в этой области: 


дЕ дЕ дЕ 
бе да ох в ПА, 


где п обозначает степень однородности функции РЕ. 
К 2. Что касается бесконечной удаленности, то обратимся опять 
к формулам: 
2 25 


г 


& —= м» 


==, 
которые показывают, что обращению в бесконечность хи у соответ- 
ствует. обращение в нуль знаменателя №. Поэтому для трактовки 
несобственных точек не. надо привлекать никакого перехода к пределу 
в х,, Х».^» так как дело идет ведь только об отношениях х/, х., в 
но надо подчинить х:, Хх» Хх; определенному линейному однородному 
уравнению №М==0, если они должны представлять несобственные эле- 
менты. Вследствие этого аналитическое представление приходит в со- 
которая говорит 
о бесконечно удаленной или несобственной прямой плоскости. 

К 3. Наконец, когда дело идет о надлежащем выборе системы 
координат, то треугольная система координат обладает ббльшей гиб- 
костью, так как мы всегда имеем в распоряжении на одну прямую 
больше, чем в случае обычной декартовой системы косрдинат. ^ 

Рассмотрим это ближе на следующем примере. (Составим косой 
четырехугольник из прямых обоих семейств прямолинейных образующих 
однополостного гиперболоида, дополним его, как показано на чертеже 3, 
до тетраэдра (касательный тетраэдр), и используем его в качестве 


` 


2% 
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координатного тетраэдра; тогда уравнение гиперболоида примет сле- 
дующий вид: 
аж хо Е ох, =0, 
если только уравнения четырех сторон косого четырехугольника были 
х=0, х,=0, х=0, х,==0, 


Хх =0, м, =0, Хо=0, х,=0. 


Если теперь, сохранив координатный тетраэдр, ввести новые коорди- 
наты, кратные нашим прежним координатам, то можно уравнению 
поверхности придать форму 


Хо — вх. ==0, 
которая при употреблении только декартовых координат в таком про- 


стом виде не может быть установлена. Последнее уравнение может 
быть написано также в виде детерминанта: 


Х: Хз 
%. № 


—0, 


и вследствие этого является результатом исклю- 
чения из уравнений 


1 — Ах =0, 
х.— А. =0 
параметра ^, или из двух других уравнений: 
ж— р, =0, 
Яв— ря, = 0, 
параметра |. : 

Но отсюда непосредственно вытекает сле- 
дующий геометрический факт: 

Наша поверхность второй степени может быть получена двумя 
способами из нашего косого четырехугольника посредством пересечения 
соответствующих плоскостей двух проективных пучков плоскостей. 

Обычно посредством этой теоремы поверхности второй степени 
вводятся в новейшую синтетическую геометрию, как мы это еще увидим 
позднее ($ 38). 


Мы видим, что этот результат получает наипростейшую аналити- 
ческую трактовку, если положить в основу тетраэдральные координаты, 


$ 3. Работы Плюкера. 


Остановимся теперь ближе на том развитии, которое дал Плюкер 
понятию точечных координат и понятию координат вообще. Плюкер, 
выдающийся представитель новейшей аналитической геометрии, дал 
свои важнейшие результаты в области геометрии в период 1826—1846 гг. 
В течение этого времени он опубликовал наряду с многочисленными 


В 
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статьями в Креллевском журнале следующие важнейшие свои произве- 
дения: 

1. Аналитико-геометрические исследования (Апа1уНзсН-сеотензсве 
Ел сКипоеп, 1828, 1831), 2 т. 

2. Система аналитической геометрии (Зузет ег апа1уНзсвеп Сео- 
шее, 1835). 

3. Теория алгебраических кривых (Тнеойе ег а1еБга1зспеп Кигуеп, 
1839). 

4. Система пространственной геометрии в новой аналитической трак- 
товке (Зузет ег Сеотеё1е 4ез Кашшез 11 пецег апа1уйзсвег Вепап@- 
1ип9$\е1е, 1846). 

После этого периода Плюкер занимается преимущественно работами 
в области экспериментальной физики; однако последние годы своей 
жизни он опять посвятил геометрии. В 1866 году семнадцатилетний 
Клейн сделался ассибтентом Плюкера по физике и оставался им до 
смерти Плюкера "й: г. Клебш и Клейн в 1868—1869 гг. издали 
последиюю работу Плюкера, имевшую следующее название: 

Новая геометрия пространства, основанная на рассмотрении 
прямой линии в качестве пространственного элемента `(Меие Сео- 
шее 4ез Каитез, сестйпае аш @е Венасвиие 4ег сегадеп Гаше а1$ 
Кашпеештепь 1868—69). 

Хотя в данном случае нас в работах Плюкера интересует прежде 
всего все относящееся к точечным координатам, но все же наряду 
с этим следует указать еще на то, что Плюкер не только различными 
способами обобщил понятие точечных координат, но что он также 
обобщил понятие координат вообще, в том направлении, что он оп- 
ределял каждый отдельный геометрический образ в пространстве по- 
средством чисел — координат и затем изучал различные уравнения, 
связывающие эти координаты. 

” Пусть читатель обратит внимание на заглавие последней из ука- 
занных работ Плюкера. 

Разумеется этим далеко еще не исчерпывается значение Плюкера для 
геометрии. Поэтому следует указать на прочитанный Клебшем в 1871 году 
на заседании Геттингенского Научного общества Некролог, посвященный 
Плюкеру, в котором на некоторые принципиальные вопросы устанавли- 
ваются точки зрения, играющие роль и сейчас !). 

Если теперь мы перейдем к. рассмотрению точечных координат 
у Плюкера, то мы можем привести два принадлежащих самому Плю- 
керу термина, характеризующие достигнутые успехи: 

„Способ сокращенных обозначений“, 

„Чтение уравнений“. 

Способ сокращенных обозначений Плюкер осуществляет тем, что 
он всякие вообще выражения первого или высшего порядка от хиу 
коротко обозначает одной буквой и затем рассматривает сами эти 
выражения в качестве координат (причем треугольные координаты 
здесь будут частным случаем); под чтением уравнений он понимает 


1) См. также биографическое введение, которое Клебш предпослал собра- ' 
нию математических работ Плюкера (Лейпциг 1895). 
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то, что простым рассмотрением самих уравнений, без всяких вычисле- 
ний, можно как бы вычитывать из них результаты. 

Так, например, Плюкер показывает, что всякое уравнение плоской 
кривой третьего порядка С, всегда может быть приведено к виду: 
р:9-г— $3 =0, 

а уравнение плоской кривой четвертого порядка С, —к виду: 
р.-а-г-$— 9? =0, 

где `р, 4, г, $ являются линейными выражениями, а @ квадратичным 

выражением в обычных координатах. | 

Приведем сейчас же теоремы, которые ПИлюкер вычитывает из этих 
уравнений: 

У каждой кривой третьего порядка можно отыскать три точки 
перегиба, лежащие на одной прямой; и 

Каждая кривая четвертого порядка имеет четыре двойные каса- 
тельные, восемь точек прикосновения которых лежат на коническом 
сечении 8 =0'). 

Именно, если мы пересечем С, одной из прямых р==0, 9=0, 
г=0, то получим в качестве трижды считаемой точки пересечения 
точку, одновременно принадлежащую взятой прямой и прямой $ = 0, 
т. е. ‘прямые р=0, 9=0, г==0 являются касательными в точках 
перегиба и их точки прикосновения лежат на прямой $ = 0. 

Если мы соответственно С, пересечем одной из прямых р = 0, 4 = 0, 
г—=0, 5=0, то получим в качестве дважды считаемых” точек пересе- 
чения точки, в которых эти прямые пересекают коническое сечение 
© —=0, т. е. все эти прямые являются двойными касательными и их 
точки прикосновения лежат на коническом сечении 8 ==0. 

Как же теперь. доказывает Плюкер, что ‘уравнения кривых могут 
быть представлены в такой специальной форме? ри 

Он пользуется для этого „принципом подсчета постоянных“, ко- 
торый основан просто на том утверждении, что сравнение специальной 
формы уравнения с заданным уравнением кривой, которая должна быть 
приведена к этому виду, доставляет для неизвестных коэфициентов как 
раз столько уравнений, сколько имеется этих неизвестных коэфициентов; 
тогда, ‚вообще говоря“, эти последние могут быть определены из по- 
лученных уравнений. Так, например, уравнения вида р.4. г— 53 =0 
ир-4-г.з— 9? =0 содержат соответственно 9 и 14 постоянных 2) 


1) При таком рассмотрении этих теорем остазтся невыясненным (что дей- 
ствительно и не может быть выяснено с помощью таких простых средств), 
существуют ли на кривой третьего порядка только одна тройка точек пово- 
рота указанного типа, а на кривой четвертого порядка только одна четверка 
двойных касательных, или несколько. , . 

2) Что уравнение р-4.:^— 53 =0 содержит 9 постоянных, получается из 
следующего подсчета: р, 4, г вместе содержат 9 постоянных, но произведение 
раг только 7, так как два выражения, например, р и 4 можно умножить. на 
произвольные множители и одновременно третье выражение умножить на 
обратные величины этих множителей; $ содержит три постоянные, всего будет 
10; из них опять одна отпадает, так как обе части уравнения можно помно- 
жить на произвольный множитель. Аналогично получим, что раг$ — 9? =0 
содержит 14 постоянных, потому что произведение р47$ содержит 4.3 —3=9, 
© содержит 6, итого 15 постоянных; вычитая 1, получим всего 14 постоянных. 
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й как раз столько же постоянных имеется в уравнениях общих кривых 
третьего и четвертого порядка, из чего Плюкер выводит возможность 
вышеприведенных представлений. 

Все же надо особенно подчеркнуть, что „принцип подсчета посто- 
янных“ в каждом отдельном случае требует точного выяснения того, 
будут ли уравнения, полученные для определения неизвестных, дей- 
ствительно независимыми и друг с другом совместными. Уже все это 
указывает на трудности, скрытые в этих вычислительных методах 
геометрии. Эти методы позднее были значительно разработаны, главным 
образом, гамбургским математиком Шубертом и датчанином Цейтеном 1) 
но трудности отнюдь еще нельзя считать преодоленными. Все же эти 
вычислительные методы имеют важное значение по крайней мере для 
поисков новых результатов. 

Только что приведенные рассмотрения естественно содержат ту 
мысль, что р, 9, Г, $,...› @ могут быть рассматриваемы в качестве 
координат; следовательно, резюмируя вышесказанное, мы имеем опре- 
деленное обобщение точечных координат, заключающееся в том, что | 
какие-нибудь целые рациональные функции точечных координат мы 
обозначаем одной буквой и рассматриваем их самих как координаты. 


$ 4. Общие криволинейные координаты. 


Отсюда только один шаг к общим криволинейным координатам. 
Именно, мы понимаем под криволинейными координатами простран- 
ственной геометрии (мы переходим здесь к случаю трех измерений) 


вообще такие функции и, 9, и, которые зависят аналитически 
от Хх, у, 2. 
Тогда уравнения } 
и = С, а = С’, ® — С" 


дают три семейства поверхностей, которые в своем пересечении опре-. 
деляют нам точки. При этом существенным является то условие, что 
функциональный определитель 


ди ди ди 
0х бу 0 
ду до 0% 
О би 9 
ди ди 0 
т а РХ 


не обращается в нуль; тогда вышеупомянутые уравнения могут быть 
разрешены „ип Кешеп“ относительно х; у, 2: 

Само собой разумеется, что, мы будем рассматривать эти, поверх- 
ности только в ограниченной части пространства до тех пор, пока 


= 1 Н. С. 7ещтеп, Гевфисв ег аб2Ашепдеп беошее. Гери, 1914. 
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не узнаем о них чего-либо более точного; потому что, поскольку 
в их уравнениях фигурируют произвольные аналитические функции 
от х, у, 2, постольку мы вообще можем рассматривать течение поверх- 
ности только в ограниченной части пространства и не можем знать, 
какие особенности еще могут встретиться вне этой части пространства. 
Но это не вредит нам, если’мы хотим заниматься проблемой „1 К1е]- 
пеп“, как это большей частью имеет место в математической физике. 
Здесь дело идет, например, о том, как выражается 45? —= ах? -|- ау?- аг® 
в криволинейных координатах, или как преобразуется уравнение 


ЕЙ 
дя ука =А/=0 


(так называемое диференциальное уравнение потенциала) при введении 
криволинейных координат, и тому подобное. Мы уже говорили, что 
введению криволинейных координат мы обязаны главным образом 
Ламэ, читавшему в период 1830—1860 гг. лекции на факультете наук. 
Он дал в своих лекциях очень много новых результатов, кото- 
рые он, в конце своей жизни, объединил в учебниках. Из них мы 
назовем: 

1. Лекции о функциях, обратных трансцендентным и об изотерми- 
ческих поверхностях (Г.есоп$ зиг 1ез опсНопз$ шуегзез 4е$ 4гапзсеп4еп- 
1е$ её 1е5 зи!асез 150\Пегте$, 1857). 

Семейство поверхностей = соп${ называется изотермическим, если 
удовлетворяется уравнение Ду=0; в настоящее времЯ такие поверх- 
ности называются поверхностями равного уровня потенциала ]. 

2. Лекции о криволинейных координатах (Гесоп$ зиг 1ез соог4оп- 
пбез сигу1Иепез, 1859). 

3. Лекции по аналитической теории тепла (Гесопз$ зш 1а Ш вопе 
апа1уйдие 4е 1а свайеит, 1861). 

4. Лекции по математической теории упругости твердых тел 
(Г.есопз зиг !а 41войе ташётаНаие 4е Г@азНсйб 4ез согр$ зоПаез, 
2 изд., 1866). 

Эти работы теперь во многих отношениях устарели, но все еще 
с пользой могут изучаться. 

Мы рассмотрим подробнее только два типа криволинейных коор 
динат: 

1. Эллиптические координаты. 

2. Пентасферические координаты. 

Эллиптические координаты впервые были введены в_ 1839 году 
одновременно математиками Якоби и Ламэ; именно в 
работах: 

Якоби, 'О геодезических линиях на эллипсоиде и об одной заме- 
чательной аналитической подстановке (У\Уоп 4еп сео@&$15сНеп Гащет 
аш Чет ЕШрз01 ип ешег шегкуйг еп апа1уНзсВеп ЗибзиНноп, 
СтеПез$ Лоигпа|, т. 19), 

Ламэ, О равновесии температуры в эллипсоиде с тремя неравными 
осями (Зиг Рвди1ИЬте 4ез 1етреёганитез Чапз ип еШрзо14е А 401$ ахез 
1п6баих, ЛоцуШез Зошгпа!|, т. 4.). 


следующих ° 
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$ 5. Эллиптические координаты. 


_ Переходя к рассмотрению эллиптических координат, свяжем`с ними 
систему конфокальных поверхностей второй степени, которую мы 


представим себе заданной следующим уравнением: 
с — а 2 
\ 1 2 В 
рыеХй а—^ м а—^ т аз—^ —1, 
а >а, >аз> 0, 


где х,, х., Хз обозначают обычные прямоугольные координаты, в то. 
время как \ является переменным параметром. Если мы ограничим 
параметр Х действительными значениями и заставим его изменяться 
от — < до -- с©о, то мы дол- 
жны будем различать следую- 
щие случаи: 

1. Если Х лежит между 


-—< и а, то наше урав- 
нение представляет эллип- 
соды; 


2. Если Х лежит между 
аз и ао, то уравнение пред- 
ставляет однополостные ги- 
перболоиды; 

3. Если Х лежит между 45 
и а, то уравнение предста-. 
вляет двуполостные гипербо- 
лоиды; 

4. Если Х лежит между а; и # * 

-- со, то уравнение предста- Черт. д 
вляет нулевые поверхности. 

Мы называем последние поверхности „нулевыми“ потому, что они 
не имеют никакой действительной части; обычного названия „мнимые“ 
поверхности мы здесь не употребляем, потому что позднее под мни- 
мыми поверхностями мы будем понимать такие поверхности, которые: 
представляются уравнением с мнимыми коэфициентами, в то время как 
уравнения наших нулевых поверхностей обязательно действительны. 

Можно вообще, следуя Сегре (С. Зеэте), геометрическую фигуру: 
называть действительной, если она, посредством так называемого 
„сопряжения“, переходит сама в себя, причем, „сопряжением“ назы- 
вают такое отображение, при котором каждая точка переводится 
‘в точку с комплексно-сопряженными координатами, так что всякая 
аа точка переводится в себя. 

Попытаемся теперь составить более ясное представление о кон- 
фокальном семействе поверхностей; начнем прежде всего с эллипсоидов,, 
три полуоси которых имеют, очевидно, длины: 


У —№ Уа.—*, Их 
Это семейство эллипсоидов содержит в качестве предельных случаев: 
Для ) = — со бесконечно большую сферу, а для Х = а, — внутренность. 
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‘эллипса с полуосями Иа, —аз и Уа,— а. Этот последний называется 
‚фокальным эллипсом нашей системы; он лежит в координатной плос- 
кости х,, Хо (см. чертеж 4, на котором фокусы фокального эллипса 
‚обозначены буквами Р., Ръ). В остальном семейство эллипсоидов 
устроено так, что все они расположены вокруг фокального эллииса и 
так охватывают друг друга, что равномерно удаляются в бесконеч- 
ность. Легко видеть, что 
они при этом заполняют 
все пространство в точно- 
сти один раз. 

Заставим теперь ^ про- 
бегать все значения между 
аз и 45; тогда мы получим 
семейство  однополостных 
гилерболоидов с полуосями 


У2, о Уа.— ^, 
У^—а.. 


Разумеется длина послед- 
ней оси является мнимой, 


шей координатной системы 
не ‘пересекает гиперболоида. 

Семейство `гиперболои- 
дов содержит в качестве 
предельных случаев для 
Х== а; гиперболоид, выро- 
ждающийся во внешнюю 
‘часть фокального эллипса, а для \^=а. во внутренность о 
гиперболы, т. е. заштрихованную на чертеже 5. часть НН 
типербола лежит в х:; Хз; плоскости и имеет следующее уравн о 


2 2 
^1 Хз 


Черт. 5. 


1 


21 — @ @3 — а : 
Между этими двумя предельными положениями заключаются Е 
‘ные однополостные гиперболоиды таким ‚образом, что все они рас 


полагаются вокруг фокальной гиперболы и охватываются Фокальным * 


‘эллипсом. При этом все пространство заполняется ими однократно 
Наконец мы рассмотрим семейство двуполостных гиперболоидов, 
действительная ось которых совпадает соосью х1. В В 
ных случаев это семейство содержит для / = а часть О ее гы 
расположенную вне фокальной гиперболы (на чертеже Г т 
хованную), в то время как второй предельный случай для о 
осуществляется дважды взятой координатной плоскостью Хо Хз и 
торой не имеется уже никакой фокальной кривой, так как уравн 


2 2 
^2 


| 
а) — @1 + а; — @а1 
представляет нулевую кривую. 


т. е. „вертикальная ось“ на-. 
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тЫ 


В остальном семейство двуполостных гиперболоидов заполняет все 
пространство также в точности один раз, именно таким образом, что 


всегда одна полость охватывает правую ветвь фокальной гиперболы, 
а другая — левую ее ветвь. 


Казалось бы, что мы изучали здесь три различных семейства по-. 


верхностей, но это так кажется только на первый взгляд, в то время 
как с более глубокой точки зрения, когда \ может принимать также 


и комплексные значения, мы получаем одну связную систему поверх- 
ностей, в которой наши 


три семейства поверхно- 
стей содержатся в каче- 2 
стве действительных под- 
семейств. 

После того, как мы со- 
ставили себе представле- 
ние о виде конфокальных 
поверхностей второй сте- 
пени, мы должны теперь 
прежде всего доказать 
следующую важную тео- 
рему. 

Система конфокальных 
поверхностей второй сте- 
пени образует ортогональ- 
ную систему. Это значит, 
что через каждую точку 
пространства х/, х., хз (= 0) та. 
проходят три, поверхности —. 
системы, пересекающиеся 
в этой точке попарно орто- 
гонально. 

Вкратце доказательство этого предложения состоит в следующем. 

Пусть через точку пространства х,:, хо, х, проходят поверхности 
< параметрами Х и ^”, уравнения которых: 


3 о $ о 


о а 


Построим теперь к обеим поверхностям в точке х; касательные пло- 
скости, уравнения которых в текущих координатах &; будут 
з 3 , 


хе ЗЕЕ к 
Уи и У — № —=1, я 
1 


1 


Черт. 6. 


5“ 


и докажем, что обе касательные плоскости взаимно перпендикулярны, 
т. е. что выполняется условие 


3 3 а 
^^ г. < “$ 


а вет : (а — № (№) 


— 0. 
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И И 


олучить посредством почленного 


Пусть за 
дан 
ений; этим справедливость при- ы эллиптические ко 


Но последнее уравнение мы можем п 
г 
Угольные координаты можно опред 


вычитания двух вышезаданных уравн 
веденного предложения доказана. 
Так как наше исходное уравнение — третьей степени  относи- 
тельно ^, то через каждую точку х. 0 проходят три поверхности 
системы и мы, следовательно, имеем тройную ортогональную систему. 


ординаты точки: 
елить формулой” 
да @— №) (и — №) (а— №). 

‚ (4 — а) (а, — аз) 


формулами для х, их 
3* 


тогда ее прямо- 


и аналогичными 


Далее, если мы вспомним уже упоминавшуюся нами „теорему убедиться п В 
Дюпена“ о кривых пересечения ортогональной системы, то сейчас же ' ия подстановки в перво этом можно сейчас же 
сможем сформулировать следующее предложение: д № ры показывают, что а Уравнение. ‘ 
вует восе ОЙ систе | 
мь точек, ме значений ),, 


координаты 

кото 
непосредственно ясно т. 
и, далее, 


Кривые, по которым пересекаются каждые две поверхности нашей 
конфокальной системы поверхностей второй степени и которые 
являются по теореме Дюпена их линиями кривизны, являются про- 
странственными кривыми четвертого порядка, состоящими всегда 
из двух частей, если ограничиваться действительными поверхностями 
системы и их действительными линиями пересечения. 

Чтобы теперь перейти к самим эллиптическим координатам, заме- 


о знаками, что, впрочем 
рических соображений. Есл 


'что установ 
ленны 
системы, м формулам 


ых отличаются 
акже и 
мы из гео- 
нап и я опять к только 
ример два эллипсо м себе две ‘пов 
каких-нибуць частных зна ида, заданными посредс ОСИ 
чений Л. и Л твом дв 
З з ух 


ИЗ эл т 
липсоидов следующие формулы: › ТО будем иметь для первого 


тим, что уравнение 
7 ды 
2 2 ‚2 ее — 
т р! 1 = ЕН №) , 
и —\ а —^ НА 2 1 >) (а! — аз) 41 — +, 
8 — ... 
Хз = И ] 9 


если считать в нем х;, Х» Хз Как данные, а ^—как неизвестное, 
определяет нам три корня Х) № А» Которые мы и принимаем за 
эллиптические координаты точки Х!1, х., Хх Надо иметь в виду, что 
это кубическое относительно Х уравнение неприводимо, т. е. что оно 
не может распасться рационально на уравнения низших степеней. 
Эллиптические координаты являются, таким образом, тремя ветвями 


в которых 
ти А) мы 
динаты на эллипСОиде рать как криволиней 
ствующие фор } орого элл ные коо 
мулы: ипсоида имеют й 
у место соотве 
т- 


, ИА 
д, = (1 — №) (@&— 2») Из м 
све 


(а, ме а) (а Е 23) ®. 


одной и той же алгебраической функции обычных прямоугольных 
координат, определенной нашим уравнением; они, до известной сте- о 
пени, занимают промежуточное положение между линейными коорди- з О ой 
мы нь 
3 ... 


натами и самыми общими криволинейными координатами, потому что 
они являются именно алгебраическими функциями, и поэтому с НИМИ 
можно иметь дело во всем пространстве, чего в случае криволинейных 
координат, вообще говоря, не бывает. 

Если мы займемся специальными задачами, 
№» № Хз действительны и, важно заметить, что тогда ^,, Хэ, Аз также 
будут действительными; это как раз совпадает с тем геометрическим 
фактом, что действительные поверхности нашей системы трижды 
заполняют все пространство. Можно даже указать интервалы для 
значений ^;, №» №» если принять во внимание, что через каждую 
действительную точку Х1, Хэ, Хз проходят один эллипсоил, один одно- 
полостный и один двуполостный гиперболоиды. Из этого следует, 
что при надлежащем выборе индексов У ) мы можем установить их вид показывает сп 


|. Отобразим теперь оба эллип 
угу в соответствие точки 
метров ^., А; 


то увидим, что обычно ПИ 
) мы ставим в 
соответ- 


ов, которые 
лежа 
ллипсоидам. т на одной 


тами точек 
на обо 
формулами следующего типа: их эллип- 


неравенства: 
т м рое ус 
пом аа, и второй степени ге танавливается между обец 
ляется аффинным (по т помощью — ортогональных Ор НО, 
аа < № < 4, т преобразованиях прям от Мебиуса). Так. ОН 
линейные С ИНИИ ОПЯТЬ иа фин- 
оотноше переходят 
< <а.. И стаются линейными ню координатами и а потому 
з можем выс образовани 
и 
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„Два однополостных гиперболоида конфокальной системы отобра- 
жаются друг на друга посредством их ортогональных траекторий 
таким образом, что прямолинейные образующие одного гиперболоида 
соответствуют прямолинейным образующим другого. 

Но мы можем утверждать еще, что: 

В частности отрезки прямых линий, соответствующих друг 
другу на гиперболоидах, всегда имеют одинаковую длину, что мы 
сейчас и докажем. Между обоими гиперболоидами, для которых мы 
хотим доказать справедливость нашего утверждения, находится всегда 
еще целое семейство конфокальных гиперболоидов; поэтому, чтобы 
доказать справедливость общего предложения, нам достаточно устано- 

вить только следующее кинематическое пред- 
ложение, которое, в свою очередь, является 
простым частным случаем общей теоремы 
вариационного исчисления (теорема о транс- 
версалях): 

Если отрезок двигается таким образом, 
что его концы двигаются нормально к самому 
отрезку, то его длина остается всегда неиз- 
менной. Справедливость этого очевидного. 
утверждения следует аналитически из, того. 
что (в легко понятном способе записи) для 
расстояния / между конечными точками Ху и 
Ук имеет место формула 

а а 
ЧЕН У (У? 


| 


потому что в силу нашего предположения: 


% ах а 
Уре =0, Уже =0. . 
С помощью только что доказанного предложения мы можем себе 

уяснить теорию так называемого „подвижного гиперболоида“, которая 
впервые была разработана Генричи (Неп!с!) в 1874 г. в Лондоне '). 
Чертеж 7 изображает модель из спиц, которая содержит оба семейства 
образующих однополостного гиперболоида. Изготовленные из твердого. 
материала спицы связаны в точках их пересечения шаркирами так, 
что они могут вращаться вокруг точек скрепления. Таким образом 
изготовленная модель, в которой все прямолинейные отрезки ‘имеют 
постоянную длину, по нашей теореме подвижна внутри конфокальной 
системы. Генричи это впервые заметил эмпирически. 


$ 6. Геодезические линии на поверхностях второй степени. 


Перейдем теперь к применениям эллиптических координат, именно. 
изложим с их помощью теорию’ геодезических линий на поверхностях: 
второй степени. Эта теория впервые чисто аналитически была дана, 


1) См. упомянутый в $ ,3 каталог Дика, стр. 261. 
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Якоби (см. указанную выше статью в Креллевском журнале, т. 19, 
1839), а позднее Шаль (Сваз1ез, см. журнал Лиувилля, т. 11, 1846) 
дал к ней геометрическое дополнение. Выскажем здесь, как принцип, 
что аналитическую и геометрическую трактовку проблем мы будем 
всегда связывать, а не будем, как многие математики, принимать одно-. 
стороннюю точку зрения. Одна аналитическая трактовка не дает нагляд-— 
ного представления о полученных результатах, а одно геометрическое 
рассмотрение часто может дать только приблизительную основу доказа- 
тельства или выяснить только качественное, но не количественное,. 
течение кривых. 


Мы приведем теперь выражение линейного элемента в эллиптиче-- 
ских координатах: 


Ри 2 Зы (04 — №) 01 —*з) 4? 
ча чо 
а затем докажем слелующее предложение: 
Конусы, которые выходят из произвольной точки пространства: 
к конфокальным, поверхностям второй степени, сами образуют кон- 


фокальную систему, так что всегда каждые два из них пересекаются“ 
ортогонально. 


Эта теорема показывает, что кажущиеся контуры конфокальных. 
поверхностей глазу наблюдателя всегда представляются скрещиваю- 
щимися под прямым углом. 

Чтобы нашу теорему доказать аналитически, обратимся к уравне-- 
нию нашей конфокальной системы, которое можно записать так: 


1 


2 
АИ где т ЕС 


Тогда, по известным формулам аналитической геометрии, уравнение“ 
системы конусов, которые, исходя из точки х,‚, охватывают поверхности» 


’ 
нашей системы, в текущих координатах х, будет: 


(Тая —ПСАл——(САл— 10, 
или: 
ХАьхь— хи — ХА, =0. 


Если в последнем уравнении мы заменим А; и А, их значениями, то» 
получим в качестве уравнения нашей системы конусов: 


Е , , 
У (к х р Ро 
@к—^ (8— №) (%—№ 
`Ограничимся теперь рассмотрением окрестности точки ху, из кото-- 
рой исходят все конусы, и установим уравнение для лучей, лежащих. 


на отдельном конусе и исходящих из точки х,. Для этой цели мы. 
7 
просто положим х,=х,-- 4х» где 4х, как раз и будут „координа- 
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тами луча“, и таким ‘путем из нашего уравнения конуса получим 
‘уравнение: 


У а ща хаха 2. 
= а —№ (&— №) (а —№) ] 


Если мы преобразуем последнее уравнение к эллиптическим координа- 
там, прилисав точке х; координаты ^,, №», А» то получим: 
(1 — №») (01 — №) ‚а за и 
(а1— № (4— №) (а—^№) мМ—^ 


Координатами луча будут теперь 4\,, 4», а». Если мы введем 
еще длину дуги на координатных линиях, как, например, с, на Х, = 
—=^, = с015%, то мы, очевидно, получим в окрестности точки ^„, т. е. 
для наших лучей, обычную прямоугольную систему координат в трех 
диференциалах дуг 45., 45°, 4в;. Но по нашей общей формуле 45? мы 
получаем для этих диференциалов выражения: 

Е (и —»,) 01 —2) 
1—4 (9 — №) (&— №) (8 — м) 
так что, воспользовавшись этими выражениями, уравнению системы 
конусов можно придать следующий простой вид: 


ал 


12°. 


45 4? 452 
1 2 Зы 
ИИ НО РЕ =0. 


Если обозначить координаты лучей вместо 45., 45°, 4, например, 
через &1, 85, &» то мы получим уравнение: 


Е а. 
РЕ ` 


Но здесь мы действительно имеем уравнение системы конфокаль- 
ных конусов второй степени. Что каждые два конуса системы пере- 
‹секаются ортогонально доказывается так же, как раньше доказывалась 
«®ртогональность двух поверхностей общей системы. 

Рассмотренное предложение о „кажущейся“ ортогональности кон- 
фокальных поверхностей может быть доказано также несколько иным 
путем и притом почти без всяких вычислений; об этом мы сейчас 
скажем несколько слов, воспользовавшись рассматриваемыми позднее 
в $ 19 плоскостными координатами. Если плоскость изображается 
‚уравнением: 


3 
и ИА = 9, 


‘тс коэц ициенты и, можно рассматривать как ее „плоскостные коор- 
динаты“ и можно найти для конфокальных поверхностей второй `сте- 
пени в этих координатах, при произвольном положении координатного 
трехгранника, уравнение: 


3 3 
2 
х @иь — х > и, 
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как это мы установим позже в $ 43. Если мы рассмотрим теперь все 
касательные плоскости, проходящие через начало координат и ==0, 
то они будут удовлетворять уравнению: 


3 


: 
Ал 2 
х авииь = АХ и, 


которое при специальном выборе осей. принимает следующий простой 
вид: 


ЗЕ 
Уа, —Юш=0. 
1 


Если мы теперь снова перепишем уравнение конуса в точечных коор- 
динатах, то получим опять прежнюю формулу: 


3 2 
в 
не 

из которой, как-и раньше, следует справедливость нашего утвер- 
ждения. : 

Теперь, после доказательства нашего предложения, перейдем к рас- 
‘смотрению общих касательных к двум поверхностям нашей системы 
с параметрами Х и Х'. Через каждую точку пространства будут про- 
ходить четыре таких касательных, так как уравнения: 

4? дс? 
1 = 1 
Е -- ее —=0, МИ: о) 
доставляют четыре корня для неизвестных отношений 445; ; 40% : 43. 
В целом общие касательные зависят от двух параметров. Именно: 
через каждую точку пространства проходит конечное число таких 
касательных, которые поэтому, казалось бы, должны были бы дать 


‘трехпараметрическое многообразие. Но так как на каждой общей 


касательной лежат точки пространства, которые зависят еще от одной 
постоянной, то мы будем иметь двумерное многообразие. 

Подобная совокупность прямых линий, зависящая от двух пара- 
метров, называется системой лучей (пользуясь словоупотреблением 
оптики) или линейной конгруэнцией. : 

Приведем сперва несколько определений и теорем из теории линей- 
ных конгруэнций. Линейная кочгруэнция, вообще говоря, определяет 
так называемую ‹Ффокальную поверхность, т. е. поверхность, которой 
касаются все лучи нашей системы. Как правило, каждый луч системы 
касается фокальной поверхности дважды; в соответствии с этим. рал- 
личают две „полости“ фокальной поверхности, из которых однё’соде!"- 
жит одну точку прикосновения, а другая другую точку прикосновения. 
(Обе полости могут совпасть.) `В нашем случае обе полости фокаль- 
ной поверхности образуюгся теми двумя поверхностями второй сте- 
пени, из которых мы исходили. ' ПИ 

Предположим, в частности, что наши исходные поверхности являются 
эллипсоидом и однополостным гиперболоидом и перейдем затем к опре: 


Заж. 799. — Клейн. 3 
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пелению огибающих ‘нашей системы лучей на эллинсоиде, т. е. кривых, 
которые в каждой своей точке касаются одного из лучей системы. 

Возьмем произвольную точку эллипсоида и попытаемся определить 
в ней направление касательной к огибающей кривой: Это направление, 
во-первых, должно лежать в касательной плоскости эллипсоида и, 
во-вторых, касаться гиперболоида. Построим поэтому в рассматривае- 
мой точке эллипсоида касательную плоскость; эта плоскость перес®- 
кает гиперболоид по некоторому коническому сечению, к которому мы 
провелем из исходной точки обе касательные. Эти последние опреде- 
ляют нам два направления, одно из которых по произволу мы можем 
выбрать в качестве направления касательной для искомой огибающей. 
Поступая таким образом далее, мы`построим точка за точкой огибаю- 
щую, определяя в каждой отдельной точке направление касательной 
и затем продвигаясь вперед каждый раз на малый отрезок кривой 
(это проще всего осуществить с помощью натянутой нити или про- 
волоки); тогда нетрудно заметить, что средняя зона эллипсоида. дважды 
покроется огибающими кривыми нашей конгруэнции, каждая из которых 
проходит так, что попеременно касается обеих линий пересечения на- 
ших поверхностей второй степени. ‹ 

Теперь мы можем сделать главное заключение, а именно: каждая 
такая огибающая является геодезической линией нашего эллипсоида. 
Это нетрудно установить. Ведь соприкасающаяся плоскость нашей 
огибающей всегда касается гиперболоида и значит перпендикулярна 
касательной плоскости эллипсоида (по теореме об ортогональности 
системы исходящих из одной точки касательных конусов) и отсюда 
следует -по ранее приведенному определению, чго мы действигельЕ с 
Имеем дело с геодезической линией. Таким образом отдельный одно- 
полостный или двуполостный гиперболоид порождает нам на эллип- 
соиде однопараметрическое семейство геодезических линий, которые 
все касаются одной и той же линии кривизны; если мы рассматри- 
ваемый гиперболоид згставим пробегать все семейство гиперболоидов, 
то получим на эллипсоиде совокупность геодезических линий, завися- 
щую от двух параметров. 

Если в частности в качестве гиперболоида возьмем фокальную 
гиперболу, то получим выше особо отмеченные геодезические линии, 
проходящие через точки округления эллипсоида. 

Переведем теперь произведенчые здесь, следуя Шалю, геометриче- 
ские рассмотрения на язык анализа; тогда мы непосредственно полу- 
чим формулы Якоби. 

Выше, в качестве уравнения конуса, мы имели уравнение: 


(^ — 7.5) (1 — 73) 9 (15 — ^1) (2.5 — ^3) 45 
(а 1; ам (а — м) вм мм т — №) (42 — №) (а—^5) №—^ и 
(93—21) 08 —№) аз 


ва (а1— №4) (@— №3) (8— №) °№—^ о 


Этот конус является касательным конусом к гиперболоиду ^; он должев 


сверх того иметь вершину в какой-нибудь точке эллипсоида \” и пе-. 
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ресекать этот последний; поэтому мы полагаем )\, == Х/ == сопзь вслед- 
ствие чего из приведенного выше уравнения получается: 


о а? 
(а — №) (4 — №) (аа— м) мк — 


5 — }3 : а\ 
(а — 15) (@2— №) (в— №) °№—^ 


или: 


мы 


и ИУ= О = 


ый: №№ ] 
ней И = 0—9. 


Двойной знак в этой формуле указывает на то обстоятельство, что 
в каждой точке эллипсоида возможны два направления. 

Наши последние выкладки мы можем вкратце резюмировать сле- 
дующим образом. 

Сведя геометрически проблему геодезических линий к нахождению 
огибающих однопараметрического семейства линейных конгруэнций, 
мы тем самым свели диференциальное уравнение второго порядка для 
геодезических линий к семейству диференциальных уравнений первого 
порядка, именно к вышеприведенному диференциальному уравнению, 
в котором величина Х фигурирует в качестве произвольной постоянной. 

Следует отметить, что это диференциальное уравнение первого 
порядка немедленно интегрируется, так как оно является уравнением 
с разделенными переменными. При этом мы получаем гиперэллиптиче- 


ские интегралы: 
Г 4) 7 Е НИ 
1 (@1— №) (42 — №) (а8— №) (и —^) 


Е, 
= ое А Е й 
солзЕ = |4, ма Ва 


Как раз эти формулы и являются формулами Якоби для гводе- 
зических линий на эллипсоиде. 

До сих пор под поверхностью \, =с0п3${ мы понимали всегда 
эллипсоид, что делалось, однако, только ради наглядности. Вообще 
\; = с0п5{ может означать любую поверхность нашей системы. Если 
в частности для ^, = с0п${ё мы возьмем однополостный гиперболоид и 
под ^ == с0п5{ будем. понимать тот же гиперболоил, то наше приведен- 


ное выше диференциальное уравнение примет следующий более про- 
стой вид: 


а а» 
У (и — 11) (@&— м) @—№ — 


-- У (а — №) (а.— №) (&—№` И 


х 


Это уравнение определяет направление прямолинейных образующих 
нашей поверхности /, = сопзф, что легко уяснить геометрически. Ведь 
каждая отдельная прямая, направление которой определяется этим 
диференциальным уравнением, должна в двух точках касаться поверх- 
ности ),. Но так как прямая или только в одной точке касается по- 
верхности второй степени, или целиком лежит на ней, то в нашем 


3* 


` 36 ОБЩЕЕ ПОНЯТИЕ КООРДИНАТ 


случае имеет место последнее. Значит прямые линии являются самими 
интегральными кривыми. Впрочем, можно столь же легко представи.ь 
себе на модели, как геодезические линии на однополостном гипербо- 
лоиле постепенно переходят в образующие; для этого нужно исходить 
из двух однополостных гиперболоидов, представить себе их общие 
касательные и затем непрерывно сближать их друг с другом до тех 
пор, пока они наконец не совпадут. ` 

Чтобы позднее аналитически доказать некоторые дальнейшие гео- 
метрические следствия, мы рассмотрим сначала некоторые формулы, 
которые дадут мам длины элементов дуг некоторых ранее рассмот- 
ренных кривых. Встречающиеся в этих формулах квадратные корни 
мог,т быть взяты с любым знаком. 

1. Элемент дуги касательной, которая касается поверхностей Хи": 


ии 
И ыы! 
4. (А—») - и — №) 
те 2 (а, — №») (44 — №2) (@8—^,) а 


о 
2 (а. — №) (аа — №3) (@— №) ° 


2. Элемент дуги геодезической линии на поверхности № = № = с005% 
касательные которой касаются поверхности №: 


— 4 6 —№) @8—№) а бы М - мы 
45» = 9 мет 2 м с 


3. Элемент дуги линии кривизны, которая принадлежит одновре- 
менно поверхностям ^' = №, = сопзЁ и ==». == сопзЁ 


(25 — №1) - (№ — ^1) 


ое 
Во (а1 — №) (42 — №) (аз — №) ` 


Заметим по поводу 1, что эта формула получается из общего вы- 
ражения для 4$ в эллиптических координатах с помощью двух соот- 


ношений: 

2 (5 — №) - Оз— №) т Е 
1 (а — №) (м (8-м О—№) '°”° : 
9? : (№ — №) - 8— №) _ ео 

1 (а: — №) (@— №) (а — №1) (М — №) , | 

с которыми мы познакомились как с диференциальными уравнениями 
касательных конусов, к поверхностям Х и Х’ с вершиной в точке 
№, №, №. Более. подробные вычисления здесь проводить не будем. 

№ Относительно формул 2 и 3 мы также не будем входить в подроб- 
ности, поскольку они получаются из 1 посредством специализации, 
причем характер специализации виден уже из заголовков к формулам. 
-4 Мы предпочитаем перейти непосредственно к выводу геометриче- 
ских следствий из наших формул и прежде всего установить аналити- 
чески теорему, на которой основывается подвижной гиперболоид Ген- 
ричи. Теорема заключается в слелующем: 


ах 


ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ ЛИНИИ НА ПОВЕРХНОСТЯХ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ 37 


Соответствующие отрезки прямолинейных образующих на двух 
конфокальных однополостных гиперболоидах имеют всегда одинако- 
вую длину. 

Для доказательства будем понимать под поверхностью ^., = сопз{ 
однополостный гиперболоид и будем рассматривать А; и \, как криво- 
линейные координаты на этом гиперболоиде. Тогла по формуле 2, 
положив ^ =^,, мы получим в качестве элеменла дуги прямолинейной 
образующей: 


о 23— № № — № 


2 Умею 2 ем. 


При этом в формуле берутся двойные знаки, так как мы о них еще 
ничего не установили. 


Теперь, чтобы определить длину $ прямолинейной образующей 


0 0 и / 
меж < „А; 
ду двумя точками Л, А; и А,, АХ, мы просто проинтегрируем 4$ 


между этими пределами 


== [4 ти № —^, АМ 
К 2 Ум ме -—м — 
л 
== [=> №3 — № 
о? Ум ме’. 


ое 
образующих, но обо- 
сновать это строго мы могли бы только после точного исследования 
знаков перед корнями; ‘однако мы в это входить не будем. Скажем 
точнее: дело идет о том, чтобы установить соответствие между двой- 
ными знаками, стоящими перед корнями с одной стороны в диферен- 
циальном уравнении прямолинейных образующих, с другой — в фор- 
муле для элемента дуги. Но вне зависимости от А; как раз и вы 
чается теорема Генричи, потому что она как раз и означает, что мы 
будем получать всегда одно и то же расстояние между двумя соот- 
а, независимо от того, на каком гиперболоиде %, 
Следовательно, подводя итоги, мы можем сказать: 
В нашем выражении для 4$, в силу диференциального уравнения 
прямолинейных образующих, выпадает член с А.; поэтому длина отрезка $ 


С 1 2 


и / 
к точке А,, № совершенно не зависит от А,‚, так что для всех гипер- 


болоидов ^. == соп$Ё она б 
__ она будет одна и та же; именно это и утв 
теорема Генричи. и 
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$ 7. Построения из нитей Гревса и Штауде. 


В качестве второго геометрического приложения мы рассмотрим 


нитяную конструкцию поверхностей второй стгпени в частности‘ 


эллипсоида, которая впервые была предложена Штауде (З4аи4е) и опу- 
бликована им в 1882 году в Маш. Аппаеп, т. 20. Штауде в то время 
был молодым доктором и являлся -членом Лейпцигского семинара 
Клейна. 

Для этой цели мы напомним, прежде всего, обобщение обычной 
нитяной конструкции эллипса, которую дал Гревсв 1850 г. в Дублине. 
(Ср., например, Сальмон, Конические сечения). Он укрепляет нить 
постоянной длины не в обоих фокусах вычерчиваемого эллипса, а охва- 
тывает ею некоторый, положенный в основу, эллипс, как это изобра- 
жено на чертеже 8; тогда при натягивании нити и движении штифта 
вычерчивается эллипс, конфокальный взя- 
тому. Обычная конструкция получится из 
этой общей как ее частный случай, если 
положенный в основу эллипс заставить вы- 
родиться в отрезок, который можно на- 
звать „фокальным отрезком“. 

Это построение Штауде обобщил на 
случай пространства, причем в основу он 
положил эллипсоид и. кочфокальный гипер- 
болоид, чтобы с их помощью построить 

Черт. 8. конфокальный эллипсоид. Штауде обви- 
. вает поверхность нитью постоянной длины 
так, чтобы нить, поскольку она лежит на поверхности, всегда шла по 
какой-нибудь „соответствующей“ геодезической линии или линии кри- 
‚визны, по которой обе поверхности пересекаются. Далее нить вытяги- 
вается в пространство прямолинейно, разумеется так, чтобы ее на- 
правление всегда совпадало с направлением общей касательной 
к обеим исходным поверхностям. Если затем привязать оба конца 
нити к штифту и двигать этот штифт не нарушая только что сфор- 
мулированные условия, т. е. просто натягивая нить, а в остальном 
произвольно двигая штифт в пространстве, то штифт, опишет эллип- 
соид, конфокальный обеим исходным поверхностям И: 

Построение будет особенно простым и наглядным, если положить 
в основу его фокальный эллипс и фокальную гиперболу в качестве 
конфокальных поверхностей. Впрочем, чтобы совершенно ясно пред- 
ставить себе положение вещей, нужно непременно иметь под рукой 
модели том виде, как они были описаны Штауде в издательстве 
Брилля. Кроме того мы укажем на очень подробное изложение Штауде 
в уже упоминавшейся работе (Аппайеп, т. 20) или в его книге Ге 
Рока1е!сепзснаНеп 4ег Е!АсНеп туеЦег Огапипе, Лейпциг, 1896. Анали- 


1) Другое перенесение конструкции Огауез на случай пространства дал 
Е. Сопзей [Рагроих ВиПенп 42 (1918), стр. 193]. (Построение Штауде описано 
в книге Д. Гильберти С. Кон-Фоссен, Наглядная геометрия, М.-Л. 1936, 
стр. 25. Прим. ред.). 
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тическое доказательство общей нитяной конструкции Штауде, которое 
получается с помощью ранее данной формулы элемента дуги при над- 
лежащем учете знаков, можно найти в тех же источниках; здесь ради 
краткости мы ограничимся более простым, но все же совершенно 
аналогичным доказательством теоремы Гревса. 

Для этой цели мы положим в основу систему конфокальных кони- 
ческих сечений: 


р 2 , 
й Е ЕН : 
причем предположим, что 
—©ю<а< @. 
Затем, если \ лежит между — © и а., то мы обозначим ее через ^., 


если же Х лежит между а. и а, то обозначим через \;; таким образом, 
значение /, = сопзЁ даст уравнение эллипса, 

значение /, = соп5ё даст уравнение гипер- 

болы. Система конфокальных конических 

сечений пробегается очевидно так, что при 

возрастании \› эллипсы все больше и боль- 

ше сжимаются, а при возрастании А, гипер- 

болы становятся все круче, т. е. подходят 

все ближе к оси х.. При \=а, мы полу- 

чаем в качестве вырождающегося, эллипса 

отрезок оси Хх, между обоими фокусами, 

а в качестве вырождающейся гиперболы по-. 
лучаем части оси х,, лежащие вне этого 

отрезка; для ^=а, гипербола переходит 

в ось хо. Черт. 9. 

Мы выберем теперь из этого семейства 

два произвольных эллипса А. =)’ и \,=^<_)^’” и из какой-нибудь 
точки внешнего эллипса проведем обе касательные ко внутреннему 
эллипсу, длины которых обозначим через $; и $2 (см. черт. 9). 


0 у 0 
Далее, через точку \,, Х проходит гипербола \, =, ‚ которая 
пересекает внутренний эллипс в точке о ^. Дуга эллипса, заключен- 


ная между точками прикосновения ранеё проведенных касательных, 
делится этой точкой пересечения на две части; длины этих частей мы 
обозначим через с; и в, в соответствии с обозначением прямолинейных 
отрезков $1 и $5. Если теперь Г. обозначает длину всего внутреннего 
эллипса, то теорема Гревса сводится очевидно к тому, что выражение 


Е- ($1 — в) - ($5 — в) 


должно оставаться постоянным, как бы мы ни выбирали исходную 
точку построения на внешнем эллипсе, т. е. чго это выражение не 


0 
должно зависеть от и Нам, следовательно, достаточно показать 


: р 
только, что $, —93; и 55—95 не зависят от ^,, для чего мы вычислим 
эти длины. 


` 
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Элемент дуги касательной $, мы получим посредством специализа- 
ции нашей ранее приведенной формулы: 


оо щин . иВ о 
2У (а — 11) (@—*) 2У (а — №) (@—№) 
где мы берем оба члена с положительными знаками. Интеграция 
нам дает: 

,, 

. УЕ | чит 
и | 27 (1—1) (&—м у; У а — №) @&—№` 
1 


Далее, для элемента дуги эллипса мы получим: 


ИМ 


аб ———_—_—_ 
а [м @—№’ 
откуда 
^ т 
р | ИЯ, 
Л уф @-м 
у м 
и поэтому 


Х 
| а ИЯ 
и, [5 (а! — №) (4 — №)° 
! 


Совершенно аналогичным способом при надлежащем учете знаков 
получается: 


) АШАН 
м ря 

ри 50 Г (а — №) (аа — №») * 

»' 


т. е. та же величина, что и для $, —-9,. Мы видим, следовательно 


0 
что $, —6, и $,—°, совершенно не зависят от \,; из этой незави- 


симости наших разностей от № следует теперь, что общая длина нити 
в самом деле остается постоянной, как и утверждает теорема Гревса. 

Вместо этого доказательства, при котором нам пришлось пользо- 
ваться эллиптическими интегралами, мы можем привести следующее 
наглядное доказательство. 


Для изменения длины замкнутой кривой с угловой точкой (кривая. 


изображена‘ на чертеже 8 толстой линией), если угловая точка Р.дви- 


жется со скоростью ве в направлении, образующем с касательными ‚ 


ЧЕ 
к эллипсу в точке Р углы ©, %(0<%<т, 0< < =), получается 
уравнение: 
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Если точка Р движется таким образом, что при этом Г. остается 
постоянной, то описываемая точкой Р траектория пересекает касатель- 


`’ ные под авными глами: © =. Но можно становить, что соотно- 
Ее , 


шение х = определяет эллипс, проходящий через точку Р, конфо- 
кальный ланному; сделаем это`так: пары касательных в точке Р к кон- 
фокальным коническим сечениям образуют „инволюцию“; двойными 
прямыми этой инволюции являются касательные в точке Р к прохо- 
дящим через точку Р коническим сечениям системы, перпендикулярные 
друг другу; следовательно пары прямых нашей инволюции располо- 
жены симметрично по отношению к этой паре касательных. Это пред- 
ложение, которое содержит наше утверждение © =, является плоским 
аналогом теоремы о „кажущейся“ ортогональности конфокальных 
поверхностей; мы к этому вернемся позднее на стр.. 182, чертеж 66. 

Это „элементарное“ доказательство может быть перенесено так же 
и на случай пространства. 


$ 8. Теория кругов и шаров. Исторические замечания. 


Мы начнем с обстоятельного введения и одновременно подчеркнем 
большую роль, которую играли эти образы в развитии новой геомет- 
рии. Именно, часто утверждают, что только прямые линии и плоскости 
имели существенное значение в ее раз- 
витии; в противоположность этому мы 
хотели бы указать на то, что с на- 
чала девятнадцатого столетия нарялпу 
с рассмотрениями прямой и плоскости 
(т. е. с проективными рассмотрениями 
в более тесном смысле слова) всегда 
параллельно рассматривались круг и 
шар. 

Здесь мы прежде всего упомянем 
о книге, появившейся ‘на пороге девят- 
надцатого столетия и почти забы- 
той в настоящее время, именно о кни- 
ге Маскерони, Геометрия цир- 
куля (Мазспегоп1, Га веотеа | 
Че! сотраззо, Ра\1а 1797 г.). Эта работа представляет собой элемен- 
тарно-геометрический обзор всех построений, выполняемых только 
циркулем, без употребления линейки. При этом автор руководствуется 
практической точкой зрения; он хочет дать механикам наставление 
для их построений, особенно для выполнения деления кругов, так как 
он придерживается того мнения, что во всяком случае при построе- 
ниях на металлических пластинках циркуль дает большую точность; 
нежели линейка. 

Чтобы дать представление о построениях Маскерони, покажем, 
например, как с помощью одного циркуля можно найти ‘середину М 
отрезка, соединяющего две данные точки А и В. Прежде всего можно . 
с помощью цепи из трех равносторонних треугольников, как это пока- 


зано на черт. 10, определить точку С таким образом, чтобы В явля- 
Ее 
% # 


Черт. 10. 


& У 
|= ВАВАЗОТЕНА 
‘имени 
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НИИ 
лось серединой отрезка АС. Затем 
ее четырехугольник АСЕБ 
| = —= АС. Г 
и. р. точка М обладает тем свойств 
ыы — . Справедливость этого пос: ты 

ых реугольников АСО и АБМ о 
ое развитие теори 
| и кругов 
о ‚› с которым мы здес 
Е И предпринято. собственно вскоре о М ры 
а: и : нно школой 'Монжа. Попутно упомянем и 
. основал Политехническую школу и затем в 
(6) Г 
. .’ 


вплоть до реставр р 
ации, в ней п е Гл Т 
, й подавал. лавными рабо ами Монжа 


1. Начертат 
ельная геометри 5 
я (СбошЕен ОН 
лавшая начертательную и {Че езсирНуе) — книга, ‚ сде- 
, 


только совок а 
о упностью практических правил, нау а. 
м Уже упомянутые нами раньше ее 


2. Приложения анализа 


. } > к геометри 1сай ) 
3 1а Оботеёче). (Диференциальная о т 


“1,9 


и математики своей педагогическо 
орой создалась целая школа 


можно определить точки.) 
Ри 
был трапецией с ЕВ 


академические 
записки 
школы присоедин о, 
| и олитехнич 
Че а Политехнической школы Вы 
? чем вначале вых 
одивший очень ре 
дко. 
атематической про- 
ыы необходимость в более быстром о 
. таченных только для ‘математики; таким 


и Сегсоппез Аппа!ез 4е М 
а гг. К ‘ним присоедин 
о СтеЦез Лоигпай для чистой 
Е и Лоигпай с 1836 г 
о. Е Монжа частично пуб 
. Для теории кругов 
и шаров, ко" 
м. особенно важны следующие и о 
. Гольтье (СашНег) 1812 
Ва 
ет ; урнале Политехни 
ы о а ортОгОнальные ко в 
- тбоппе) 1816, в соб 
обств Л 
и соприкасающиеся круги о 
этих двух ра 
а, м частью совершенно новые резуль 
элегантные ных 
а доказательства 
; › например, в работе Жергонна трактуется Е 
я задача 


абтаНаиез, выходившие в перио 
ились далее: - 


и прикладной математики с 1826 ги 


ликовались также в Анналах 


1) Имеется русский пер р р 
3 Й евод Г аспа М онж П иложение анализа 
гоме ИИ, у к р {= 
к гео тр ОХ ы франц зского В. А. [ уковской под  оаиЩНеЙ Сс пре 
дисловием И при мечаниями М. Я. Выгодског о. (©). И И М -Л 1 З . 
’ . . 9 б. Прим . 
ред. 
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Аполлония о касающихся окружностях. Через десять лет, позднее чем 
во Франции, в Германии тоже начинается новое развитие как геометри- 
ческих исследований вообще, так в частности и нашей теории. 
Мы укажем здесь на следующие работы: 
Штейнер (З4ешег) 1826 г., Креллевский журнал, т. 1.» Некоторые 
геометрические исследования“ (Еиисе сеотеизспе ВефасНиисеп) и 
Плюкер 1827—28 г. в т. [` „Аналитико-геометрических исследо- 
ваний“. 
Скажем, прежде всего, об исследованиях Шгейнера и о его личности. 
‚ Штейнер ‘в своих исследованиях обобщил имевшуюся до тех пор 
теорию кругов тем, что он рассматривал не только ортогонально 
пересекающиеся и касающиеся окружности (как это делали французы), 
но так же и такие, которые пересекаются под некоторым произвольным 
углом. При этом его личной особенностью является то, что он рас- 
сматривает все задачи чисто конструктивно, без всяких формул, причем 
он часто не дает доказательств, так что принцип, из которого он ис- 
ходит в своих исследованиях, не всегда ясен. (Сравни — в части, относя- 
щейся к исследованию. кругов — предисловие к Ееег, ХуНовтарШе, 
1882). Исключительное предпочтение Штейнера к наглядности и его 
нелюбовь ‘к аналитическим формулам станет нам ясна, если мы 
представим себе ход его образования и вспомним, что он вышел из 
иколы знаменитого Песталоцци (Рез{а10721), который как педагог 
считал самым важным наглядность и наглядное обучение. Кроме того 
Штейнер в своей юности не- получил основательного математического 
образования, был вообще самоучкой, так что он не мог иметь достаточ- 
ного опыта в обращении с аналитическими формулами.  Штейнер 
в период 1835—1865 гг. был профессором в Берлине и оттуда своими 
учеными трудами и педагогической деятельностью значительно повысил 
в Германии интерес к чистой геометрии. В частности к нему вос- 
ходит немецкая новая синтетическая школа геометров, обломки которой 
все еще существуют и которая по возможности избегает всякого 
отношения к аналитическим формулам. Главнейшими работами Штейнера 
являются следующие: : 

1832 г.: Систематическое развитие зависимости геометрических 
образов друг от друга (ЗузетаНзсве Епё\ свите ег АБпапе1е кей 
сеоте{физсвег СбезаНеп уопешапаег). 

1833 г.: Геометрические построения, произведенные с помошью 
прямой линии и некоторого неподвижного круга (П!е хеотейсНеп 
КопзникНопеп, аизее в п! е!$ ег регадет Ге ипа Ешез е\еп 
Кге1зе5). 

1881/82 гг.: Работы Штейнера (З{еше!г$ \ее, 2 тома), изданные 
Вейерштрассом (\е1егз{га8). 

Затем еще изданы лекции Штейнера по синтетической геометрии, 


именно: 


Часть. 1 Гейзером (Се!1зег) в Цюрихе: Теория конических сечений. 


в элементарном изложении (Г1е Тнеопе ег Кесе]5с пе 1шш @етеп- 
{атег' Рат${еИиир, 3 издание, Лейпциг 1887). 
Часть И Шретером (ЗсШб{ег) в Бреславле: Теория конических 
сечений, основанная на проективных свойствах [С1е Твеоце 4ег Кеде!- 
. : у 
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зсвше вез аш рго]екнуе Е] 
сепзспаНеп, 2 изд: 
3 издание Р. Штурм (Е. Знит), Лейпциг 1898 т. ИТ 196. 


$ 9. Элементарная геометрия круга. 


Теперь, после исторического обзора, мы 
и теории кругов, как мы ее находим, например, в упомя 
ну о работе Плюкера. Уравнение окружности с центром в точке & Е 

радиусом г в прямоугольных координатах имеет вид: ”. 


НЫ 
НО фо, 
Левая часть этого Уравнения, которую мы обозначим для краткости 


через $, допускает простое геометрическое истолкование Проведем 


из т 
а! у касательную к окружности, определяемой этим уравне- 
. @ © является квадратом длины отрезка этой касательной 


переходим к изложени ю 


и 


Черт. та 


Черт: (12. 


от то 
ев, ы и овочии прикосновения. Это выражение $ можно 
› следуя Чтейнеру, „степенью“ точки х, уотносительно окруж- 


ности; 
сти; его можно прелставить также в следующем виде: 
Пе а 0 
У 2ах — 2Ву-- С, 
С= а? 98 — 12. 
Мы отметим здесь, прежд 
воспользуемся в дальнейшем. 


1. Дье о : — 
а. $=0 и 5—0 пересекаются между собой 
черт. 11), если выполнено следующее условие: 


240 -|- 2887 — С С’ —0. 
2. Две окружности кас 


е всего, некоторые формулы, которыми 


аются (черт. 12), если имеет место соотно- 


шение: 
2ао/ -|- 286” — С С’ ЗЕ АГ == 0 
7? = а? -|- В— С, 
а В С 


1) Све ‘ЛИЧНО. 
а ее ре. и личности Штейнера моЖо почерпнуть из пре- 
амять, произнесенной е! родственником, земляком 


И издателем Г ейзером в швейцарском оби ествее ествои спытателей в Шафг ау- 
цест и 
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3. Две окружности пересекаются под углом $ (черт. 13), если: 
2аа/ -- 238” — С— С’ = 27!" с05 8 =0. 


Эти три только что сформулированные условия вытекают из следую- 
щих уравнений: 


Саар и-ь, (1) 
(в (ВВ = (Г, (2) 
(«— “Е (8—8) = "2-2 == 21" с0$ 0, (3) 


справедлисть котфрых видна из ‘вышеприведенных чертежей. Отме- 
Тим ещё, что формула (1), выражающая условие ортогональности, 
является билинейной относитель- 
но постоянных: обеих окружностей 
и что формула (3) содержит, как 
частный случай, две первые при 


значениях 9 = С и 9—0, $ = м. 


Только что приведенные фор- 
мулы из теории кругов с аналити- 
ческой точки зрения естественно’ 
фраспадаются на две группы. 

Именно, мы можем различать: 

1. Элементарные формулы, ра- 
циональные относительно а, 68, С 

2. Высшие формулы, рациональные относительно а, В, С, г (в кото- 
рых г входит в нечетной степени) 1). - 

’ В соответствии с этим различают „низшую“ теорию кругов, в кото- 
рую всегда входят только а, В, С, и „высшую“, в которой наряду 
с а, В, С имеется еще и г. 

Мы приведем примеры для обеих частей теории кругов, причем 
начнем с первой, низшей, части теории кругов. 

В этой части выдающуюся роль играет хордаль (по терминологии 
Плюкера) или радикальная ось (по терминологии Гольтье) (ее так же 
иногда называют линией равных степеней) двух окружностей. Она 
является геометрическим местом точек, имеющих равные степени отно- 
сительно двух окружностей; следовательно ее можно представить урав- 
нением 5$ — 5” =0. Развертывая, мы получим: 


еде СС’, 


откуда ясно, что дело идет о прямой линии. С другой стороны, ради- 
кальнгя ось обязательно должна пройти ‘через точки пересечения 
двух окружностей, так как эти точки имеют одинаковую степень 
относительно этих окружностей, именно, степень, равную нулю. Следо- 
вательно, радикальную ось двух окружностей можно определить так же 
как линию, соединяющую их точки пересечения. Но это кажущееся 


Черт. 13. 


1) В 5$ 25 и 26 мы поговорим о том, как избежать затруднений, возни- 
кающих из-за двойного знака у г, с помощью введения „направленных“ или 


„ориентированных“ ‘кругов. 
) 
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Дд&$ФО— 


более простым определение теряет свое непосредственное значение. 


если точки пересечения мнимы. 


Основная теорема леории радикальных осей следующая: радикаль- 


ные оси, построенные к трем окружностям, взятым попарно, пере- 
секаются в одной точке, которая называется ;радикальным центром“ 
(„степенной точкой“). 


Мы дадим следующее простое аналитическое локазательство этой 
теоремы. 


Пусть даны уравнения трех окружностей: 
0 0 о 
тогда уравнения двух радикальных осей будут: 
а 
Но там, где имеют место ‘оба эти уравнения, т. е. в точке пересечения 


обеих радикальных осей, должно иметь место также и уравнение 


5’ =5"; оно как раз и является уравне- 
нием третьей радикальной оси, из чего 
непосредственно заключаем -справедли- 
вость нашей теоремы. Здесь отчетливо. 
видно, как прост этот метод сокращен- 
ных обозначений. 

Из нашей основной теоремы теперь 
можно вывести различные прекрасные 
следствия, например, произвести построе- 
ние радикальной оси двух окружностей 
(черт. 14) с мнимыми точками пересече- 
ф ния. Именно, в этом случае просто’ про- 

Черт. 14. водят две окружности, пересекающиеся 

с данными окружностями в действитель- 

ных точках; затем проводят хорды, которые являются общими каж- 
дой из двух вспомогательных окружностей и данной окружностью. 


’Две точки пересечения первой и второй пары хорд являются точками, 


через которые должна пройти искомая радикальная ось. 

Элементарная теорема о том, что три перпендикуляра, восставлен- 
ные к серединам сторон треугольника, пересекаются в одной точке, 
также является частным случаем ‚нашей теоремы. Именно, если мы 
проведем нуль-окружность или окружность с радиусом, равным нулю. 
(геометрически —окружность, стянувшаяся в точку), то легко видеть, 
что радикальной осью двух таких окружностей является перпендикуляр, 
восставленный из середины отрезка, соединяющего обе взятые точки; 
вследствие этого становится ясным отношение приведенной теоремы 
к основной теореме теории кругов. 

Мы должны теперь познакомиться с важным понятием теории 
кругов, именно с понятием пучка окружностей, которое мы получаем 
следующим образом: 

Если 5’ =0 и 5" =0 являются уравнениями двух окружностей, 
то мы образуем еще уравнение 


5' —р5"” =0. 
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Записывая подробнее, получаем: 


1 —Р (2 -- У) —2 (а — ра") х— 2 (В' — 8") у-Н С’ — С’ =0, 
откуда видим, что при каждом значении р == 1 это уравнение пред-. 
ставляет окружность, координатами которой будут: 

а — ра” — и — 37 ре С'— об” 
ЕН РН и. 

Систему всех, таким образом полученных, окружностей называют: 
пучком окружностей. Из уравнения пучка непосредственно следует, 
что все окружности проходят через две точки пересечения исходных 
окружностей и что они вследствие этого имеют одну и ту же ради- 


— 


кальную ось 5’ — 5” =0, которая сама является окружностью пучка... 


Игнорируя предельные случаи, мо- 
жно пучок окружностей определить 
так: под пучком окружностей по- 
нимают систему всех окружно- 
стей, проходящих через две общие 
действительные или`мнимые (соб- 
ственные) точки. 

После того, как мы таким обра- 
зом определили пучок окружностей, 
докажем следующую важную тео- 
рему из теории пучка: 

Если какая-нибудь ‘окружность 
пересекает ортогонально две ок- 
ружности 5’ и 5”, то она также 
будет ортогонально пересекать 
все окружности пучка 5’ —р5". 

Доказательство очень простое: если окружность 5 пересекает орто- 
гонально обе окружности 5’ и 5", то должны выполняться два условия: 


СС’ — 2’ — 288’ =0, 

С-Е С" — 24" — 288” = 0. 
Из этих двух уравнений, если второе умножить на р и вычесть из: 
первого, после деления на (1—р) следует: 


С--С— 20а — 288 =0. 

Но последнее ‚уравнение выражает как раз условие того, что- 
окружность $ пересекает ортогонально окружность 5’ —р5" =5. 
Сущность всего этого доказательства заключается, очевидно, в том, что. 
Условие ортогональности является линейным относительно постоянных. 
окружности: центр такой ортогональной окружности. лежит в какой- 
нибудь точке радикальной оси. 

На основании этого мы можем построить целое семейство окруж- 


Черт. 15. 


ностей, ортогональное данному пучку. Это новое семейство окружно-` 


стей образует опять пучок окружностей в изложенном выше смысле, 

что мы теперь и докажем. Относительно этого мы имеем теорему: 
Для каждого пучка окружностей всегда существует другой 

пучок ортогональных ему окружностей (черт. 15). Один из этих 
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ЕВЕ ЕВ еее 


пучков имеет действительные основные точки, другой — мнимые. 
{В качестве предельного случая получаем два пучка_ касающихся 
окружностей.) . 

Для доказательства этой теоремы мы прежде всего спросим себя, 
имеются ли в первом пучке нуль-окружности, т. е. окружности с ради- 
усом, равным нулю. Общее условие того, что какая-нибудь окружность 
является нуль-окружностью, будет очевидно: 


2—0 или 4- В —С=0. 


"Следовательно, если окружность 5’ — 5” =0 является пуль-окруж- 


ностью, то необходимо: 
(а — ра")? (8' — В")? — (С’-—вС") а —р)=0. 


Это — квадратное уравнение относительно р; следовательно, в нашей 
системе всегда имеется две действительные или мнимые нуль-окруж- 


ности. Окружности ортогональной системы должны быть так же орто- ` 


гональны к обеим этим нуль-окружностям; спросим теперь себя: каков 
геометрический смысл этого? 
Для того чтобы дв окружности $ и $’ пересекались ортогонально, 
должно быть: 
С-+- С’ — аа’ — 288’ =0. 


Если 5” является ль окружностью, то С’==а/?-|- В”?. Подставив это, 


получим: 
а’? В”? — аа’ — 288" С=0. 


Это означает не что иное, как то, что точка, изображающая нуль- 
окружность, лежит „на“ ортогональной окружности. Так как теперь 
в каждом отдельном пучке находится две нуль-окружности, то все 
окружности ортогональной системы должны проходить через обе эти 
фиксированные точки; следовательно, ортогональная система имеет 
также характерное свойство пучка окружностей. 

Этим доказана первая часть нашей теоремы; вторая часть будет 
‘непосредственно ясна, если начертить два таких пучка окружностей. 

На этом мы оставим наши рассмотрения и заметим только, что 
целый ряд известных теорий — учение о центрах подобия, об общих 
касательных двух окружностей, задача Аполлония и т. д. — принадлежит 
ранее упомянутой „высшей“ части теории кругов; действительно, 
в соответствующих формулах встречаются радиусы рассматриваемых 
окружностей, как таковые. 


5 10. Преобразования посредством обратных радиусов (инверсия). 


Продолжая наши элементарные рассмотрения окружностей, мы 
перейдем теперь к теории „взаимных полюсов“, которые мы -опреде- 
лим следующим образом (черт. 16): ` 

Две точки Чи, 1’ называются взаимными относительно 
некоторой окружности, если они, будучи рассмотрены как окруж- 
ности.с радиусом, равным нулю, принадлежат тому же пучку, как 
+ основная окружность. м 
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Если 
хе уз — О 


— уравнение основной окружности и 
(О-о =0, 
О мо 


—уравнения обоих полюсов, рассматриваемых как окружности с радиу- 
сами, равными нулю, то мы в качестве условия взаимности точек 6, 1 
и Е, 1’ находим: 


$ 5 / о И] 
в ==. 
ат “РТ 
Что это условие справедливо, ясно из м 
следующего небольшого вычисления. м 
Если мы подставим эти значения и ` 


1” в уравнение окружности нулевого ра- ^ 1 
диуса &, м”, то получим: | 


«ео оечю—фпр=0 кий 
или, после деления на --\?: м 


ру) — 26—20. 


Последнее уравнение должно быть линейной комбинацией двух первых 
уравнений окружностей, если справедливо вышеизложенное условие. 
Но этого очень легко добиться, ‚ потому что его можно представить 
в следующей форме: 


еее жму =0. 


Из нашей изложенной ранее теории пучка окружностей можно 
теперь вывести следующее предложение: 

Каждая окружность, проходящая через два взаимных полюса, 
пересекает основную окружность ортогонально (черт. 16). Именно, 
так как окружность проходит через оба взаимных полюса, то она 
пересекает их, если рассматривать их как окружности нулевого 
радиуса, ортогонально. Следовательно, она пересекает ортогонально 
две окружности пучка, к которому принадлежат взаимные полюсы 
в качестве основных точек; поэтому она ортогональна всем окружно- 
стям этого пучка, следовательно также. и основной окружности. 

К окружностям, проходящим через взаимные полюсы, принадлежит, 
разумеется, также и соединяющая их прямая, которая вследствие только 
что сформулированной теоремы должна проходить через центр основ- 
ной окружности. Между отрезками этой прямой, ограниченными 
с одной стороны центром основной окружности, с другой — взаимными 
полюсами, устанавливается простое соотношение, а именно, их 
произведение постоянно и равно г: 


ее -- = 


Зак. 799. — Клейн. 4 
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Справедливость этого уравнения непосредственно следует из фор- 
мул, устанавливающих соотношение между Ё пи #,, т’. На нем 
основывается часто употребляемое выражение: наши взаимные полюсы 
ставятся друг другу в соответствие по „принципу обратных ра- 
диусов“. 

Элементарные рассмотрения теории кругов получили особенное 
развитие с тех пор, как стали рассматривать это соответствие в каче- 
стве преобразования, и с тех пор, как произвели исследование того, 
как движется один из двух взаимных полюсов, если другой заставить 
пробегать наперед заданную кривую. Такое рассмотрение было впер- 
вые применено Плюкером в Креллевском журнале, т. 11, 1831, чему 
затем последовали другие геометры. Все же эти рассмотрения только 
позднее, в 1845 г., впервые обратили на себя всеобщее внимание, 
когда Вильям Томсон (лорд Кельвин) указал в 10 томе журнала, 
Лиувилля на важность этого преобразования для теории потенциала. 

Мы познакомимся теперь с некоторыми важными свойствами этого 
„сродства“ (преобразования). 

1. Напомним, прежде всего, что это преобразование называется 
так же „инволюционным“, что означает ни больше, ни меньше как 
то, что оно является взаимным. Именно, с помощью этого отображе- 
ния каждой точке плоскости соответствует некоторая другая точка, 
которой посредством этого отображения соответствует опять первая 
точка. При этом внутренние точки основного круга соответствуют 
внешним его точкам. Поэтому говорят даже о зеркальном отображе- 
нии относительно основного круга. 

Только центру основного круга не соответствует никакой точки. 
Если мы заставим некоторую точку непрерывно перемещаться к центру 
круга, то ее образ будет непрерывно отходить все дальше и дальше 
от круга и наконец уйдет в бесконечность; притом в направлении, 
противоположном тому направлению, в котором взаимная точка при- 
ближается к центру основного круга. ‘Сам’ центр круга является 
образом бесконечно удаленного. Отсюда возникает выражение, ито 
плоскость имеет только одну бесконечно удаленную (или несобствен- 
ную) точку. Но этим высказыванием ничего не утверждается относи- 
тельно природы бесконечно удаленного: оно является только кратким 
выражением того, что бесконечно удаленное при инверсии ведет себя. 
так, как если бы это была одна единственная точка. Благодаря этому: 
обороту речи преобразование посредством обратных радиусов можно, 
рассматривать как всюду без исключения взаимно однозначное. Точно 
такой же смысл сокращенного оборота речи имеет для проективной 
геометрии фраза: бесконечно удаленные точки плоскости образуют 
(бесконечно удаленную) прямую линию. Последняя имеет в качестве: 
образа прямую линию, если преобразовывать ее с помощью центральной 
проекции. 

2. Второе важное свойство нашего преобразования заключается 
в том, что окружность при этом преобразовании переходит опять. 
в некоторую окружность; поэтому оно называется также „сродством 
окружностей“. В справедливости этого утверждения можно убедиться. 
простым вычислением. ^ 
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М— 


Если 9, В, С — постоянные первоначальной окружности, то постоян- 
ные преобразованной окружности, как легко видеть, будут иметь 
следующие значения: | 

. 72а 
9 —— 8” х 


С 3 


7?В 
2) * 8 


где г означает радиус круга инверсии, а Си С” являются степенями, 
которые центр инверсии имеет относительно обеих рассматриваемых 


окружностей. Между радиусами соответствующих окружностей имеет 
место соотношение: 


3. Если окружность проходит через центр основной окружности, 
то она преобразуется в прямую линию, так как тогда третья постоян- 
ная, следовательно так же и радиус преобразованной окружности 
обращаются в бесконечность. Таким образом прямую линию можно 
считать за некоторую окружность, содержащую несобственную точку; 
тем самым опять подтверждается, что мы имеем право говорить 
в нашей области о единственной несобственной точке. 

4. Степень $ какой-нибуль точки относительно некоторой окруж- 
ности связана со степенью 5’ преобразованной точки относительно 
преобразованной окружности посредством следующей формулы: 


А 
ао 


в чем можно убедиться с помощью соответствующего вычисления, 


как и в пункте 2. Это соотношение можно записать иначе 
/ 2 
мае 
р В 
откуда вытекает следующее предложение: 

Величина 5:р приобретает при инверсии некоторый множитель, 
имеющий одно и то же значение для всех окружностей плоскости. 
Двойной знак в нашей формуле необходим, так как может случиться, 

/ 
что би 5’ будут иметь различные знаки (ри р’ мы понимаем всегда 
в обычном смысле —как положительные). Для самого основного 


круга, который при преобразовании переходит сам в себя, имеет 
место соотношение: 


о 


бе Е] 
О вт 5. 


№ В этом случае всегда должен стоять знак минус, так как 5$ для внешних 
точек является положительным, для внутренных отрицательным. Попутно 
обращаем внимание на то, что уравнение окружности, имеющее гей- 
ствительные коэфициенты, может (иногда) представлять круг с чисто 
мнимым ралиусом, т. е., как мы будем говорить, „нулевой“ круг. 
Несмотря на это, соответствующее преобразование посредством обрат- 
ных радиусов даже и в этом случае остается действительным. Так, 


4% 
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например, для окружности х?- у? = —1 формулами преобразования 
будут: 


АЕ Ы 
а’, 


и =— 


ё 
а. | 


откуда ясно, что это преобразование отличается от преобразования, 
осуществляемого посредством окружности х°-- у? ==1, только тем, 
что координаты соответствующих точек имеют обратные знаки.. Поэтому 
м предложение: 
ее Нулевой р также дает действительное преобразование по 
ством обратных радиусов; разница только в том, что образы дан- 
ных точек будут повернуты на угол т вокруг центра Ре 
сравнительно с положением, определяемым преобразованием посред- 
йствительного круга. 
о отметим т. одно свойство нашего преобразования, 
именно свойство сохранения углов, вследствие чего это преобразова- 
ние называют также конформным (или сохраняющим углы). Как раз 
в этом и заключается важность нашего преобразования для теории 
функций. Чтобы доказать это свойство, мы не обязаны рассматривать 
произвольные кривые, а можем ограничиться только окружностями, 
так как в точках пересечения произвольные кривые пересекаются, 
под теми же самыми углами, как и касающиеся их в этих точках 
ости. 
ты а, В, Сич», В», С, — постоянные двух окружностей, р, > — 
их радиусы, то косинус угла, под которым пересекаются эти окруж- 
ности, по 6 9 (3) будет иметь следующее значение: 


аа» —- 28188 — С1 — С 


Е 2695 


Если ‹мы подставим в эту формулу выражения 
наших постоянных через постоянные преобразо- 
ванных окружностей (см. 2), то после упроще- 
ний получим: 


дала -- 281 — С: — С 
ИИА Х, 
2916 


) 


с0$ Ф = 


Черт. 17. 


что и требовалось доказать. 


Мы перейдем теперь к тому, чтобы дать некоторые применения 
Прежде всего, с помощью этой теории 
возможно каждую окружность преобразовать в прямую линию и о 
годаря этому очень часто достигаются упрощения. Для этой о 
следует только центр инверсии взять на самой окружности (черт. ый: 
При этом взаимные полюсы переходят в точки, симметрично ра 


теории вза имных полюсов. 


ложенные относительно прямой. ‹ 


Этим правилом особенно удобно пользоваться в случае м 
окружностей, проходящих через одну точку, причем, р и 
точку надо взять за центр инверсии. Так, например, из этого м о 
непосредственно следует, что треугольник, ограниченный тремя дугами, 
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проходящими через одну точку трех окружностей, имеет сумму углок 
равную т. На чертеже 18 такой треугольник заштрихован. 

Мы теперь укажем на другое применение, . имеющее . большое 
практическое значение, именно: „прямило“ Поселье (РеаисеШег), опу- 
бликованное в форме -задачи в „МоцуеПез Аппа!ез Че ша ётаНаиез“ 
в 1864 г. В практической механике проще всего осуществляется кру- 
говое движение; но так как очень часто 
бывает необходимо так же и прямоли- 
нейное движение, то в кинематике меха- 
низмов возникает важная „задача выпрям-. 
ления движения“, т. е. задача превращения 
кругового движения в прямолинейное. На 
практике часто довольствуются приближен- 
ным выпрямлением движения, например, 
в параллелограме Уатта конец поршне- 
вого штока двигается взад и вперед по 
растянутому куску некоторой 8-образной - 
кривой. В противоположность этому Поселье впервые дал способ точ- 
ного выпрямления движения. 

Главная ‘составная часть его` прибора для осуществления прямо- 
линейного движения называется „инверсором“, потому что она про- 
стейшим образом осуществляет преобразование инверсии. Инверсор со- 
стоит из двух стержней одинаковой длины, которые скреплены 
друг с другом в точке О (черт. 19); между ними находится ромби- 
ческая система стержней. Во всех местах скрепления стержней нахо- 
дятся шарниры, так что вся система подвижна. Если теперь закрепить 
точку О и произвольно двигать одну из вершин ромба Р, то другая 
вершина Р” будет всегда занимать положение, инверсное к Р. Именно, 
если воспользуемся данными на чертеже 
обозначениями, то получим: 


Черт. 18. 


‹ 


азто = 5шф, 
и отсюда 
а? зп? о — 6? $129 =0. 
Далее _ 
ОР =ас05%—0с05% 
ОР’ = асоз®--0с05ф 
ОР: ОР’ = а? с05 © — 6? с05% $° 
Если сложим с предыдущим уравнением, 
то получим 
ОР ОР’ = а? — 65°. 


Черт. 19. 


1 


Следовательно, наш инверсор осуществляет преобразование посред- 
ством ‘взаимных радиусов относительно круга, описанного из точки О 
радиусом ИУ а?— 65°. 

Теперь уже легко получить прямолинейное движение, так как для 
этого надо только позаботиться, чтобы точка Р описала окружность, 
проходящую через точку О; тогда, Р’ опишет прямую линию. ‘Чтобы 
этого достигнуть, берут еще седьмой стержень, один конец. которого 


7 


( 


< ` 
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закрепляют в точке Р, а другой в середине отрезка ОР. С помощью 
такого приспособления точка Р будет, очевидно, двигаться по окруж- 
ности, проходящей через точку О. Чтобы не получилось неверного 
представления об этом приборе, мы отметим еще, что прибор рабо- 
тает таким образом, что точка Р двигается взад и вперед только 
по некоторой дуге окружности, а точка Р’—по соответствующему 
отрезку прямой. 

Кроме прибора Поселье имеются еще другие приборы, разрешаю- 
щие ту же задачу, о чем можно прочесть у Кемпе в книге „Как про- 
вести прямую линию“ (Кешре, Но\ {0 гам а знаю Ипе, Гопаоп, 
МасшШап 1877)!). 

Теперь, после этого введения, мы перейдем к так называемым 
пентасферическим координатам, которые получили свое название по 
тому, что в основе координагоопределения лежат пять шаров. Соот- 


ветствующие круговые координаты на плоскости называются „тетра- 
циклическими“. 


$ 11. Пентасферические координаты. 


Мы заметим предварительно, что все, что мы до сих пор говорили 
относительно кругов, аналогичным же образом имеет место й относи- 
тельно шаров. Чтобы определить наши координаты, мы положим 
в основу пять шаров. Тогда, если $; (1=1, 2, 3, 4, 5) будут пятью 
степенями точки относительно положенных в основу шаров, то пента- 
сферические координаты, или вернее их отношения (только, о них и 
идет речь), выразятся уравнениями: 


сд; =А5 (=: 9 


где А; обозначают произвольные постоянные, а < — коэфициент пропор- 
циональности (№, = 0, «= 0). 

` Итак, пентасферические координаты являются однородными и в силу 
того, что их пять, т. е. больше необходимого числа координат, они 
оказываются связанными некоторым однородным условием 9 — 0, ко- 
торое мы найдем позднее. Если мы подробнее напишем выражения $; 
то получим уравнения следующего вида: 


ож; == а; (х° | у? 2) Ни чу-Нае-е,. 


Теперь мы предположим, что определитель | абсае | отличен от нуля 
и что, следовательно, между уравнениями пяти шаров не существует 
никакой линейной зависимости. Сделав такое предположение, мы можем 
разрешить эти пять уравнений, рассматривая в качестве неизвестных 
в, (х°-- у?-|- 2?), х, у, 2. В результате мы получим: 


1) Более новой работой об этом предмете является книга С. Неззеп- 
Бега, Сеепкшеспап!зтеп 2иг Кге!зуегуап свай, М/агНетЪего1зсНе Сезе!- 
зснаН, 1924. Гессенберг родился в 1874 г. в Франкфурте на Майне и умер 
в 1925 г. профессором технической школы в Шарлоттенбурге. О шарнирных 
системах см. С. Кб! оз, Гесопз ае Сшётанаие, Рацз 1897; Кар. 11. 
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где числитель и знаменатель являются однородными линейными функ- 
циями х,;. Одновременно из этих решений получается упомянутое со- 
отношение ® —= 0 в виде: 


д 2-2 — №2, =0. 


Итак, пентасферические координаты связаны некоторым одно- 
родным уравнением второй степени. 

Теперь мы можем везде вместо обычных координат ввести пента- 
сферические координаты; например, уравнение сферы 


А (| 2) Вх Су ре--Е=0 
в пентасферических координатах будет: 
А2-- В. С.Б, ЕМ= 0. 


Таким образом каждая сфера представляется линейным уравнением 
между пентасферическими координатами; обратно, каждое линейное 
уравнение между пентасферическими координатами представляет сферу, 
причем точка и плоскости рассматриваются как частные случаи, именно 
как сферы с радиусами 0 и со. 

Очень часто в основу пентасферической системы координат кладут 
пять попарно ортогональных сфер. Поэтому мы должны раз навсегда 
выяснить, как такие пять ортогональных сфер, которые мы предпола- 
гаем все действительными (т. е. предполагаем, что их уравнения имеют 
действительные коэфициенты), располагаются в пространстве, сколько 
из них будут иметь действительные радиусы, сколько — чисто мнимые 
радиусы. В связи с этим мы установим следующее предложение: 

Из пяти действительных ортогональных сфер всегда одна необхо- 
димо является нулевой сферой, а четыре остальных — сферами 
с действительными радиусами. 

Доказательство этого предложения расчленяется следующим об- 
разом. Прежде всего легко доказать, что вообще никогда две различ- 
ные действительные нулевые сферы!) не могут быть друг к другу 
ортозгональны. Потому что, если а, В, 1, р и соответственно а’, 8’, 
1’, р’ являются координатами центров и радиусами двух сфер, то 
в качестве условия их ортогональности имеет место соотношение: 


(а—® (В ВЕа-тр-р*. 

Но для двух нулевых сфер правая часть этого уравнения будет отри- 
цательна, в то время как левая часть остается всегда положительной, 
что несовместимо. Следовательно, мы заключаем, что среди пяти на- 
щих ортогональных сфер по крайней мере четыре должны иметь дейст- 
зительные радиусы. 

Остается показать, что с другой стороны пятая сфера необходимо 
является нулевой. Для этой цели представим себе плоскость, прохо- 
дящую через центры трех сфер с действительными радиусами; она 


1) Т.е. сферы с действительными коэфициентами и мнимыми радиусами. 
Прим. ред. , 
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пересекает эти сферы по трем попарно ортогональным большим кру- 
гам. Из чертежа 20 видно, что три соответствующие сферы пересе- 
каются в двух действительных точках. Одну из этих точек мы возьмем 
за центр инверсии и произведем преобразование посредством обрат- 
ных радиусов; в силу этого преобразования три сферы перейдут в три 
попарно перпендикулярные плоскости, которые мы положим в основу 
координатной системы х, у, 2. Следовательно, уравнения этих плоско- 
стей будут просто: х=0; у==0; ===0. Что же представляют собой 
теперь, после преобразования, две остальные сферы нашей системы. 
Центры четвертой и пятой ортогональных сфер должны непременнс 
лежать в начале координат, вследствие чего их уравнения будут: 


аи о, 
аа, 

Ести теперь обе последние сферы 
так же взаимно ортогональны, То из 
общего условия ортогональности мы 
получаем: 

0 —= аа”. 
В качестве 4? мы можем взять любое 


положительное число. Поэтому урав- 
нением пятой сферы будет: 


у 22 = — а, 
которое действительно представляет 
нулевую сферу. Но из этой специаль- 
ной системы пяти ортогональных сфер посредством. инверсии 
можно вновь получить самую общую систему, для которой поэтому 
наше утверждение можно считать доказанным; именно, из пяти сфер 
с действительными коэфициентами всегда одна и только одна является 
нулевой. : 

Относительно таких пяти сфер мы определим теперь пентасфери- 
ческие координаты следующим образом (р; радиусы): 


р 


Черт. 20. 


Е 
сх; т 

Тогда перед нами прежде всего возникает вопрос о тождестве 
© —0 между пятью координатами х;. Чтобы его найти, мы вернемся 
опять к нашей специальной форме пяти ортогональных сфер, которые 
мы получим посредством инверсии, и выясним, что следует понимать 
под выражением 5:р, если одна из сфер вырождается в плоскость. 
Мы узнаем это посредством перехода к пределу. Возьмем, ‘например, 
вместо у, г-плоскости сферу с конечным радиусом, касающуюся 
у, =-плоскости в начале координат, с центром, лежащим вследствие 
этого на оси х, скажем на положительной ее части; образуем для нее 
выражения 5; :р; и заставим радиус неограниченно возрастать. Урав- 
нением сферы является уравнение: 


ЖЕ у 22 — 20х=0, 
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а выражение $: р, следовательно, будет: 


т 2 


Тогда для И р == со получаем: 
т = —2х 


как степень точки относительно у, 2-плоскости. Подобным же’ об- 
разом в качестве предельного значения мы могли бы получить -|- 2%; 
именно, в том случае, когда центр вспомогательной сферы берется на 
отрицательной части оси х и по ней неограниченно удаляется в беско- 
нечность. Итак, можно сказать: если одна из ортогональных сфер 
становится плоскостью, то величина $: р переходит в двойное рас- 
стояние точки пространства от плоскости, взятое с произвольным 
знаком. 

Поэтому в нашей специальной системе ортогональных сфер мы 
следующим образом введем пентасферические координаты: 


сх: = Еж, 


ОХ == == 2, 


ох; === 22 
жур 22 — а? 
а Нал 
ое а У 
5 ау. 
=а 


Теперь из этих формул легко получить результат: 
2 2 2 2 2 
жж в Е а Е хь = 0. 


Пентасферические координаты, введенные нами для простейшего 
случая, удовлетворяют тому условию, что сумма их квадратов рав- 
на нулю. : 

Каково же будет это тождество для общей системы пяти ортого- 
нальных сфер. Относительно общей системы мы так же полагаем 
пентасферические координаты пропорциональными 5; :р,. Но при рас- 


смотрении преобразования посредством обратных радиусов мы видели, 
что 


7 Ы 


2 Хо 


где М обозначает множитель пропорциональности, Таким образом по- 
лучается простое отношение: 


ее Г д у . . . -. 
а в на нс. 


58 ОБЩЕЕ ПОНЯТИЕ КООРДИНАТ 


Отсюда немедленно следует предложение о том, что найдев- 
‚ное тождество 


5 
У 0 
1 


-от случая нашей специальной ортогональной системы пяти сфер 
переносится без изменения на самую общую ортогональную систему 
пяти сфер. 

Резюмируем вкратце: в нашей системе координат пяти ортого- 
нальных сфер имеют место два следующих соотношения. для коорди- 
нат: 


$ 
а Е (1) 


ыы 


г. —= 0. (2) 


$ 12. Применения пентасферических координат. 


Применение введенных выше пентасферических координат оказы- 
вается весьма целесообразным в большинстве исследований, относя- 
щихся к сферам. 

Сейчас мы вкратце остановимся на формулах, относящихся 
к некоторым основным задачам; их можно легко доказать, если 
вернуться к рассмотренной выше специальной системе координат 
ц затем показать, что полученные формулы остаются справедли- 
выми и после выполнения произвольной инверсии. 

1. Уравнение произвольной сферы имеет вид: 


5 
я “у.Хл; = 0, 
1 


следовательно является линейным в координатах. Обратно, всякое по- 
добное уравнение представляет сферу; разумеется, все а, не должны 
одновременно обращаться в нуль. 

2. Если дана еще вторая сфера 


5 
7 ео 
Хх, =0, 
1 
то формула 
ы 5 
/ — 
Хх а,4,=0 


дает условие ортогонального пересечения обеих сфер. 
3. Сфера вырождается в точку (в сферу с радиусом, равным нулю), 


если 
№ а == 0. 
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Тогда величины , являются как раз пентасферическими координатами 
этой точки. 


4. Пусть заданы сфера 


Ул, —=0 
и некоторая произвольная точка х,. Координаты х, взаимного с х, 
полюса определяются тогда посредством уравнений: 


5 5 
т: ВЫ 
=; Уз 4, 24, У ,х,. 
1 1 


5. Какой же вид примут в частности последние уравнения, если 
требуется определить взаимный с точкой х; полюс относительно сферы 
координатной системы. Для этого мы должны в этой формуле просто 
положить одно из а, равным единице, а остальные равными нулю. По- 
люс точки относительно сферы координатной системы получается 
переменой знака у соответствующего х на обратный. 

6. Дальнейшие формулы основываются на введении несобственной 
точки, котерей приписывают координаты 1:р;, причем 


1 \2 
Жо 
Ре 
Отсюда вытекает: 
7. Сфера является плоскостью, если 


Че 


2% 
т. е. если она содержит несобственную точку. 
8. Радиус произвольной сферы », ,х,==0 определяется по фор- 


муле 
ое 
о 
Рк . 

На основании предложений 3 и 7 правая часть будет равняться 0 
или со в зависимости от того, имеем ли мы дело со сферой нулевого 
радиуса или же с плоскостью. 

Сделаем опять некоторые исторические замечания. Пентасфериче- 
ские координаты были введены в математику главным образом Дарбу 
в 1873 г. в его работе: „Об одном замечательном классе алгебраиче- 
ских кривых и ‘поверхностей. ..“ (Зиг ипе с1аззе гетагаиае 4е сошгЬез 
еЁ 4е зи{асез а1е6еЬаиез...). Но его исследования восходят все же 
к 1869—70 г., когда Клейн и Ли имели тесный контакт с Дарбу. 
В связи с этим Клейн и Ли в исследованиях, относящихся к этому 
времени (как, например, в Ма. Аппаеп, т. 5), также нередко поль- 


зуются по существу пентасферическими координатами. 


Дарбу (родился в 1842 г. в Ниме) был с 1878 г. профессором” 
высшей геометрии в Сорбонне в Париже. Эта кафедра была в свое 
время (в 1846 г.) основана для Шаля, после смерти которого (в 1880 г.) 


. 60 ОБЩЕЕ ПОНЯТИЕ КООРДИНАТ 


она перешла к Дарбу. Выдающейся чертой преподавания Дарбу явля-- 


лась чрезвычайная многосторонность, с которой он рассматривал все 
части геометрии. Показателем этого может служить его часто упоми- 
наемая книга: „Общая теория поверхностей“, а затем работы его 
многочисленных учеников, как, например, Кенигса, Гишара, Коссера и 
Демулена. Дарбу умер в 1917 г.!). 

В его вышеупомянутой работе от 1873 г. рассматриваются главным 
образом: 1. циклические кривые; 2. циклиды. } 


Мы будем говорить только о последних — ведь циклические кривые: 


являются просто аналогом циклид на плоскости и соответственно этому 


их лучше всего рассматривать в тетрациклических координатах. Цик-- 


лиды вообще определяются посредством уравнения второй степени 


между пентасферическими координатами. Но мы знаем, что пентасфе-: 


рические координаты определяются как линейные формы следующих 
величин: ь 
УЕ =, д, у, 2, 1. 


Следовательно, циклиды можно рассматривать как такие поверхности,. 


которые изображаются уравнением второй степени между этими вели- 
чинами; в соответствии с этим общая форма их уравнения в обычных 
координатах будет иметь вид: 


А-а веру)... 
-- Вх Еху--... Е М=0. 


Отсюда`мы видим, что циклиды являются, вообще говоря, поверх-- 


ностями четвертого порядка. В частном случае, когда коэфициент А 
равен нулю, мы имеем дело с поверхностью третьего порядка; но так 
как еще и коэфициенты при членах третьего‘ порядка могут обра- 
щаться в нуль, то все поверхности второго порядка также принадле- 
жат к циклидам в качестве весьма специального случая. Помимо 'урав- 
нения второй степени Рь(Х1, Хо, Хх» Хх» Х) ==0, определяющего цик- 
лиду в пентасферических координатах, имеется еще (так же квадратичное), 
тождество © (х/,...,Х5)==0, всегда связывающее эти координаты. Те- 
перь возникает задача о приведении. этих уравнений к нормальной 
форме посредством надлежащего перехода к новым переменным с по- 
мощью линейной подстановки, — задача, возникающая каждый раз, 
когда имеются два квадратичных уравнения между одними и теми же 
переменными, имеющимися в произвольном количестве. В качестве по- 
добной нормальной формы мы возьмем; 


И - 
а В и. 


Ху Ну Р-Р Е уь =0. 


Необходимо оговорить, что соответствующее этой нормальной форме 
преобразование возможно только ’,вообще говоря“; о том, как дело 


1) Биографические данные см. в некрологах Гильберта 'и Эйзенхарта, 
Ас#а МаешаНса, том 42 (1920) и Фосса в ]ангрисв ег ВауйзсНеп’ Акадепие, 
1917. 
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‘будет обстоять в специальных случаях, мы скажем позднее на стр. 374 
и следующих. Система пентасферических координат, лежащая в основе 
„канонической“ формы обоих уравнений, как раз и является ‘такой 
‘системой пяти ортогональных сфер, свойства которой`мы только что 
изучали. 

Это преобразование к канонической форме позволязт нам удобным 
образом исследовать свойства отдельных циклид; в частности это по- 
‚‘буждает нас ближе рассмотреть следующую систему: поверхностей: 


Это уравнение кажется на первый взгляд совершенно сходным с рас- 
‘смотренным выше уравнением конфокальных поверхностей второй сте- 
пени; в соответствии с этим мы будем называть семейство поверхно- 
стей, заданное посредством последнего уравнения при переменном Л 
„конфокальными“ циклидами. Ближайшим вопросом является вопрос 
о том, как много этих поверхностей проходит через заданную точку у 
пространства. Если развернуть это уравнение, освободившись от зна- 
менателя, то получится многочлен относительно ^Х, начинающийся 
с члена 


Уз (аа — №) (3 — №) (ы— №) (ж—»). 


Таким образом с первого взгляда кажется, что получается уравнение 
четвертой степени относительно ^. Но оказывается, что коэфициент 


при ^* равняется как раз У НУ - т Ну и исчезает в силу усло- 
вия @ —=0, так что фактически мы получаем для Х уравнение : только 
третьей степени. Отсюда вытекает предложение: система конфокаль- 
ных циклид обладает тем свойством, что через каждую точку про- 
странства проходит в точности три поверхности, аналогично тому, 
как мы это видели в случае конфокальной системы Е, поверхностей 
второй степени. 

На основании канонической формы, к которой мы, вообще говоря, 
привели уравнение циклид, мы можем теперь доказать с помощью 
установленных для пентасферических координат формул, что конфо-. 
кальные циклиды взаимно ортогональны. Семейство конфокальных 
циклид является новой тройной ортогональной системой в про- 
странстве, в которой как частный случай содержится система 
конфокальных поверхностей второй степени Е. 

Эта новая ортогональная система была введена в 1864 г. одновре- 
менно Мутаром и Дарбу (см. Сотшрез геп4из этого года). 

Что касается дальнейшей литературы по этому. предмету, то мы 
ограничимся указанием на лекции Клейна, прочитанные в зимнем се- 
местре в 1889/90 г. о функциях Ламэ, а также на премированную 
работу Бохера, Геттинген 1891 г. Там, наряду с точными ссылками, 
имеется вся теория конфокальных циклид со всеми специальными слу-_ 


` чаями. р 
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$ 13. Циклиды Дюпена. 


Среди общих циклид, которые мы до сих пор рассматривали, осо- 
бое место занимают так называемые циклиды Дюпена, к которым и 
относятся модели, появившиеся в Бриллевском издательстве (Дарм- 
штадт). Об их общем определении мы будем говорить в ближайшем 
будущем; сначала постараемся составить себе ясное представление об 
их виде. Следует различать циклиды Дюпена с двумя действительными 
Узловыми точками и циклиды Дюпена без действительных узловых 
точек. 

1. Циклиды Допена с двумя действительными узловыми точками. 

О них легко можно получить наглядное представление, если вооб- 
разить их возникающими путем инверсии из обычного круглого ко- 
нуса. В частности, действительные узловые точки получаются в силу 
инверсии из вершины круглого конуса (двойного конуса) и из несоб- 
ственной точки пространства. В зависимости от того, будет ли центр 
инверсии лежать внутри, вне или на самом конусе, нам приходится 
различать три подтипа циклид, из которых последний очевидно яв- 
ляется промежуточным между двумя остальными. В первом случае мы 
получаем так называемые веретенообразные циклиды, которые состоят 
из двух полостей, лежащих одна внутри другой и смыкающихся в обеих 
узловых точках. Во втором случае мы получаем роговидные циклиды, 
у которых полости лежат одна вне другой. Наконец, в третьем слу- 
чае мы имеем параболические роговидные циклиды, которые прости- 
раются в бесконечность и которые являются впрочем поверхностями 
лишь третьего порядка. 

Все эти поверхности в соответствии со своим происхождением из 
кругового конуса обладают особенно простыми свойствами. Именно, 
прежде всего обратим наше внимание на касательные плоскости круг- 
лого конуса; при инверсии из этих плоскостей возникают сферы, ко- 
торые будут касаться циклиды вдоль окружностей в соответствии 
с касанием плоскостей вдоль прямолинейных образующих конуса. 
Сверх того, все эти окружности и сферы должны проходить через обе 
узловые точки. В случае роговидных циклид среди этих сфер имеются 
две плоскости, которые в случае параболической циклиды сливаются 
в одну плоскость, а в случае веретенообразных являются мнимыми. 

Но эта система окружностей никоим образом не является един- 
ственной на циклидах Дюпена. Представим себе, например, сферу лю- 
бого радиуса, положенную в одну из полостей круглого конуса; эта 
‚сфера будет касаться конуса вдоль некоторой окружности, пересекаю- 
щей прямолинейные образующие под прямым углом. Из этой сферы 
и ее окружности прикосновения после инверсии опять получается сфера, 
касающаяся циклиды Дюпена вдоль некоторой окружности. И если мы 
представим себе радиус сферы переменным, то мы получим на конусе 
известное семейство окружностей, которому на циклиде Дюпена 
будет соответствовать второе семейство окружностей, состоящее 
из линий прикосновения со вторым семейством сфер. И, как мы это 
‚уже отметили, второе семейство окружностей будет ортогонально 
первому семейству, так что оба семейства окружностей образуют 
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ортогональную систему на циклиде. Нетрудно видеть, и это мы 
еще докажем (на стр. 116), что оба семейства окружностей обра- 
зуют в то же время систему линий кривизны на нашей поверхноспии. 

В случае - веретенообразных циклид среди сфер этого второго се- 
мейства имеются две действительные плоскости, которые опять сли-- 
ваются в промежуточном случае и отсутствуют (или, лучше‘ сказать, 
являются мнимыми) в случае роговидных циклид. 

2. Циклиды Дюпена без действительных узловых точек. Эта по- 
верхность, вообще говоря, имеет вид кольцеобразной поверхности, 
причем, в частности, может получиться при надлежащей инверсии па- 
раболическая форма (параболическая кольцеобразная циклида), которая 
простирается в бесконечность. Свойства, которые мы установили в слу- 
чае циклид с двумя действительными узловыми точками, мы можем. 
установить так же и для циклид с мнимыми узловыми точками. Опять же 
имеется два семейства сфер, из которых каждая касается циклиды 
вдоль некоторой окружности. При этом одно семейство сфер запол- 
няет, так сказать, внутренность циклиды, в то время как другое по- 
крывает внешнюю область. 

‚. Каков же общий способ получения всех подобных циклид. Если. 
взять три сферы, расположенные одна вне другой, то, очевидно, мы 
можем представить себе целое семейство сфер, касающихся извне. 
трех заданных сфер. Это семейство сфер в качестве огибающей имеет 
некоторую кольцеобразную поверхность, принадлежащую ко второму 
типу циклид Дюпена. Это построение, являвшееся исходной точкой 
исследований Дюпена, при надлежащем понимании имеет место вообще: 
для всех циклид Дюпена. Ведь дело идет о том, чтобы построить все: 
сферы, касающиеся надлежащим образом трех заданных сфер. Далее 
Дюпен показывает, что эта же поверхность огибается еще вторым. 
семейством сфер, к которому принадлежат сами три вначале заданные 
сферы. 

Вообще, поверхности, образованные как огибающие некоторого се- 
мейства сфер, называются „трубчатыми поверхностями“ или „канало- 
видными поверхностями“; при этом радиус сфер может быть постоян- 
ным или изменяться по определенному закону. Поэтому циклида Дю- 
пена, огибаемая двумя семействами сфер, является в двойном смысле 
трубчатой поверхностью. 

Наконец, можно поставить вопрос о том, на какой кривой ле- 
жат центры этих сфер для каждого семейства. Это возвращает 
нас к фигуре, с которой мы познакомились в системе конфокальных 
поверхностей второй степени (черт. 5 на стр. 26). Мы имели там эллинс 
и гиперболу, которые были расположены в двух перпендикулярных. 
плоскостях таким образом, что фокусы эллипса находились в верши- 
нах гиперболы, и наоборот. В специальном случае эллипс и гипербола 
вырождаются в две совершенно аналогично расположенные параболы 
(черт. 21). Таким образом в качестве ответа на наш вопрос мы имеем 
предложение: 

Центры двух семейств сфер, огибающих циклиды Дюпена, располо- 
жены на фокальном эллипсе и фокальной гиперболе, а в предельном: 
случае — на двух фокальных параболах, как это раньше было описа: о». 
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с ти о рассмотренной до сих пор элементарной части гео- 

и, р що найти в работе Кулиджа, „ Грактат о круге о сфере“ 

(1., Г. Сооаве, А ЧеаНзе оп Ше сие ап Ше Е а 

1916 г.). Прекрасные а п ааней 

| зсепЯНк рарегз, т. 2, стр. 158). 

См. также о циклидах Дюпена 

у Бомпиани (Е. Вотр!аш, ши 
ГотБаг4о 21, 1915). 


$ 14. Классификация рассмот- 
ренных до сих пор объектов 
аналитической геометрии. 


Всем сказанным до сих пор 
заканчивается все то, что мы хо- 
тели сказать о точечных коорди- 
натах. Мы только зададим еще 
субъективный, т. е. поставлен- 
ный в целях классификации, во- 
прос: какие же кривые и поверх- 
ности вообще являются матема- 
тически интересными’ для рас- 
‚смотрения в точечных координатах. Опять будем по Оваео 
метрию на геометрию во всем пространстве и на геометрию в огр 
ниченной части пространства. } 

[. Что касается до первой, то мы знаем, что ей падет 
гебраические образы. Ради удобства мы положим в основу м. 
ные (или тетраэдральные) координаты и обозначим их, ох м т 
`случаем плоскости, через Х:, х», Хз. Существует два прие 

ых. 
следования определенных крив И ен 
1. Кривую представляют уравнением {(х1, Хо, а. Е 
т по их степенями исс 
сифицируют эти уравнения ь 
о. . этим общие алгебраические кривые первой, второй, п-ой 
степени. | 
2. Кривая представляется не одним уравнением, а, при введении 
переменного параметра ^, посредством трех, 


Черт. 21. 


А = Фу (^). 


ч 

Здесь также можно произвести дальнейшую в г Ня 
честве функции © мы возьмем прежде всего рациональны ры 
‚и соответственно с этим будем говорить о „рациональных й ее 
Но это ни в коем случае не дает еще общих О 
Далее мы будем допускать в функциях Ф определенные а в 
ности, например, возьмем их как рациональные функции т и 
т. е. квадратного корня из многочлена четвертой степен —- и 
вит нам „эллиптические кривые“, которые так называют ь том 
что их очень удобно изучать с помощью эллиптических Фу! 


причем координаты. 
нкциями параметра *Х, т. е. 
1, Хо, 3 полагаются пропорциональными функц р 


= 
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Наконец, можно будет ввести в рассмотрение произвольно высокие 
иррациональности!). , 

^ В этом заключаются две главные точки зрения, которые кладутся 
в основу классификации алгебраических кривых. При таком положе- 
нии вещей высшим принципом оказывается алгебраическое образование 
понятий, а геометрическому исследованию отводится только наводящая 
роль; при этом еще предполагается, что рассматриваются все те во- 
просы, которые представляются важными с алгебраической точки зрения. 

П. Как же обстоит дело с диференциальной геометрией. Обратимся, 
например, к уже упомянутой книге Монжа. Мы увидим, что в этой 
книге идет речь не столько об аналитических кривых и поверхностях 
вообще, сколько о некоторых семействах поверхностей, имеющих опре- 
деленный геометрический способ порождения. Там изучаются цилин- 
дрические поверхности, конические поверхности, поверхности вращения, 
огибающие поверхности, причем эти последние играют особую роль 
в исследованиях Монжа. Они получаются, например, при движении 
плоскости в пространстве по некоторому определенному закону (напри- 
мер с одной степенью свободы); в этом случае поверхность, огибаю- 
щая плоскости рассматриваемого однопараметрического семейства, 
будет некоторой „развертывающейся“ поверхностью. Другим примером 
могут служить огибающие семейства шаров (уже упоминавшиеся нами 
трубчатые поверхности). Далее рассматриваются линейчатые поверх- 
ности, т. е. поверхности, порожденные прямыми линиями; затем поверх- 
ности со специальными свойствами линий кривизны, например, поверх- 
ности с плоскими линиями кривизны и т. д. 

Таким образом в диференциальной геометрии Монжа непосред- 
ственный интерес к геометрическому порождению поверхностей яв- 
ляется решающим для выбора направления исследования. 

Теперь можно приступить к тому, чтобы объединить вместе поста- 
новки задач геометрии во всем пространстве и геометрии шп Кешеп. 
Так, например, можно себя спросить, какие существуют алгебраические 
линейчатые поверхности 1-го, 2-го или 3-го порядка и т. д. 

° В частности синтетическая геометрия занимает нечто вроде 
промежуточного положения, пытаясь связать обе точки зрения и 
добиваясь того, чтобы заимствованные ею из аналитической геоме- 
трии алгебраические образы определенным способом получить чисто 
геометрически. 

Но мы оказываемся вынужденными как в так и во ИП разделе, 
привлечь к рассмотрению еще другие геометрические образы, не яв- 


ляющиеся ни просто кривыми, ни поверхностями. К рассмотрению их 
мы сейчас и переходим. 


$ 15. Билинейные уравнения и двойственность. 


Что касается алгебраической геометрии, то можно рассматривать 
Уравнения, которые содержат не только координаты одной точки, но 
координаты двух точек. Мы будем обозначать их треугольные коорди- 


1) Связь между 1. и 2. дает теорема Кебе об „униформизации“, которая 
утверждает, что всякую алгебраическую кривую можно с помощью  пара-` 
метра ^ представить посредством однозначных аналитических функций у. 

`Заве, 199. — Глейн. 5 


\; 
{ ы у {< 
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наты через х:, Х», Хз или у, У, Уз а однородным образом И 
обычные их координаты — через х, ууГих, у, Е, так. что, сл р 
тельно, х:Ь у:Ё будут уже обычными (неоднородными) и ро 
прямоугольными координатами. Пусть читатель уже г о р 
особенное внимание на эти различные обозначения, т позж Е т 
они будут применяться, не возникло бы путаницы. Общая фор 
ших уравнений будет тогда: 


@(хв хь хз Уь У» Уз) ==0. 


Значение этого уравнения легко выяснить: оно И ЕВ С 
рода связь между точками, что одна точка должна оставал 
некоторой кривой, если другая точка Ой ори нор во. 

Первый пример подобного уравнения ® = 0 дает н. а 
нических сечений. Если записать уравнение коническ 


в форме . 
У авик ==0, ад = аъ | авь | = 0, 
1 


внением 
то упомянутое полярное родство дается ура 


$ 
> ацаук == 0. 


Как известно, посредством этого преобразования Е а т 
тве „поляры“ некоторая , 
вится в соответствие в качес Е 
тельных точках, 
сечение в мнимых или действи 
пересекает коническое Ем 
ли точка х внутри или вне < 
в зависимости от того, лежит - но 
тся точками’ прикосновения к х, 
сечения. Эти точки являю м 
х к коническому сечению. р , 
проведенных из точки и о 
торая точка в качестве по - 
прямой соответствует неко 
Не между точками х; и у; сверх того является взаимным; у; лежит 
на поляре точки х„ если х; лежит на поляре точки у. а 
Всем хорошо известно, как из этой теории поляр ие а 
ний к началу девятнадцатого столетия ее СЯ 
ямыми. Если мы вообразим 
ности между точками и пр : 
е предложение, 
оторой высказано известно 
некоторую фигуру, для к а 
ждой точки ее поляру и, обратно, 
построим затем для кажпо 
 ПОоЯ ее полюс, то мы получим некоторую новую фигуру, НЫ 
заданной, для которой будет иметь место Е и 
греб м в Г ь 
ыл употреблен Брианшоном, 
ние. Впервые этот прием б я 
стную теорему Паскаля о ь 
Брианшон преобразовал изве х | 
вписанного в не 
ложных пар сторон любого, 
пересечения противоло о а 
ение, шестиугольника лежат 
которое коническое сеч | ь о 
шестнадцатилетним Паскалем 
(теорема, установленная и 
о его имени „теоремой Бриа . 
в теорему, названную п и 
сти точек, вершин шестиуго } 
если мы возьмем вместо ше . 
ляры, которые будут касательными конического сечения, то получи 
) 


———— 


1) ]оигпа! 4е Гесще ро1уфесви!аие, тетр. 13. 
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шестиугольник, описанный около конического сечения; для него 
тогда, совершенно аналогично, будет справедливо предложение, что 
линии, соединяющие противоположные вершины, проходят через одну 
точку. 

Мы скоро познакомимся с тем, 


как эти исследования развивались 
дальше. Наше уравнение 


Хаку, =0 
в развернутой форме примет вид: 


У: (ан аох, - ах) - 
-Е 2 @х, ах. ах) ее ) 
-Е Уз (@ил, аж - 4вв%3) = 0. 


Однако в этом уравнении а,,=—а;,. В связи с этим оно никоим 
образом не представляет собой общего билинейного уравнения. 


Но почему бы не рассматривать уравнение Хару, =0, 8 ко- 
тором а, и а»; не обязательно равны между собой? Это впервые 
было сделано Плюкером во 2-м томе его аналитико-геометрических 
исследований (1831). Но в то время, как Плюкер рассматривал тогда 
это самое общее билинейное уравнени 


е только как средство преобра- 
зования, ставящего в соответствие двойственным образом каждой точке 


прямую линию, само уравнение и то соответствие, которое оно гео- 
метрически осуществляет, с течением времени стало приобретать все 
больший непосредственный интерес и было введено в геометрические 
рассмотрения как самостоятельный объект. 


$ 16. Нуль-система. , м 


В качестве частного случая этого билинейного соотношения, наряду 
с симметрическим случаем (ад, = а), т. е. с полярным преобразова- 
нием относительно некоторого конического сечения (или относительно 
поверхности второй степени), особого внимания заслуживает „кососим- 
метрический“ случай, так называемое кососимметрическое билинейное 
уравнение, в котором а, = — а;. Рассмотрим теперь ближе этим спо- 
собом осуществленное соотношение на плоскости и в пространстве. 
Мы увидим, что на плоскости оно не даст ничего особенного, в про- 
странстве же, напротив, получится так называемая „нуль-система“, 
которую необходимо причислить к основным образам новой геометрии. 
Прежде всего из предположения а, = — аз; вытекает, что ад. = 0. 
Следовательно для плоскости наше уравнение имеет следующий вид: 


аз (Хоу — жзуь) аз1 (Ху! — уз) @5 (1 уз — Ху!) = 0. 


Мы тотчас видим, что левая часть этого уравнения может быть 
представлена в виде следующего определителя: 


@.3 @31 ал 
У! У2 Уз 


5% 
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АЕ БОЕВ ЕВЕ ВА Е ЕЕ Ен 


Теперь легко. выяснить геометрическое значение этого уравнения; опре- 
делитель обращается в нуль, если точки х» У; и а» лежат на одной 
прямой. Уравнение имеет поэтому тривиальный смысл, так как оно 
каждой точке х; ставит в соответствие прямую, соединяющую ее 
с данной точкой а. 

На это тривиальное соответствие обычно не обращают внимания 
и говорят, что „на плоскости не существует никакой нуль-системы“. 

Каково же положение вещей в пространстве? Здесь нам прихо- 
дится иметь дело с уравнением: 


а (х1Уз— №1) -Е 45 (Уз — ХУ!) -Е 4. (ним Е | 
-- а (53, — У) -Е 42 (.У2— Хуа) -Е 43 (хауз — &зУэ) =0 


„или В сокращенной записи: 
1 
> № а, (хук — ку) =0. 


Это уравнение представляет нуль-систему, как она впервыг была 
рассмотрена Мебиусом в 1833 г. в Креллевском журнале, т. 10. Но 
еще в 1827 г. ее рассматривал итальянский геометр Джиорджини 
(Мешопе зос1еёа @4е! ХГ, 1828, т. 20). 

Дадим теперь некоторые исторические сведения о Мебиусе. Мебиус 
родился в 1790 году в Шульфорте в Семье танцмейстера, и в 1816— 
1868 гг. был профессором „астрономии в Лейпциге. Наряду с „Бари- 
центрическим исчислением“ (1827) он написал „Статику“ (1838) и 
„Элементарное изложение небесной механики“ (1843). С геоматриче- 
ской точки зрения особенно интересна его „Статика“. Кроме того он 
дал ряд прекрасных геометрических работ. (См. МоБ1из, \\ГегКе, [-—1У, 
Ге!р7Ае, 1885—1887). 

Приведем здесь без доказательства ряд предложений, касающихся 
нуль-системы; они непосредственно получаются из общей формы урав- 
нения. 

1. Каждой точке х; соответствует некоторая плоскость, проходя- 
щая через эту самую точку; обратно, каждой плоскости соответствует 
точка, на: ней лежащая. : 

2. Если точка х; двигается по какой-нибудь прямой, то соответ- 
ствующая ей плоскость вращается вокруг некоторой другой прямой. 

3. Если точка у; лежит в плоскости, соответствующей точке %., 
то и обратно точка х; лежит в плоскости, соответствующей точке у. 

4. Найденное в пункте 2 соотношение является опять-таки взаимным, 
потому что каждой точке у; второй прямой соответствует обратно 
некоторая плоскость, содержащая все точки % первой прямой. Такие 
две прямые вазывают сопряженными полярами. 

5. Таким образом прямые линии пространства относительно нуль- 
системы приводятся в попарног соответствие, как сопряженныё по- 
ляры. ве 
Это и есть основные предложения общей теории. Но мы не можем 
удовольствоваться этими общими предложениями, а хотим получить 
наиболее наглядное представление о том, каким образом каждой точке 
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действительно соответствует плоскость. Этого мы особенно легко до- 
стигнем, если введем специальную систему координат, подобно тому 
как, например, поверхности второй степени мы относили к их плоско- 
стям симметрии. Ради улобства мы опять разобьем это рассмотрение 
на отделрйые пункты. - 

1. Прежде всего мы обратим наше внимание на несобственные 
точки, которые здесь, в офи проективной геометрии, конечно за- 
полняют „плоскость“. На Несобственной плоскости имеется такая точка 
которая сортретствует этой плоскости в нуль-системе. Теперь мы пред- 
ставим вебе ‘все пространство повернутым таким образом, чтобы эта 
точка расположилась над нами „вертикально“. Такого положения нуль- 
системы мы впредь будем твердо придерживаться. 

2. В. этой несобственной плоскости имеется некоторая „горизон- 
тальная“ прямая линия, сопряженную поляру которой мы будем теперь 
рассматривать. Мы называем эту последнюю осью нуль-системы и 
‘утверждаем, что она проходит вертикально. Чтобы в этом убедиться 
сообразим, как найти соответствующую сопряженную поляру. Мы рас- 
сматриваем все плоскости, которые проходят через горизонтальную 
несобственную прямую; таковыми будут все горизонтальные плоскости 
к которым надо причислить также и самую несобственную плоскость, 
„Каждой из этих плоскостей принадлежит некоторая лежащая в ней 
точка; совокупность этих точек и образует искомую сопряженную по- 
ляру. Среди этих точек находится так же вертикально над ними ле- 
жащая точка, как точка, соответствующая несобственной плоскости; 
следовательно ось должна быть вертикальной линией. 

3. Эту „ось“ нуль-системы мы возьмем в качестве оси = некоторой : 
прямоугольной системы координат, относительно которой однородные 
координаты точек в билинейном основном уравнении обозначим через 
х уз Ё их’, у’, 2’, Е. Это уравнение получит тогда такой вид: 


@15 Ио) - аз (хг’ — 2х") ав (уг — гу’) 
-- а (Е — в) Нац (Е — у’) -Н ав, (2 — 12’) =0, 


или, если положить = == 1: 


а (ву ав (а — ах) Нави" — 2) 
ро 


Но это еще только общее уравнение нашей нуль-системы. Теперь 
же ось = должна стать осью нуль-системы, т. е. каждой точке оси 2 
должна соответствовать горизонтальная плоскость. Если мы затем под- 
ставим в последнее уравнение х’==0, у’==0, причем 2’ может быть 
произвольным, то мы получим уравнения соответствующих плоскостей 


в виде: Е 
(а1з2’ Ра) х-- (авг -Раз)у Раз (2—2) =0. 


‚Для того чтобы это уравнение представляло горизонтальную плос- 


Е 
кость, члены с Х и у должны выпасть, т. е. должно быть а; = а; = 


—= Ча = а, =0: Е 
23 24 . Если мы внесем это в наше общее а 
внени 
примет следующий вид: УР е, то ОНО 


а1з (ху’ — ух’) -Н аз (2 — 2) =0, 
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или, упрощая обозначения коэфициентов, 


ху ХУ-НЕ(2— 2’) =0. 


Но это значит: если мы отнесем нашу нуль-систему к какой- 
либо прямоугольной системе координат, ось г которой является 
осью нуль-системы, то мы получим только что написанный простой 
вид уравнения. 

4. Величина & называется параметром‘ нуль-системы. Она выра- 
жается (в доказательство чего мы далее входить не будем) через 
первоначальные коэфициенты общего уравнения таким образом: 


р _— ам -- @1ва4о -- ааазз 
р 2 
ао -- @1з - 423 


При этом‘ правая часть с помощью соотношений а = — а»; напи- 
сана в симметричной форме. 

5. Каким же образом представить себе наглядно соответствие 
между точками и плоскостями в этой нуль-системе. Рассмотрим прежде 
всего частные случаи А = 0 и Е = оо, значение которых тотчас ста- 
новится ясным. Если Ё =0, то всякой точке х’, у’, 2’ соответствует 
плоскость, проходящая через эту самую точку и через ось =. Если 
Е = со, то каждой точке х’, у’, 2’ соответствует проходящая через 
нее горизонтальная плоскость т. е. плоскость, соединяющая эту точку 
с несобственной горизонтальной линией. Оба эти случая являются 
„тривиальными“. 

6. Каково же положение вещей в общем случае? 

а) Сначала сделаем одно замечание по поводу выбора нашей 


системы координат. Очевидно, мы можем нашу нуль-систему сдвигать, 
вдоль оси = и вращать вокруг оси = или, чго то же, мы можем 


сдвигать или вращать нашу систему координат в противоположном 
направлении — без того, чтобы что-либо изменилось; наше уравнение 


(У-хУ-а—=)=0 


при этом остается в точности тем же самым. Отсюда ясно, на каком 
основании ось = названа „осью нуль-системы“. Пользу, которую при- 
несет это замечание при решении нашего вопроса, легко себе уяснить. 
Именно, чтобы узнать, как расположена в пространстве ‘плоскость, 
соответствующая любой точке х”, у’, 2’, мы сначала разрешаем этот 
вопрос для точек х”’, 0, 0 положительной части оси Хх. После этого 
нам остается лишь передвинуть фигуру вдоль оси = и повернуть ее 
вокруг оси г, чтобы найденный результат перенести на произвольную 
точку пространства. 

Ь) После этого упрощения задачи постараемся отчетливо предста- 
вить себе положение плоскости, соответствующей точке х’, 0, 0, 
которая двигается вдоль положительной части оси х. Для этих зна- 
чений координат Хх’, у’, =’ наше основное уравнение примет следую- 
щий простой: вид: 


—му-РЁ2=0 или 


НУЛЬ-СИСТЕМА 71 
О 


Отсюда, пользуясь чертежом 22, мы тотчас же получаем следую- 
щий результат: в нуль-системе точке х’, 0, 0 оси х соответствует | 
плоскость, проходящая через самую ось х и образующая с горизон- | 
тальной плоскостью угол ®, причем | 

| 
| 


Итак, получаем: для х’=0 1 также равен нулю и возрастает вместе 
с х’ до бесконечности. Если построить для каждого значения 1 
соответствующий — перпендикуляр 
к оси х, наклон которого к гори- 
зонтально0ой плоскости образует 
угол $, то образующаяся поверх- 
ность по своему виду до известной 
степени напоминает крылья ветря- 
ной мельницы (черт. 23). 

с) Теперь вообще, вследствие 
сделанного нами замечания относи- 
тельно произвольной точки про- 
странства, имеет место предложение: | 
каждой точке пространства в си- Черт. 22. 
лу данной нуль-системы соответ- 
ствует некоторая плоскость, содержащая перпендикуляр, опущен- 
ный из этой точки на ось нуль-системы, т. е. на ось 2; эта плос- 
кость образует с горизонтальной плоскостью Угол $, определяемый 
посредством соотношения: 


ые=т 


где г’ обозначает расстояние точки от оси 2. 


Черт. 23. Черт. 24. ) 


При этом существенно еще принимать во внимание знак А; в! слу- 
чае отрицательного & „крыло ветряной мельницы“ выгнуто как раз 
обратно тому, как в случае положительного Е; тогда, при надлежащем | 
выборе координатного триэдра (черт. 22, 24), нуль-система в случае о 
Е >0 называется правой, а в случае В < 0 называется левой. А 


плоскости. 


72 ОБЩЕЕ ПОНЯТИЕ КООРДИНАТ 


ое 


$ 17. Применения нуль-системы. 


Мы будем рассматривать нуль-систему еще с д 
Именно, она стоит в прямой связи с некоторым винтовым движением, 
которое можно производить вокруг оси г н 


уль-системы. Рассмотрим, 
например, правое винтовое ` движение (т. е. винтовое движение, опре- 
деляемое по правилу штопора), при котором каждая точка простран- 
ства должна описывать вокруг оси = обычную архимедову винтовую 
линию с постоянным „шагом винта“. Это движение получает свое 
выражение (относительно 


координатной системы, изображенной на 
чертеже 24) в следующих формулах: 


ругой стороны. 


Х=х 050 — узшо, 


У=изто-- у со5 о, 
й 
Аа, 
2 ' 

В этих формулах Хх, у, = обозначают начальные координаты, Х, 
У, 2 — новые координаты точки, о — угол поворота, а й — шаг винта 
Если х увеличивается до 2", то Хи У делаются вновь равными х 
и У. Шаг винта Й считается здест положительным; если мы возьмем 
его отрицательным, то получим формулы для левовинтового движения. 

Чтобы теперь определить вектор скорости этого винтового дви- 
жения, надо продифе 


ренцировать наши формулы по времени {. Это даст 
в случае о = 


ах . 
+ = — ЗФ — усозо, 
ау у 
ЧЕ ==-НХ с0$< — уяпо, 
421 
т п М 
или, полагая о = 0, 
ах ау Ай й 
ие 


а Эх * 
С этими формулами для винтового движения мы 
мулу, которая в нуль-системе ста 


сравним ту фор- 
некоторую плоскость: 


вит в соответствие каждой точке 


(уху (2—2) =0. 


Условимся при этом, что х, у, 2 будут обозначать координаты данной 
точки, ах’, у’, 2’— текущие координаты точки на соответствующей 
Расположив члены нашего Уравнения по координатам, 


можем придать ему вид: 
(—У м’ -Н ху” — Аа’ ВО, 


Если теперь из точки Хх, У, 2 мы проведем нормаль к нуль- 
плоскости этой точки, то получим для ее направления: 


— У: х:— А. 
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лением 
Нетрудно убедиться, что это направление совпадает и 
вектора скорости винтового движения, если только пол 


В— й или В Эй. 
2". й : 
т теорему: . 
и Ни между точкой . м ее 
системе, если будем производить вокруг оси на 
с шагом винта ЭкЁ и если, затем, поставим в с00 а. 
точке ту нормальную плоскость к винтовой линии, 
я ту точку. 
_ ее а. наглядно НЫ, ме се а 
близких к оси, соответствующая плоскость т и. 
тальна, тогда как, наоборот, для далеко удаленн а. 
а ее т ЕЕ о лишь добавить 
еометрически представить нуль- ; наз . И 
ты литературные замечания о применении ее ны: 
Нуль-система находит свое применение т и 
нике ‘твердого тела и в геометрии, притом в обоих слу 
1 - ля 
на первого пункта, именно значения р С 
механики твердого тела, то оно основывается ны а 
связи, которая существует между нуль-системо а 
товым движением. Важность этой связи будет ясна, и а. 
что всякое движение твердого а р 
быть заменено таким винтовым д р и 
будет иметь в обоих движениях один и тот * а 
ВН можно говорить о „касательном винтовом р 
ствие этого нуль-система играет Е а т 
твердого тела. Особенно здесь следует у аа} 
нома Болла (сначала в Дублине, затем в Кембрид ыы и 
с многочисленными статьями по этому О и а 
специальную работу — „Теория винтов“ (К. $. не: м. 
Риб\т 1876 г.), которая позднее, (в Кэмбридже, и и. 
расширенном виде была вновь переиздана т Е а те 
теории винтов“ (А ЧеаНзе оп Ше Шеоце оЁ $с й ее. 
(зсгемх) означает в точности то же самое, что т т 
С этим же вопросом связаны исследования и нь 
(Е. З+ицау, беошеше 4ег Оупатеп, Гери } 
о: и: относится к сложению 
значение нуль- ь 
а сил, ан к твердому телу. Если точка прило 


ешается 
‚ жения всех сил одна и та же, то, разумеется, задача легко р 


. Если: 
путем построения одной силы, заменяющей все ен Е и 
линии действия сил друг с другом ее у р. 
высокая геометрическая теория. Здесь задача состс т о. 
все действующие силы заменить одной силой и парой а. и. 
здесь также играет важную роль, — чего мы ао в. 
нять не будем. Подробности имеются в учебнике ме 


74 
ОБЩЕЕ ПОНЯТИЕ КООРДИНАТ 


Е НН 


тела.Б 
удде, в котором очень много говорится о нуль-системе, может 
) 


п слишком много, в ущерб другим предметам 

же Н 

и Е а нуль-система имеет столь же выдаю- 

ый Е: и двух аспектах. Прежде всего нуль-система 

о трех параметров многообразие прямых 

а тся ее нуль-прямыми. Под „нуль-прямой“ 
якую прямую линию, которая соединяет какую-нибудь 


точку п и . 
щей АЕ т с любой точкой, принадлежащей соответствую 
м оскости. На первый взгляд может показаться, ч ее 

рямые в пространстве зависят от чет ‚ что эти 


ырех параме 
Е р р тров, так как > 
д а соответствует целый пучок лучей нЕ 
ующей этой точке плоскости, т. е. однопараметрическое 


‘многообразь 
я р р. Однако при точном подсчете получается 
Нуль-прямая для кажд „Упность нуль-прямых, потому что всякая 
плоскость, соответств ой ее точки является нуль-прямой, так как 
Е О о некоторой точке в нуль-системе, вращается 
о ры точка продвигается по эгой нуль-прямой. 
о и о: следствием из ранее (стр. 68 пункт 3) 
о ения: если точка у лежит в плоскости соответ- 
точке у. Нам скоро Е Х лежит в плоскости, соответствующей 
в пространстве, т. е. гео роется заниматься ‘линейчатой геометрией 
<странства и Е качестве элементов про- 
НУ Воли я . В ней совокупность все 
К к и нуль-системы называют т. Е 
ео. к линейных комплексов, т. е. систем прямых 
Перейдем теперь и она является простейшей. } 
системы. Оно относит „порому авометрическому применению нуль- 
ЬВНОгО ся к теории полиэдров. С помощью любого 
устанавливается п ее В ни 
берем какую-ниб а „взаимность“ следующего рода: если мы вы- 
мае ны т точку х, у, 2, то ей будет соответ- 
точка х’, ОИ, 2 Ио скость, на которой только и может находиться 
х, у; 2 двигается ть а в любом месте этой плоскости. Если точка 
вращается вокруг неко которой прямой, то соответствующая плоскость 
торой плоскости, то торой прямой. Если точка двигается по неко- 
Е соответствующая плоскость вращается вокруг 
ством“ межлу а о. р называют „род- 
заставить а › У, 2. Можно, наприме 
Ре: а Е ы - пробегать некоторую ломаную; о 
довательно т м получать ряд плоскостей, которые после- 
вершине ломаной соо округ определенных прямых. При этом каждой 
общая линия пересе тветствует плоскость, каждому звену ломаной — 
нь ОО т соответствующих плоскостей; далее, каждой 
вать трехгранный м. три точки ломаной, будет соответство- 
©, У, = описыва ) и т. д. Если, например, заставить точку 
ть некоторый тетраэдр, то вследствие равенства 


Вообще имеет место предложение: 
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С помощью любого билинейного уравнения между двумя точками из 
вёякого полиэдра возникает некоторый новый полиздр, причем верши- 
нам, ря и граням первого полиздра соответствуют грани, ребра 
и вершины второго полиздра. 

В нуль-системе соотношение между обоими полиэдрами приобретает 
особый характер. Прежде всего нуль-система устанавливает „инволю- 
ционное“ соответствие, т. е. ее уравнение остается неизменным, если 
мы Хх, у, 2 переменим местами с Хх", у’, 2’; это соответствие анало- 
гично тому^какое мы имели при преобразовании посредством обрат- 
ных радиусов, а также аналогично полярному соответствию относи- 
тельно поверхности второй степени. 

Еще более заслуживает быть отмеченным взаимное расположение 
обонх полиэдров. Так как в нуль-системе каждая точка лежит в соот- 
ветствующей ей плоскости, то в нуль-системе каждая вершина одного 
полиэдра лежит на некоторой грани второго полиэдра, и обратно, 
каждая вершина второго полиэдра лежит на некоторой грани первого 
полиэдра. Но это означает, что полиэдры, например, два тетраздра, 
являются взаимно вписанными и описанными. В том, что таким 
образом расположенные полиэдры легко можно построить, состоит 
второе геометрическое значение нуль-системы. 

Эта теория „взаимных“ полиэдров замечательна с геометрической 
точки зрения; кроме того она имеет практическое значение для одной 
из ветвей механики, именно, для „графостатики“. Эта последняя имеет 
дело с такими вопросами, которые встречаются при постройках мостов, 
конструкции крыш и т. д. Ее задача состоит в изучении графическими 
методами распределения сил сжимающих и растягивающих отдельные 

стержни стержневой решетки, и т. п.; при этом существенную роль 
играют наши взаимно вписанные и описанные полиэдры, так что на 
основе нуль-системы получается особенно хорошее изложение графо- 
статики („Взаимный план сил“ Максвелла см. далее, $ 53) 1). 
® К этому обозрению билинейных форм и нуль-системы мы прибавим 
еще несколько замечаний. Так же как мы рассматривали билинейные 
формы, можно вообще рассматривать однородные уравнения с двумя 
рядами точечных координат /(х» Х» Хз» Хз Ув У» У» Уз) == 0, не 
являющиеся линейными. Далее можно также рассматривать уравнения 
с тремя и более точками; здесь простейшей формой была бы трили- 
нейная форма. В частности мы можем, например, так написать уравне- 
ние между двумя рядами точечных координат, что оно будет линейно 
относительно у, но не линейно относительно х; таково, например, 


авнение 
т Ху Е Хьуь Е Хауз -Н Хау. = 0, 


где Х-— формы выше первой степени относительно х. Кроме того, мы 
можем устроит так, чтобы уравнение тождественно обращалось в нуль, 
если точки Хи у совпадают. Если теперь х оставить неподвижной, 
то у опишет плоскость, которая согласно нашему последнему допуще- 


1) О нуль-системе см. также: Е. С а рога!1, Р. Ре! Рейро, шнодийопе 


аПа {еона Ч4еПо зра21о т12афо, Меаре! 1888; С. Зесге, АН Топпо 19 (1883), 


<тр. 159—186. 


* 


76 ОБЩЕЕ ПОНЯТИЕ КООРДИНАТ . 
Е ЕЕ ОКИ А ИСИ 


НИЮ ` пройдет через самую точку х; но эта плоскость зависит от точки х 
уже не линейно, так что взаимность здесь отсутствует. Подобное соот- 
ветствие называют нуль-системой высшего порядка. Итак, мы видим, 


что здесь представляется много возможностей для более детального 
изучения. 


$ 18. Геометрическое истолкование диференциальных уравнений. 


Перейдем теперь к соответствующим рассмотрениям в диференциаль- 
ной геометрии. Как уравнение между двумя рядами точечных коор- 
динат привело нас к обобщению обычной алгебраической геометрии, 
так аналогичным образом можно обобщить диференциальную геометрию. 
Мы будем рассматривать не только уравнения между координатами, но 
введем в уравнения наряду с координатами х, у, 2 их производные. 
Другими словами: сами диференциальные уравнения представляють 
собой в диференциальной геометрии выдающийся объект геометриче- 
ских исследований; при этом можно говорить как о геометрическом 
смысле самого диференциального уравнения, так в частности о том, 
каков геометрический смысл интеграции диференциального ‘уравнения. 

Эта точка зрения имеется уже У Монжа и затем вновь встречается 
особенно у Софуса Ли. 

Перейдем теперь к различным типам диференциальных уравнений, 
которые обычно рассматриваются. 

1. Прежде всего для плоскости мы имеем уравнение 7 (х, у, у’) == 0. 
Что оно означает геометрически? Если хи „У получают определенные 
значения, то из уравнения /(х, у, у’) =0 можно найти одно или не- 
сколько значений для у’. Но каждое из них дает нам направление, 
в котором кривая должна выходить из точки х, у. Следовательно, 
геометрический смысл диференциального уравнения Г(х, у, у’) =0 
заключается в том, что оно каждой точке х, у ставит. в соответ- 
ствие одно или несколько направлений. Интегрирование уравнения. 
означает геометрически отыскание кривых, касательные к которым 
в каждой их точке имеют определенное этим способом направление; 
иными словами, интегрирование ‘уравнения состоит в обвединении 
бесчисленного множества направлений в сплошные связные кривые. 
Именно в этом смысле диференциальное уравнение ЛС у, у’) =0 ста- 
новится предметом геометрических рассмотрений. 

2. Что же далее обозначает диференциальное уравнение 1 (х, у, у’, у")== 
—0? Мы можем, очевидно, точку х, у, равно как и направление у” 
в ней, выбрать произвольно. Тогда наше уравнение доставляет нам 


определенное значение для у’. Но радиус кривизны плоской кривой, 
как известно, определяется формулой: 


следовательно, вместе с у’и у” мы знаем также и р. Поэтому, всякое 
диференциальное уравнение второго порядка каждому элементу 
х, у, У’ (т.е. каждой точке и направлению в ней) ставит в соответ- 
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ствие определенный радиус кривизины; задача интеграции состоит 
8 том, чтобы объединить в кривые все эти снабженные. кривизной 
элементы. 

Можно так же сказать: 

Посредством х, у, у’, У’ определяется „соприкасающаяся пара- 
6014“. 


. 1 ил 
я о ба 


В сийу нашего диференциального уравнения каждому элементу 
Хх, у, у’ ставится в соответствие некоторая определенная соприка- 
сающаяся парабола. . 

3. Если мы перейдем теперь к пространству с его тремя КоОРлИ 
натами, то прежде всего нам встретится уравнение вида 7 (х, у, 2, у’, =’) = 


— 0, где 4 ты 
У — ах › ах ` 


Подобные уравнения (которые обычно называют уравнениями Монжа 
и к которым мы вернемся еще позднее, см. $ 94 и след.), вообще 
говоря, мало рассматриваются в учебниках анализа; они никоим обра- 
зом не являются уравнениями с частными производными. Но суще- 
ствует издавна привлекающий к себе живой интерес и о 
такого уравнения, именно тот случай, когда производные у’ и 2’ вхо- 
дят в уравнение линейно; следовательно уравнение принимает вид: 


Х (х, у, Зах -НУ(х, у, г)ау-Е2(х, у, 2)42=0. 


Изучение этого специального вида уравнений называется проблемой 
Пфаффа. Ифафф в начале прошлого столетия был профессором уни- 
верситета в Гельмштете, закрытого в 1810 г., и в качестве такового 
являлся учителем Гаусса. Его работы, относящиеся к рассматриваемым 
здесь вопросам, находятся в записках Берлинской академии за 1814/15 г. 
Пфафф умер, будучи профессором в Галле в 18925 г. 

Теперь опять мы спросим себя о геометрическом значении уравне- 
ния: /(х, у, г, У’, 2’) =0. Отношение 4х:4у:4г=1:у’:2’ дает нам 
некоторое определенное направление, выходящее из точки х, у, 2. 
Следовательно, если мы имеем уравнение, связывающее у’ и г”, то оно 
представляет некоторый конус, образованный направлениями, выходя- 
щими из точки х, у, 2. Итак, в силу нашего уравнения каждой точке 
пространства соответствует конус направлений, который в частном 
случае, когда уравнение Х(х, у, 2, у’, 2’) =0 является уравнением 
Пфаффа, будет плоскостью. 

Одновременно мы можем отметить следующее замечательное обсто- 
ятельство, именно, что в этом смысле каждая проблема Пфаффа свя- 
зана с некоторой нуль-системой (в полном смысле слова) и обратно. 
Задача интегрирования на этот раз заключается в том, чтобы найти 
пространственные кривые, которые имеют в каждой своей точке 
касательную, принадлежащую к выходящему из этой точки ‚ конусу 
или (в специальном случае проблемы Пфаффа) к проходящей через 
эту точку плоскости. 
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Мы не будем здесь (как и в предыдущих случаях) входить в рас- 
смотрение того, как происходит здесь интеграция; нас интересует лишь 
геометрический смысл диференциального уравнения. Мы получим осо- 
бый случай проблемы Пфаффа, если Хах-- Уау-- 242 =0 является 
полным диференциалом, или сделается таковым после умножения на 
некоторый множитель. В этом случае возникает вопрос об интеграль- 
ных поверхностях. 

4. В случае трех переменных существуют еще диференциальные урав- 
нения с частными производными, прежде всего первого порядка: 


т а СЕ 
Убе 2; р, 9 =0; РЕ? о: 


Здесь 2 рассматривают как функцию от х и у. Как известно, посред- 
ством величин р и 4 определяется нормаль (а значит и касательная 
плоскость) к поверхности в данной точке. Если обозначить углы, обра- 
зованные нормалью с координатными осями, например, через а, В, 1, 
то имеет место соотношение: 


с05 а: с0$ В: с05{ =р:4:— 1. 


Поэтому, если нам известно для определенной точки пространства 
х, у, 2 не сами значения р, 9, а только связывающее их уравнение 
(р, 9) =0, то.в силу этого уравнения направление нормали будет 
ограничено некоторым определенным конусом, исходящим из точки 
х, у, 2. Следовательно, мы имеем: 

Диференциальное уравнение с частными производными между 
тремя переменными ставит в соответствие каждой точке прс- 
странства некоторый конус, на котором должна лежать нормаль 
каждой поверхности, являющейся интегральной поверхностью для 
этого диференциального уравнения; интеграция диференциального 
‘уравнения означает опять-таки отыскание наиболее общих поверх- 
ностей такого рода. , 

5. Как мы уже указывали, диференциальное уравнение с частными 
производными первого порядка мы можем естественно толковать и 
так, что оно предписывает закон для положения касательной пло- 
скости в точке х, у, 2. Сокращенный способ записи 42 =рах-- 9 4у 
дает нам как раз уравнение касательной плоскости в диференциальной 
форме, т. е. положение касательной плоскости определяется посред- 
ством ри 0. 

Это замечание будет нам очень полезно теперь, когда мы перехо- 
дим к диференциальному уравнению с частными производными второго 
порядка. Его общую форму мы напишем так: 


Л(*, У, 2; Р; 9; Г, $, й =0, 
где г, $, Е означают: 


022 022 02 
та 9 ду? ° 


х2? 5 дхду’ 


Эти обычно употребляемые обозначения р, 9; г, $, Е были введены 
еще Монжем. Не задерживаясь на уравнении 42 =рах-- а ау, пройз- 
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ведем разложение [4 далее, до членов. второго порядка включительно;, 
следовательно будем иметь: 


г = рах--рау--- (гал? 25 ахау-- #4"). 


Это уравнение представляет для величин, определяющих направления.. 
поверхность второй степени, а именно параболоид. Он имеет такую 
же касательную плоскость, как и сама поверхность; но он прилегает 
гораздо теснее к самой поверхности, чем это было в случае касатель- 
ной плоскости, именно с точностью до величин второго порядка. Ш0- 
этому говорят о „соприкасающемся параболоиде“. 

Теперь возьмем х, у, 2, а также ри 4, произвольно, т. е. выбе- 
рем некоторую точку пространства и в ней касательную плоскость; 
тогда’ мы можем еще две из величин 7, $, & взять также произвольно.. 
Посредством данного уравнения Х(х, у, 2; р, 9; Г, $, #) =0 опреде- 
ляется третья величина, и этим определяются все коэфициенты выше- 
приведенного для 4г выражения. | 

Диференциальное уравнение с частными производными второго по- 
рядка указывает, что соприкасающийся параболоид какой-то иско-` 
мой поверхности в каждой точке пространства х, у, 2 подчинен: 


о Л (%, у, 2; ВР, 9; №, $, #) =0. 


Суть всех этих последних рассмотрений, и это мы хотим отметить 
еще раз, заключается в той точке зрения, что диференциальные урав- 
нения как таковые являются объектом геометрического рассмотрения. 
И в самом деле, примыкающая сюда геометрическая теория диферен-- 


циальных уравнений имеет весьма большое значение для их интегра- 
ции. 


У ЗАМЕНА ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ. 
$ 19. Общий принцип Плюкера. 


Все до сих пор изложенное группировалось вокруг понятия точеч- 
ных координат. Теперь мы перейдём к новой главе, которой можно: 
дать название: „Замена пространственных элементов“. ь 

Теперь мы будем определять координатами уже не точку, а какой- 
нибудь другой геометрический образ и будем пытаться давать геоме- 
трическое толкование соотношениям, изображаемым посредством урав- 
нений между координатами, и посредством таких уравнений стараться’ 
овладеть всеми возможными геометрическими фигурами. После точеч- 
ных коорлинат самыми простыми в пространстве являются плоскостные 
координаты, а на плоскости — прямолинейные координаты. В дальнейшем 
мы будем изучать-только пространственные соотношения, так как на 
плоскости положение вещей совершенно аналогичное. Издавна при- 
выкли в уравнении плоскости 


их ру и2-- 1=0 


на величины и, 9, ® смотреть. как на „постоянные“. Особенность. 
новой точки зрения. заключается в том, что на величины и, 9, 
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смотрят как на координаты плоскости, как на переменные, и что 
с ними оперируют совершенно так же, как с точечными координа- 
тами х, у, 2. Как известно, величины и, 9, ® имеют следующий эле- 
ментарно-геометрический смысл: они являются с изменением знаков 
обратными величинами длин тех отрезков, которые плоскость отсекает 
на трех координатных осях. Совершенно подобным же образом мы 
можем исходить, например, из уравнения поверхности второго порядка 


Ах--Вху--...--1=0 


и рассматривать как координаты его девять коэфициентов, так что 
основным элементом пространства в этом случае ‚будет 'Р.. В обоих 
случаях мы можем рассматривать различные уравнения между новыми 
координатами и ставить вопрос об их геометрическом смысле. С этой 
точки зрения наше эмпирически данное пространство будет иметь, 
в зависимости от выбора пространственного элемента, то или иное 
число измерений, а именно, равное числу координат, необходимых 
Эля однозначного определения отдельного элемента. 

Эта мысль, которую мы пытались выяснить на нашем примере, 
восходит к Плюкеру; начиная с его „Аналитико-геометрических иссле- 
дований“, она пронизывает все его последующие работы. Позднее эта 
мысль была вновь выдвинута Ли (Ма. Аппаеп, т. 5). 

‚ Рассмотрим теперь, как эта идея развивалась в деталях. Первое 
проявление этой новой идеи мы находим в принципе двойственности, 
т. е. в противопоставлении точки и плоскости в пространстве, точки 
и прямой на плоскости. Этот .принцип в свою очередь развился из 
полярного соответствия относительно поверхности или кривой второй 
степени, следовательно из уравнения: 


Хану, ==0 (ад, — а). 


Брианшон рассмотрел всего лишь один пример. Первый, кто система- 
тически продвинулся вперед в этом направлении, был Понселе; его по 
справедливости называют основателем „проективной геометрии“, в ко- 
торой, впрочем, этот принцип является только отдельным, хотя и очень 
ценным, вспомогательным средством. 

Понселе (родился в Метце в 1788 г.) был не только математиком, 
но так же офицером и техником. Главной его работой, относящейся 
к рассматриваемым здесь вопросам, является „Трактат о проективных 
свойствах фигур“ (1. У. Ропсе|еф Ттай6 4ез ргорме$ рто]есНуе$ 
4ез Неигез). Появлением этой работы мы обязаны его военным при- 
ключениям. Понселе в 1812 г. попал в России в плен и благодаря 
этому имел в Саратове на Волге вынужденный досуг для приведения 
в порядок своих математических идей. Там „Трактат“ и был написан, 
‘но опубликован он был только в 1822 г. в Париже. В качестве второй 
работы Понселе мы здесь назовем „Общую теорию взаимных поляр“ 
(Тнбоне оёпёга!е 4ез ро]айез г6сргодиез) в Креллевском журнале, 
т. 4 (1829 г.). Позднее (в Метце) Понселе занялся техническим пре- 
подаванием и математико-техническими исследованиями. Кто когда-либо 
‘имел отношение к техническим кругам, тот знает, как высоко. ставится 
еще и поныне имя Понселе в теории машич (ср. например, „Водяное 
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‚ 

колесо“ Понселе). К концу своей жизни (ум. 1867 г.), находясь на 
покое в Париже, он пережил большое огорчение от того, что за этот 
промежуток времени другие занялись уже оставленной им областью 
математики и притом дали исследованиям совсем иное ‚направление, 
‘чем то, какое он им ` предполагал дать первоначально. Свое огор- 
чение Понселе изливает в книгах, которые он в то время издал; 
именно в „Приложениях анализа к геометрии...“ (АррНсаНопз а’апа!узе 
еЁ Че вботшёне..., 1862, 64), а также во втором издании своего 
„Трактата“ (1865, 66). В психологическом отношении достойно боль- 
шого удивления, что человек, достигший в расцвете своей жизни 
величайших результатов в разных направлениях — как в фортификации, 
так и в технике — вернулся в старости к чисто научному честолюбию 
‘своей юности и жаловался на свою жизнь потому, что его мысли 
толучили всеобщее распространение не в той форме, какую он им 
придал и не исключительно под его именем. 

Наряду с Понселе надо назвать Жергонна; у него была более 
философская голова. Поэтому он разработал в более общей форме 
то, что Понселе дал в специальной форме; например, он ввел самое 
слово двойственность. Он всегда наряду с данной теоремой ставил 
соответствующее ей двойственное предложение и показывал, как 
в самом нашем представлении, даже и без помощи конического сече- 
ния, оба эти предложения стоят друг с другом рядом. Подобным же 
образом он ввел в употребление систему параллельных столбцов, 
которыми с тех пор пользуются во многих учебниках; здесь имеется 
з виду та система записи, когда на разделенной пополам странице 
непосредственно противопоставляются друг другу соответствующие 
предложения 1). Основные его работы находятся в 16 т. его Анна- 
лов (1825|26). 


Со стороны немцев к нему примыкают Мебиус и Плюкер; последний 


со своими „Аналитико-геометрическими исследованиями“ И, 1830/31 г. 
В этом сочинении развивается понятие плоскостных координат в таком 


виде, как мы о них говорили. Принцип двойственности вытекает 
У Плюкера из уравнения: 


их у 2-1 =0, 


которое ‚говорит о взаимном расположении точки и плоскости. Если 
зафиксировать м, 9, ®, то мы будем иметь уравнение плоскости 
в точечных координатах; если же зафиксировать х, у, 2, то мы будем 
иметь уравнение точки в плоскостных координатах. Обе точки зрения 
совершенно равноправны в силу симметрии уравнения. относительно и, 
9, ших, у, г. Эта уравнение, написанное в однородных коордннатах, 
имеет вид: 


их [изо изя Е щх, =0. 


Аналогично тому, как мы имели однородные точечные координаты Хх, 
существуют так же четыре однородные плоскостные координаты и, 
С этого момента начинается развитие. аналитической геометрии в ‘двух 


\) См. далее например 6 24 и 95. 


Зак. 199. — Клейн. К 6 
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параллельных руслах, причем кривые 1-го порядка и я-го класса 
противопоставляются друг другу. | 

Здесь особенно следует обратить внимание на то, что посредством 
принципа двойственности наша фантазия заметно оживляется. Подобно 
тому как точка описывает кривую, так касательные охватывают или 
огибают кривую. Это обстоятельство тотчас приводит к некоторым 
новым геометрическим понятиям. 
Мы можем, например, говорить. 
о двойной точке (черт. 25), через 
которую проходят действительные, 
а может ‘быть и мнимые ветви кри- 
вой (в послелнем случае мы имеем 
изолированную двойную точку), 
или о точках возврата (черт. 26); 
тогда возникает вопрос, какие же образы им двойственно соответ- 
ствуют. Разумеется, особая касательная, именно, в первом примере — 
двойная касательная (черт. 27), которая либо касается двух действи- 
тельных ветвей кривой, либо проходит изолированно. Для случая 
точки возврата мы напомним, что при движении подвижной точки 


и | ————_^ 


®’ Черт. 27. 


Черт. 25. 


Черт. 26. 


Черт. 28. 


вдоль такой кривой, подвижная точка внезапно останавливается 
и меняет направление своего движения, между тем как соответствующая 
касательная к кривой сохраняет направление своего вращения. Этому 
двойственно будет соответствовать внезапное изменение направления 
вращения касательной к кривой, хотя сама точка спокойно сохраняет на- 
т правление своего движения. Это приводит нас к точ- 
кам перегиба (или к касательным перегиба, черт. 28). 

Преобразование какого-либо соотношения, на- 
писанного в точечных координатах, к прямолиней- 
ным координатам на плоскости — очень полезное 
упражнение. Пусть, например, нам даны два эллипса 
Д =0 и Л, = 0, пересекающиеся между собой в че- 
тырех действительных точках. Произведение 1, + /› 
будет тогда (ири надлежащем выборе знаков) поло- 
жительным в куске плоскости, лежащем внутри или 
вне обоих эллипсов; в четырех же серпообразных ку- 
сках, лежащих между эллипсами, оно будет отрицательным (черт. .29). 

Положим теперь / №» ==е, где =е— достаточно малое число. Тогда 
это уравнение будет представлять кривую четвертого порядка. С, про- 
ходящую совсем близко от эллипсов, а именно, смотря по тому, 
будет ли => 0 или < 0, в положительных или отрицательных частях 
плоскости (черт. 30, 31). Это излюбленный способ для того, чтобы 
представить себе вид кривой четвертого порядка С, '). 


Черт. 29. 


1) Об этом методе ‚малых изменений“ см. многочисленные работы Брузотти 
(1; ВгазоН) АН! 131, Готфаг4о, начиная с 1913 г. 
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Теперь перед нами возникает задача произвести рассмотрения, двой- 
ственно соответствующие этим. Нашей паре эллипсов двойственно 
соответствует опять же пара эллипсов $, =0 и ©. =0 с четырьмя 
общими действительными касательными. Можно, следовательно, пользо- 
ваться чертежом 32, совпадающим с нашим первоначальным чертежом 29. 


а. 
хр м. 


Черт. 30. Черт. 31. Черт. 32. 


Как же мы найдем , теперь кривую четвертого класса? Для этой ‘цели 
будем исходить из четырех действительных „двойных касательных“ 
пары эллипсов, которые двойственно соответствуют четырем „двойным 
точкам“ нашего предыдущего случая. Мы различаем у каждой из 
касательных внутренние и внешние отрезки. Это приводит нас к двум 


новым чертежам 33, 34; на первом изображены только внутренние, на 
втором только внешние отрезки касательных. Весьма замечателен тот 


Черт. 33. 


Черт. 34. 


Черт. 35. 


способ, посредством которого мы сейчас получим кривую четвертого 
класса (при этом мы в точности двойственно перенесем прежний 
переход к кривым четвертого порядка). Именно, сочетая четыре. двой- 
ные касательные с частями обоих эллипсов, мы получаем своеобразные 
ветви кривой. В первом случае мы получаем некоторую замкнутую 
ветвь кривой с 8 точками возврата и 4 двойными точками, которая 
охватывается другой замкнутой ветвью кривой (черт. 35); эта кривая 
как раз и соответствует кривой четвертого порядка. чертежа 30, . 

* У | х й 


б* 
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имеющей на одной из своих ветвей 4 двойные касательные и 8 точек 
перегиба. Во втором случае (черт. 36) мы получаем еще кривую чет- 
вертого класса несколько запутанного вида, которая состоит из четырех 
отдельных гиперболообразных. частей, уходящих в бесконечность; 
каждая из них имеет две точки возврата и одну двойную точку. 
Четыре эти части взаимно пересекаются в 24 двойных точках. 

Этот пример показывает, как получается двойственное отображение; 
несомненно, посредством подобного приема геометрическая интуиция 
получает очень хорошее упражнение, и поэтому весьма рекомендуется 
проштудировать в таком же смысле другие кривые, также и трансцен- 

дентные, как, например, сину- 
соиду. Но мы не будем огра- 
ничиваться  двойственностью 
в тесном смысле слова. 

С точки зрения Плюкера 
в качестве элемента можно 
выбрать не только плоскость 
в пространстве (или прямую 
на плоскости), но также про- 
извольные другие образы, и 
определять их затем посред- 
ством координат. Мы выберем, 
например, образ второй сте- 
пени 


Хадлияк == 0. 


На плоскости это уравнение 
представляет коническое се- 
чение, определяемое посред- 
ством 5 независимых постоян- 
ных, в пространстве — по- 
верхность второго порядка Р., определяемую посредством 9 незави- 
симых постоянных. В соответствии с этим говорят о многообразии 
5 или 9 измерений. Если затем мы будем изучать какое-нибудь уравне- 
ние между ау, то мы можем истолковать его как образ, являющийся 
в этом многообразии конических сечений некоторым определенным 
подмногообразием низшего числа измерений. Совершенно аналогичным 
образом можно поступать в случае образов второго класса: 


Уалщи, = 0; 


опять-таки можно устанавливать соотношения между а, и толковать 
их геометрически. 

Мы не будем вдаваться в подробности, а ограничимся лишь исто- 
рическими замечаниями. Исследования в указанной здесь области были 
опубликованы, например, Рэйе, автором известного учебника, в жур- 
нале Крелля, том 22 (1877): „О линейных системах и сетях поверх- 
ностей второй степени“ (Кеуе, ОЪег Нпеаге Зуз{ете ип СемеБе уоп 
Е4спеп хмецеп Сга4е$). Как показывает само заглавие, Рэйе ограничи- 


° 


Черт. 36. 
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вается рассмотрением только линейных соотношений между коэфициен- 
тами. Ср. также Сегре (С. Зезге, $41410 зиПе диаансНе...) в Метонпе 
Тото (2) 36 (1883), стр. 3— 86, затем там же ЗиШа зеотеёа ЧеПа 
геНа..., стр. 87 — 157. 


$ 20. Прямолинейные координаты. 


Перейдем. теперь к дальнейшему примеру, который мы, ввиду его 
важности, изложим подробнее, именно, к геометрии прямых линий, 
т. е. к геометрии, рассматривающей в качестве элементов простран- 
ства прямые линии. Здесь речь идет об исследованиях, которые 
Плюкер опубликовал в 1868/69 г. в своей работе „Новая геометрия 
пространства, основанная на рассмотрении прямой линии как элемента 
пространства“ (Меше Сеотеше 4ез Каитез рертйпае{ аиЁ @е Венаснв- 
{пе ег регадеп Ге а15 Каитеетелё). Впрочем в этой новой работе 
Плюкер возвращается к старым исследованиям, изложенным в „Системе 
геометрии пространства“ в 1846 г. (см., например, № 258). Здесь 
Плюкер высказывает ту мысль, что прямые зависят от четырех по- 
стоянных и что всегда уравнения между четырьмя переменными можно 
толковать, как соотношения между прямыми пространства. Прямая 
линия в пространстве будет задана, если, например, известны ее 
проекции на две координатные плоскости, хотя бы на плоскости х, 2 
и у, 2; следовательно 


=7а-р, у=з2-с. 


Величины г, $, р, а как раз и рассматриваются как прямолинейные 
координаты. 

Можно затем получить три типа образов, смотря по тому, одно, 
два или три уравнения заданы между прямолинейными координатами; 
в соответствии с этим эти образы зависят от трех, двух или одного пара- 
метра. Плюкер называет их соответственно линейчатыми комплексами, 
линейчатыми конгруэнциями и линейчатыми поверхностями. Первый 
пример линейчатых комплексов дают касательные к произвольной поверх- 
ности, но этот пример не является общим случаем, в чем мы убедимся, 
если вспомним, что уже говорилось о, линейных линейчатых комплексах. 
Пример линейчатых конгруэнций нам уже встречался; линейчатую кон- 
груэнцию образуют, например, общие касательные двух поверхностей Ро. 
В этом случае, в частности, мы называем поверхности второй степени 
фокальными поверхностями плинейчатого образа. Примером линей- 
чатой поверхности является всякий однополостный гиперболоид, и при- 
том в двойном смысле, смотря по тому, направим ли мы свое внимание 
на одно или другое семейство прямолинейных образующих. 

Более глубокое рассмотрение этих исследований показывает нам, 
что целесообразно наряду с г, $, р, с ввести еще в качестве равно- 
правной пятой координаты 


78 — 5р =1. 


Именно, если мы составим прфекцию прямой на третью координат- 
ную плоскость, плоскость х, у (что достигается простым исключением = 
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из вышеприведенных уравнений проекций на плоскости х, 2 и У, =), 
то получим уравнение 


Гу — 5х = 13 — 5р. 


Мы видим, что после введения \ устраняется ничем не оправданное 
особое положение третьей координатной плоскости. После того, как 
введены пять прямолинейных координат Г, $, 6, ©, т, связанных усло- 
вием 

Т == 7$ — 56, 


изучают линейные, а также квадратичные уравнения между ними, и 
называют получающиеся при этом образы линейным комплексом, ком- 
плексом второй степени и т. д. 

Мы все же сделаем еще один обобщающий шаг, именно, введем 
однородные переменные. Этой цели мы лучше всего достигнем следую- 
щим образом. Если прямая определена посредством двух своих точек 
хугих,, У’, 2’, то, как легко видеть, пять ее прямолинейных коорди- 
нат выразятся формулами: 


хи ый уу 
т А И те ху’ — му 
= 5 
х'а— д "2—2 2—2 
р О ЕЕ 


Вместо наших пяти координат у, $, р, °, м целесообразно теперь ввести 
отношения следующих величин: 


г:5$: 1: о: р:т, 
которые тотчас дают отношения: | 
(х—х'):(у— у): (2—2) :(уг' —у’2) : (гх'— 2): (ху — ух’). 


— Между этими шестью величинами, которые мы теперь выбираем 
за однородные координаты прямой, существует тождественное 
соотношение: 


К(е—х) (уг — у’) (у— У’) (ах =") (2—2) ву — У) =0. 
Чтобы это соотношение легче было запомнить, мы образуем матрицу 
нуна | 


. Легко видеть, что шесть прямолинейных координат относятся 
как миноры второго порядка, которые можно образовать из этой мат- 
рицы. Если мы хотим освободиться также и от прямоугольной системы 
координат и положить в основу координатный тетраэдр, то вместо 
только что написанной матрицы мы будем иметь следующую матрицу: 


м Жы 
У: Уз Уз У 
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Из нее мы опять образуем миноры второго порядка“ и, введя множи- 
у 

тель пропорциональности р, назовем однородными координатами пря- 

мой линии следующие величины: 


ор1е — 15 — №51, ОР: == ХУ, — м У., 

РР1; = Уз АвУь БР = ХУ. —Ж№у,, 

РР14 — 1, — ХУ: Роз == №, —ЖуУ., 
или короче: 


Рав — Ук Мы - 


Словами наш результат можно сформулировать так: прямолинейными 
координатами ру, в пространстве мы называем шесть величин, кото- 
рые относятся как миноры второго порядка, составленные из коор- | 
динат двух точек, лежащих на прямой линии. 

Между ними существует квалратичное соотношение 


Р = Р:орз, | Разраз Е Рарэв == 0. 


Оно очень просто получается из следующего уравнения: 
21 Аз № № 
У: У Уз у: 


0 
о № 9 
У: Уз Уз У и 


левую часть которого надо развернуть таким образом, чтобы каждый 
минор второго порядка, состоящий из элементов первых двух строк, 
Умножался на соответствующий сопряженный минор. - 

Это один из способов введения прямолинейных координат; он `ос- 
новывается на том, что всякая прямая линия определяется двумя своими 
точками. В этом смысле Плюкер называет прямую линию лучом, 
а координаты р’ „лучевыми координатами“. В противоположность 
этому прямую линию можно определить еще как пересечение двух 
плоскостей; тогда, следуя Плюкеру, ее называют осью и говорят об 
„осевых координатах“ (терминология, к сожалению, не вошедшая 
в употребление; новые авторы предпочитают употреблять во всех слу- 
чаях слово „луч“, взятое из оптики). Как же определить осевые коор- 
динаты? : 


Мы образуем совершенно ‘аналогичным образом матрицу из коор- 
динат обеих плоскостей 
Ш о Ша и, | и 
. И | 


91 93 93 9. 


а также ее миноры второго порядка. Затем полагаем: о 


Че — 9 — Иру, 
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эти шесть величин дают нам шесть координат прямой, линий, по` 
которой ‚пересекаются обе плоскости и и 5. Между ними также су-- 
ществует квадратичное тождество: 


@ = 91591 + 913942 Е 914923 = 0. 


Само собой напрашивается вопрос, когда координаты р, и 9. бу- 
дут относиться к одной и той же прямой? 

Очевидно тогда, когда точки х; и у; употребленные для получе-- 
ния ру» лежат в употребленных для получения 4, плоскостях и; и 9,» 
следовательно, когда существуют (мы пользуемся легко понятным спо- 
собом записи) четыре уравнения их =0, иу=0, эх=0, чу==0.. 
Чтобы получить отсюда приведенное ниже соотношение между вели- 
чинами ру и ал» требуется произвести небольшое вычисление, кото- 
рого мы здесь делать не будем. 

Мы получим, что р, и 4, пропорциональны между собой, но при 
условии некоторой перестановки индексов: 


Р1>: Раз: Рид :Рза : Ро: Роз == Чза : 942: 923 : 912: 913 : 914: 
Вместо этого можно также написать: 


дак бра * 


где р и с являются множителями пропорциональности. 

Выведем еще в прямолинейных координатах условие пересечения 
двух прямых. Очевидно мы получим четыре формулы, в зависимости 
от того, возьмем ли мы одну или другую прямую в лучевых или осевых 
координатах. Самый вывод этих формул будет основываться на двух 
парах точек, лежащих на этих двух прямых: точек х; и у; на одной 


прямой, точек х. и У, на другой прямой. Если эти две прямые пере- 


секаются, то четыре точки лежат в одной плоскости, т. е. мы полу- 
чим следующее равенство: . 


ррах — 


а 

У: Уз Уз 4 

у у у р 

1 №2 Хз №4 

7 й @ Ц 

У: У» Уз У 

Если левую часть разложим. опять по минорам второго ‚порядка, то 
получим: . 

, р [2 ’ ? Га 
РаоРна Е РазРаз Е РаРаз Е Раа Раз | РаоРаз Е Роза ==‹0 


или, принимая во внимание соотношение, которое связывает ру и 4 
одной и той же прямой, 


Ури Чи, = 


==0. 


УЧР, —0 


или же: 


9294 -- 99а Ча 93 - Ча 95 Г 99 ь | да 9 =0. 
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Следовательно, каждое из этих четырех уравнений представляет 
собой условие пересечения двух прямых в прямолинейных координа-- 
тах; мы видим, в частности, что эти условия являются линейными от- 
носительно координат каждой прямой. 

Наконец, мы определим прямые линии пространства посредством 
координат-рх и Чл которые удовлетворяют условиям Р =0 и @ =0. 
Определяя однозначно г, $, р, < через координаты р), теперь можно.. 
обратно, высказать следующее предложение: 


Если шесть величин ру. Удовлетворяют условию Р =0, то он 


всегда могут быть рассматриваемы, как координаты прямой линии- 
Аналогичное имеет место для 4. 


$ 21. Линейные многообразия линейчатой геометрии. 


Обратимся теперь к новой. задаче, именно, включим в рассмотрение 
линейные уравнения между координатами р. и 4... Спросим себя прежде 
всего, какое геометрическое значение имеют одно, затем два, наконец, 
три уравнения между ними. 

1. Пусть задано одно уравнение между величинами ру. или величи- 
нами 92. Очень удобно в нашем рассмотрении излагать оба случаж 
параллельно. Пусть, например, заданы уравнения:: 


Уакриь=0 или УЖ6аь=0. 

Величины а должны совпадать с. величинами 6 в соответствии. 
с имеющимися между координатами р; и 9х, соотношениями, поскольку’ 
каждые две из этих последних, снабженные „взаимно дополнительными 
индексами“, означают одно и то же. Наше уравнение представляет 
линейный линейчатый комплекс; мы называем его линейным, так как 
представляющее его уравнение — первой степени. 

Каков же его геометрический смысл? Здесь имеется один частный 


случай, значение которого мы сейчас же наглядно уясним, именно тот» 
когда выражение й 


А=ааи -- ава -- ада, или В==615бы - 61збуь Е 614653 
обращается в нуль. Тогда в качестве прямолинейных координат можно 
рассматривать сами величины ал и бд; можно, например, положить: 

Ч Ч и» ия» 


чтобы перейти к обычному способу обозначений. Тогда наше первона- 
чальное уравнение перейдет в 


р о ТА С-В 
У Чара == 0 или ХР. 9, 0 
Отсюда, принимая во. внимание последнюю формулу $ 20, получим 
предложение: 
Если А=В==0, то мы имеем специальный линейный комплекс, 
все прямые линии которого. пересекают некоторую фиксированную 


прямую, именно прямую, координатами которой являются 9, =, , 


и Ри; = щ. 
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Из этого случая мы легко можем вывести одно свойство выраже- 
‚ния А или В. Именно оно является инвариантом нашего линейного 
комплекса. В качестве предварительного определения, более для ориен- 
тации, чем для точного установления этого понятия, можно сказать 
следующее: 

Под инвариантом геометрического образа мы понимаем `выраже- 
ние, составленное из коэфициентов уравнения этого образа, обраще- 
ние в нуль которого выражает нечто независимое от выбора 
системы координат. В силу этого подобное выражение при преобра- 
зовании координат; вообще говоря, изменяется только на необра- 
щающийся в нуль множитель. 

А (или В) есть как раз выражение такого рода. Поэтому мы назо- 
вем его просто „инвариантом комплекса“ 

Каков же геометрический смысл уравнения 


У, ар. =0 > б,Ч п: =0 
Ф 
в общем случае? Вместо первого уравнения можно написать также 


Уаи. (ху к— ЖьУй = 0; это уравнение представляет все прямые, соеди- 
няющие какие-нибудь две удовлетворяющие ему точки х, у. Но послед- 
нее уравнение было уже нами рассмотрено. Оно определяло нуль-систему, 
а подлежащие рассмотрению прямые мы называли „нуль-прямыми“ 
этой нуль-системы. Отсюда-мы тотчас получаем: 

Прямые линии нашего линейного комплекса являются нуль-пря- 
мыми некоторой нуль-системы, которая о ооа тривиальным 
образом, если комплекс является специальным. 

Это предложение мы сейчас же можем распространить на линейча- 
тый комплекс я-Й степени, который может быть определен уравне- 
нием /,(р;,) =0. Если затем считать, например, точку х неподвижной, 
то-точка у опишет некоторую коническую поверхность п-го порядка, 
вершиной которой является как раз точка х. Следовательно, вообще 
8 случае произвольного линейчатого комплекса п-й степени прямые 
линии, проходящие через фиксированную точку Хх, орт некото- 
рый конус п-го порядка. 

Изящество этих рассмотрений состоит в том, что они тотчас же 
переносятся на координаты д; и на уравнение: 


Зи бк 0. 
Последнее уравнение. можно переписать так: 


Ува (шо, —шл) = 0, 

причем теперь прямая линия рассматривается как пересечение двух 
плоскостей. Двойственным образом мы получим при фиксированных 
и; уравнение точки, которая соответствует этой плоскости 
в нуль-системе. Совокупность наших прямых линий будет предста- 
влена опять нуль-прямыми нуль-системы. Вообще, при заданном урав- 
нений } (4), мы получим для а.= и, —ошиь при фиксированных 
ц в плоскостных текущих координатах ох уравнение кривой, кото- 
рая в плоскоспиг и огибается прямыми комплекса; кривая является 
кривой п-го класса. 
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2. Переходим теперь к рассмотрению системы двух линейных 


уравнений, которым должны одновременно удовлетворять прямоли- 
нейные координаты: 


ь1 , 
Уари=0 и Уаири=0. 


Определенный ими геометрический образ назовем линейной конгру- 
эницицей. 

Сколько ее прямых проходит через произвольную точку простран- 
ства? В первом комплексе 


Уакри =0, 


так же как и во втором комплексе произвольной точке х . ставится 
в соответствие плоскость. Прямая пересечения этих двух плоскостей 
является единственной прямой нашей системы, проходящей через эту 
точку пространства. Соответствующее предложение будет служить 
ответом на вопрос, сколько прямых лежит в одной плоскости. 

Следовательно наша линейная конгруэнция является конгруэн- 
цией первого порядка и первого класса, потому что через каждую 
точку пространства проходит, вообще говоря, только один луч, 
и в каждой плоскости лежит, вообще говоря, только одна оеь. 

Все ‘прямые линии конгруэнции принадлежат также комплексу 


У (@,-- ла) ра = 0. 


Последнее выражение при переменном Х дает нам целый ' „пучок 
линейных комплексов“. Поэтому можно себя спросить, не содержатся ли 
среди этих комплексов специальные комплексы, т. е. не можем ли мы 


у 
дать \ также значения, чтобы сами величины а,,--Ха„ можно было 


считать за прямолинейные координаты? Тогда должно иметь место 
следующее уравнение: 


(а. | ла,,) (@\-Е ла, о: Е ы) (а»-Е ла, 79 
-- (а ла.) (а -- №3) т й. 


Но это уравнение является квадратным относительно ^. 

Поэтому, вообще говоря, в пучке этих комплексов имеется два 
специальных комплекса; следовательно, конгруэнция состоит из 
всех прямых, проходящих через две неподвижные прямые, ее „напра- 
вляющие прямые“. 

Эти прямые могут быть действительными или комплексно-сопря- 
женными. Однако имеется также еще и тот частный случай, когда 
квадратное уравнение дает для ^ двойной корень. Тогда мы ‘имеем 
одну дважды считаемую направляющую прямую или директрису. Нако- 
нец, наше уравнение может также обращаться в тождество. Условием 
этого является: 


— а, ав. | 41а. а. @з == 0, А’ = а’, а е а, а =+ а — =0. 


СА и 43. @15 ВЕ 13 @ 42 э-- 4 413 Е а, НЕ ана т 


| 
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Но первое уравнение говорит, что первый комплекс является спе- 
циальным, т. е. состоит из всех прямых, пересекающих некоторую. 
неподвижную прямую. То же самое в силу второго уравнения имеет’ 
место для второго комплекса. Наконец, третье уравнение показывает, 
что обе эти неподвижные прямые сами взаимно пересекаются. Следо- 
вательно, в этом случае (когда уравнение для \ обращается в тож- 
дество) мы имеем дело с „распадающейся“ конгруэнцией. Она со- 
стоит из некоторой конгруэнции первого порядка, нулевого класса, 
все прямые которой проходят через одну фиксированную точку 
пространства, и конгруэнции нулевого порядка, первого класса, все 
прямые которой заполняют некоторую плоскость. 

Конгруэнция имеет бесчисленное множество направляющих прямых. 


/ 
Ч = ЧР №9 


именно все прямые, принадлежащие пучку прямых, определяемому’ 
с помощью аи О: : 

Что касается теории конгруэнций, то она имеет целую область 
применений, подобно тому, как линейные комплексы в качестве нуль- 
системы находят применение в механике. Мы имеем в виду геометри- 
ческую оптику. В ней конгруэнцию называют „системой лучей“. Рас- 
сматривают, например, световую точку, посылающую лучи во все 
стороны; они образуют конгруэнцию первого порядка, нулевого класса. 
Эти лучи могут, например, падать на линзы, которые, впрочем, могут 
быть совершенно произвольной формы (не обязательно сферическими); 
можно представить себе еще, что лучи отражаются затем от какого- 
нибудь зеркала. В конце концов все полученные таким образом лучи 
образуют семейство прямых линий, зависящее опять-таки от двух 
параметров, т. е. в0 всех случаях получается некоторая линейчатая 
конгруэнция. В качестве первых исследователей, работавших в этой 
области, здесь следует назвать Эйлера, Монжа (1781), Малюса, Га- 
мильтона и Куммера. 

Разумеется, эта оптическая система лучей, вообще говоря, не яв- 
ляется линейной ‘конгруэнцией. Но приближенно, вблизи каждого 
своего отдельного луча, она может рассматриваться так, как если бы 
она была линейной конгруэнцией, подобно `тому как в окрестности 
данной точки поверхность заменяют ее касательной плоскостью в этой 
точке. К этому способу рассмотрения относятся построенные Куммером 
модели !). Они`дают все лучи линейной конгруэнции, проходящие через 
точки маленького круга, расположенного в плоскости; перпендикуляр- 
ной к некоторому выбранному лучу, и имеющего центр в точке пе- 
ресечения этого луча и плоскости. Отдельно приходится рассматривать 
три случая: случай, когда обе направляющие прямые конгруэнции 
действительны; когда они обе мнимы; наконец, когда они совпадают. 

Очень поучительно представить себе всю совокупность лучей, 
образующих линейную конгруэнцию. Если направляющие прямые дей- 


1) См. каталог математических моделей Дика, Мюнхен 1892, 
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‘ствительны, это, разумеется, не представляет затруднений. Напротив, 


в случае мнимых или совпадающих направляющих прямых трудно 
обойтись без моделей. и. 

'3. Пусть заданы ‘три линейных уравнения в прямолинейных 
жоординатах: 


Хари =0, Хари, —=0, Зари — 0; 


«ни представляют однопараметрическое многообразие прямых линий, 


т. е. некоторую линейчатую поверхность. Спросим себя теперь, 
какого порядка будет эта поверхность. Для этой цели подсчитаем 
ГА 


число ее точек пересечения с прямыми 9; т. е. число линий, которые 
кроме заданного уравнения удовлетворяют еще следующему уравнению: 


У ЧР 20: 


Если мы вспомним, что между координатами имеет место еще ква- 
‘дратичное соотношение Р (р) =0, то увидим, что число решений 
всех наших уравнений с шестью однородными переменными ру. как 
фаз равно двум. Это значит, что на нашей линейчатой поверхности 
имеется, вообще говоря, две прямые линии, встречающие пря- 
мые Ир Легко понятное обобщение приводит к следующему предло- 
жению: ы 

Три комплекса порядка [, т, п имеют общую линейчатую по- 
верхность порядка 2 - [+ т-п. 

В нашем специальном случае линейных комплексов, в качестве 
образа, составленного из их общих прямых, мы получим линейчатую 
поверхность второго порядка, т. е. однополостный гиперболоид; 
‚разумеется эта поверхность может перейти, в частности, в гипербо- 
лический параболоид. 

Однополостный гиперболоид наряду с одним семейством образую- 
чцих имеет еще и второе семейство; поэтому возникает вопрос о том, 
какую роль здесь играет это последнее. Прежде всего очевидно, что 
поверхность второго порядка принадлежит одновременно не только 
трем заданным комплексам, но и целому трехчленному семейству: 


7 / Г и 
^Уаири НА Хара, Х Уари =-0 


/ 
Уба,-Н Ка, ариь=0. 


Попытаемся и в нем определить опять специальные комплексы. 
Для этой цели нам просто надо положить равным нулю инвариант 


Или 


жомплекса, т. е. 


Г’ 
`  Оа,-ЕХав-Е ^ а.) (а„-Е х ба Я ^ а.) яр 


и п и г 


- ба Ха -- Ка) бала аь) 
бай Ха, а) ба, Е Ха, ^’а,) =0. 


ЕЕ 
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Но это — квадратичное соотношение для отношения №: ^’: А"; сле- 
довательно оно доставляет. однопараметрическое семейство систем 
решений. Направляющие прямые этих специальных линейных ком- 
плексов, содержащихся в нашем семействе, являются прямыми. вто- 
рого семейства образующих нашего гиперболоида. 

Впрочем мы будем называть такое семейство линейных комплексов, 
как представленное вышеприведенной формулой, смотря по обстоя- 
тельствам, то трехчленным линейным семейством, то двупараметри- 
ческим линейным семейством; допустимость обоих ‘оборотов речи легко 
понять. Скоро нам придется часто пользоваться этой терминологией. 
Теперь мы могли бы изложить еще специальные случаи, которые 
может представить трехчленное линейное семейство линейных компле- 
ксов; но мы на этом останавливаться не будем и, переходя дальше, 
спросим себя: 

4. Что означают четыре линейных уравнения между ру? 

/ и И! 
Хари =0, Уоирь=0, Уаири=0, Хари =0. 
Так как кроме них существует еще квадратичное соотношение Р = 0, 
то эти уравнения доставляют нам два решения, т. е. 
_ Четыре линейных комплекса имеют, вообще говоря, две общие 
прямые. 

Обобщая, получаем следующее предложение: четыре комплекса 
порядков [, т, п, о имеют, вообще говоря 2.1- т-п-о общих прямых. 
Разумеется, существуют особые случаи, которые мы здесь рассма- 
тривать не будем. 


$ 22. Линейный комплекс, как пространственный элемент. 


Перейдем теперь к изложению дальнейшего развития линейчатой 
геометрии по работам Клейна, Маш. Аппаеп, т. 2, 1869 г. 1). Эти 
работы основываются на том, что в качестве элемента’ пространства 
мы рассматриваем не прямую линию, но вообще линейный линейчатый 
комплекс, определяемый уравнением 


Хари =0, 


т. е. мы изучаем уравнения между коэффициентами аз комплекса. 

С этой мыслью очень хорошо согласуется цель, которую пресле- 
довал Болл в своей теории винтов (уже упомянутой нами). Там он 
рассматривает винт, как элемент пространства; к сожалению, в под- 
робности этого мы входить не можем 2). Итак, величины ал рассма- 
триваются в качестве координат, которые в случае нужды мы будем также 
обозначать д,;, причем всегда следует принимать во внимание извест- 
ное нам правило относительно перестановки индексов. 


1) „иг Тнеоце 4ег 1Атеп Котр]ехе егз{еп ип@ 2\еНеп Отгадез“. „Пе аЦее- 
тете Ппеаге ТгапзюгтаНоп 4ег [1л1епкоогатаеп“. См. безаттееп АБпапаши- 
еп, том Т, стр. 53, «тр. 81. 

2?) См. также Кешз \Метке том Т, стр. 503, ‘где дан обзор теории винта 
Болла. 
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Пусть заданы две системы новых координат а, И а, (или также 


5, 5... Из них мы образуем линейное семейство ла, НХ ад. Этому 
двучленному, т. е. однопараметрическому семейству, соответствует, как 
мы знаем, пучок линейных комплексов. По известной схеме для каж- 
дого отдельного комплекса этого пучка мы образуем инвариант: 


ба, ЕК.) аи)... +... 


или 
2 12 2’ ’ / / / 7 / / / 
^А-НХА НА (аа Раза», аа. -- ада Раза. Г @..а;з), 


’ Ня , НИ, 

где е И А ее обозначают а, а, а.а„-рана» и пьйы ТР. 
В « . 

-На,.а,,„-- 4,44. А и А являются „инвариантами“ комплексов аи а 


Сейчас нас особенно интересует выражение, стоящее в скобках, кото- 
рое коротко можно записать в виде: 
/ г 
Ха, В, или нь 

`Назовем его совместным инвариантом двух комплексов. Ближай- 
шим вопросом будет опять вопрос о том, что означает обращение 
в нуль совместного инварианта. Так как 6, могут быть даны совер- 
шенно произвольно, то уравнение 


— ’ 
Хаб, =0 


при переменных @, одновременно изображает общее линейное урав- 
нение, которое можно образовать из координат комплекса. Поэтому 
с нашим последним вопросом связан вопрос о значении общего линей- 
ного уравнения между координатами комплекса. 

Как же расположены один относительно другого два комплекса, 
для которых имеет место уравнение . 


али — 07 


Ответ на этот вопрос представляет большую важность для многих. 


последующих исследований. Это взаимное положение обоих комплексов 
называют инволюторным положением. Болл называет два винта, нахо- 
дящихся в подобном соотношении, „взаимными винтами“. 

Для полного понимания этого соотношения мы должны вернуться 
к понятию „инволюции“, как оно рассматривается в низшей проектив- 
ной геометрии. Там, как известно, в простейшем случае инволюцией 
называют соответствие точек прямой, при котором, после того, как 
выбраны две неподвижные действительные или мнимые точки а; и 4. 
этой прямой, каждой точке р нашей прямой ставится в соответствие 
четвертая гармоническая точка р’ этой прямой. Впрочем выражением 
эинволюторное соответствие“ мы ведь уже пользовались в теории 
обратных радиусов и в случае нуль-системы. В согласии с употреблен- 
ным там способом выражения соответствие между точками р и р’ на 
нашей прямой линии является в действительности взаимно обратным 
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Теперь вернемся к линейному комплексу. Выберем какую-нибудь 


плоскость пространства; в ней посредством комплекса а: т 

точка х; и точно так же посредством второго комплекса а, выде- 
, 

‚ляется вторая точка ^; в качестве носителя лучей комплекса в этой 


плоскости (см. черт. 37). Соединяющая эти точки прямая принадлежит 
обоим комплексам одновременно и представляет собой луч конгруэн- 
ции в, выбранной плоскости. Очевидно, теперь, к комплексу ЛХа.-- 


А р в нашей плоскости принадлежит некоторая точка того же 


самого луча конгруэнции (так как этот луч является общим для всех 
комплексов семейства); и притом однородные координаты этой точки 


у: 
‘даются выражением ^х,-|-^х,. Чтобы найти направляющую прямую 
ый 
«семейства комплексов Аа„--^ а, мы составили уравнение: 
АЗ ААА" {...} =0. 


Если совместный инвариант обоих ком- 
плексов равен нулю, то это уравнение 
переходит в 


АХ? -- А’)? — 0 


ИА. 


Поэтому при нашем предположении уравнения направляющих прямых 
получаются в форме 


У—^ Увы УА Хара. = 0 


У—^’ Хар, —УАХор,=0, 


тде теперь коэфициенты ри, взятые с надлежащими индексами, явля- 
зотся координатами направляющих прямых. Очевидно, эти направляющие 
прямые должны встречать обозначенный на чертеже луч конгруэнции 
в двух точках 4; и 4, так как ведь он также принадлежит специаль- 
ным комплексам, определенным направляющими прямыми. В качестве 
координат этих точек пересечения мы получаем: 


= И 
/ 
У—А’х-- У дж 
ие а. 
У—А’х,—УАж. 
Жак видно, эти точки расположены гармонически относительно точек 


^; и _. так что в качестве окончательного результата получаем сле” 


‚дующее предложение: 

„Два линейных комплекса, находящихся в инволюции, доставляют 
-в некоторой произвольной плоскости пространства на принадлежащем 
„этой плоскости луче конгруэнции две точки, которые всегда гармо- 
нически расположены по отношению к двум точкам пересечения луча 
-конгруэнции с обеими направляющими прямыми. 


или 
Черт. 37. 


для 41: 
для 45: 
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В этом предложении слова точка и плоскость можно поменять 
местами, т. е. само инволюторное положение двух линейных комплексов 
является двойственным самому себе. Если мы теперь предположим, 
что один из двух комплексов (инволюторно расположенных) является 


и 7 
специальным, то можно положить, например, 0,,=ру, и наше урав- 


нение 7 
Хаб, =0 


переходит в 
Г 
Хар, =0. 


Следовательно, инволюторное расположение попросту показывает, 


что направляющие прямые этого специального комплекса принадлежат 
второму комплексу. 


Если, наконец, мы предположим, что оба комплекса являются спе- 
Га [и 
циальными, то мы положим 6, =р;, а,=4) и получим уравнение: 
} , 
У, 9 „б.у = 0. 


Следовательно, инволюторное расноложение показывает, что обе 
направляющие прямые пересекаются. Разумеется пи факта можно 
объединить в общее определение. 

В линейном уравнении 


7 
У аб. —0 
мы имеем общее Условие для инволюторного расположения обоих 


комплексов а, В. С подобным линейным уравнением можно всегда 
связать теорию взаимности. Так как линейный комплекс 


> арк = 0 


зависит от пяти существенных постоянных, то вообще мы будем иметь 
дело с пятимерным многообразием линейных комплексов. Если заданы. 
шесть каких-нибудь линейных комплексов 


Хари =0 Мар, =0...., 


друг от друга линейно независимых (т. е. детерминант, составленный 
из их коэфициентов, не обращается в нуль), то с их помощью можно 
составить общий линейный комплекс с шестью параметрами таким 
образом: 


Г / 
^ Хари НА Хар... о ОР * 


в чем легко убеждаются методом сравнивания коэфициентов. Так как 
это выражение, состоит из шести членов, то многообразие линейных 


комплексов мы будем также называть шестичленным линейным 
семейством. 
1. Теперь, прежде всего, мы прибавим дальнейшее уравнение 
Хау, ==0, 
Зак. 799. — Клейн. 7 
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которое соответствует нашему ранее приведенному уравнению: 
ы 74 
Хаб, =0; 


только здесь для Ь мы выбрали обозначение В,‚‚, чтобы располагать 
большей свободой обозначений. Величины аз мы рассматриваем, как 
определенные заданные постоянные. Тогда комплексу с коэфициентами 
ау, будет соответствовать четырехпараметрическое семейство ком- 
плексов В; которое вместе с первым удовлетворяет написанкому 
условию, т. е. находится с ним в инволюции. Теперь мы утверждаем, 
что комплексы В;, образуют пятичленное линейное семейство. В этом 
легко убедиться. Общий комплекс составлен из шести комплексов со 
столькими же параметрами ^. Если расположить’ эту форму по коорди- 
натам ру, и подставить вместо В; коэфициенты при них в вышепри- 
веденное уравнение: 


ХаьВи, = 0, 


то получим уравнение с шестью параметрами /), из которого один из 
них можно выразить через остальные. Отсюда непосредственно сле- 
дует, что самый общий линейный комплекс, удовлетворяющий нашему 
условию, может быть составлен из пяти комплексов В; с пятью 
параметрами Л: 


: 7! ТУ У 
АВА Ви... НЕ МУВИ. 


/ ТУ 
При этом разумеется комплексы Ву» Ву».. ., Ву, должны быть взяты 


линейно независимыми, т. е. так, чтобы не все детерминанты пятого 
порялка, которые могут быть образованы из их координат, одновре- 
менно обращались в нуль. 

Все заданные величины аз, которые без ущерба для геометриче- 
ского значения можно превратить в \аз, мы теперь можем рас- 
сматривать, как некоторое одночленное семейство лине ны кол- 
плексов. Посредством уравнения 


2 авВу. = 0 


ему ставится в соответствие некоторое пятичленное семейство” 


линейных комплексов, которые все находятся в инволюции с первым 
семейством. 
2. Пусть теперь задано два уравнения: 


Х,в,=0 У а,Ва, = 0, 


/ х 
в которых величины @„иа,„ рассматриваются как постоянные. Оба 
эти уравнения мы можем объединить в одно, введя два параметра ^: 


Ио 
Ха, Ха). В, =0, 
которое нам показывает, что комплекс В‚„ должен находиться в инво- 
[ОКА 
люции со всем двучленным семейством ^а„-|-^ @,„. Мы вид м, что 
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совокупность комплексов В;„, удовлетворяющих этому условию, обра- 
зует трехпараметрическое многообразие или четырехчленное линейное 
семейство. Поэтому, если мы нашли четыре линейно независимых 
комплекса ‚такого типа В.» Во» В, В, то опять-таки самый общий 
комплекс ‘выразится формулой: | 

А.А 


№ . „АВь-НА’В НА" ВА” Ви. 


3., Наконец мы, можем считать заданными три уравнения: 
т ` 


ав, =0, У О: о аа, О. 


Тогда трехчленному семейству, образованному из трех комплексов 
ар» аз» а будет соответствовать также трехчленное семейство, каж- 
дый отдельный комплекс которого состоит в инволюции со всеми 
комплексами первого семейства. Объединяя все эти случаи, можно, 
следовательно, сказать: 

Поскольку налие условие инволюционности является линейным 
относительно координат обоих рассматриваемых линейных компле- 
ксов, оно ставит в соответствие каждому У-членному линейному 
семейству линейных комплексов некоторое (6 — у)-членное линейное 
семейство линейных комплексов, которые находятся в инволюции 
со всеми комплексами первого семейства (у —0, 2:6) 

В этом предложении ясно выступает упомянутая нами взаимность. 

Далее, мы можем обратить внимание на специальные комплексы, 
содержащиеся в этих соответствующих семействах. Если, например, 
мы возьмем трехчленное семейство линейных комплексов, то мы 
получим в нем, как мы уже знаем, однопараметрическое семейство 
специальных комплексов. Они дают образующие одной системы не- 
которого однополостного гиперболоида. 

Здесь особенно ясно бросается в глаза только что рассмотрен- 
ная взаимность между двумя трехчленными, т. е. двупараметри- 
ческиии системами линейных комплексов. Специальные комплексы 
обоих семейств являются просто двумя системами прямолинейных 
образующих некоторого гиперболоида. Инволюционное расположение 
обоих семейств проявляется в том, что все образующие первой 
системы пересекают все образующие второй системы. 

Эти исследования близко подвели нас к дальнейшему рассмотре- 
нию тем, которые своим предметом имеют введение нового общего 
координатоопределения линейных комплексов. 

Новые координаты у; мы определяем как некоторые линейные 
Формы рассмотренных до сих пор координат а; (при условии введе- 
чия множителя пропорциональности в, так как ведь нам приходится 
иметь дело только с отношениями координат): 


су, = ба 
У Са 


У 
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Разумеется предполагается, что детерминант из коэфициентов | Сала] 
отличен отунуля. Тогда мы можем разрешить уравнение относительно 
величин @д-и получим: : 


ак — >> Та Уг 


Как мы Гвидим, каждая отдельная из обобщенных координат у. 
является левой частью условия инволюционности, относящегося 
к некоторому фиксированному комплексу С,. 

Как же мы будем оперировать с этими обобщенными координа- 
тами уг Раньше мы нашли в качестве условия, характеризующего 
специальный комплекс, обращение в нуль выражения: 


а заза | ава» -- 14а. 


Если мы подставим вместо а, их значения из последнего уравнения, 
то наше условие перейдет в такое: 


Улиаух > Ума --. ==0, 


которое мы коротко обозначим 9 ==0, т. е. 

Если новые координаты относятся к специальному комплексу, 
следовательно, являются прямолинейными координатами, то между 
ними существует квадратичное соотношение 8 = 0. 


$ 23. Привлечение вспомогательных средств 
из теории квадратичных форм. 


Алгебраической областью, в которую мы теперь по необходимости 
вступаем, является теория квадратичных форм, особенно в их отно- 
шении к линейным подстановкам. Нам придется произвести краткое 
рассмотрение этих форм, которое будет скорее сводкой важнейших 
предложений, чем их выводом и обоснованием. 

1. Пусть х,,...,Х„— первоначальные координаты и 


9 Е У Рав 


— рассматриваемая квадратичная форма. Теперь мы введем в квадратич- 
ную форму новые переменные у,,..., у„ посредством совершенно произ- 
вольной линейной подстановки с отличным от нуля определителем; 


наша форма перейдет в 
= У 1ву.ь. 


Что же общего имеет эта последняя форма с первоначальной формой? 
Здесь прежде всего доказывается, что определитель |#3| является 
инвариантом квадратичной формы, который после подстановки 
обращается в нуль только в том случае, если начальный определи- 
тель был равен нулю, а в остальных случаях он изменяется только 
на необращающийся в нуль множитель. Наоборот, всякие две квад- 
ратичные формы (с необращающимся в нуль определителем) можно 
всегда перевести одну в другую посредством линейной подстановки, 
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если в качестве коэфициентов подстановки допускать также и 
комплексные числа. 

Эту теорему мы тотчас применим к нашей квадратичной форме, 
инварианту линейного комплекса 40а. № а зао -- 4.4, которую 
мы в соответствии с новыми обозначениями переменных теперь запи- 
шем в виде: хх. лох, -- ХьХь. Ее определитель равен: 


010000 
100000 
обо0то00 
ботов 
000001 
обоо0то 


Следовательно, выражение аа, + а1за.о + аа, рассматриваемое 
как квадратичная форма шести переменных, имеет отличный от нуля 
определитель. Далее из нее посредством линейной подстановки вели- 
чин а; получается форма 9. Мы заключаем, что ‘определитель 9 
также отличен от нуля и затем что всякая форма 9, обладающая 
отличным от нуля определителем, может быть получена таким 
образом при надлежащем выборе комплексных координат у. 

2. Возвратимся к общему рассмотрению квадратичных форм. Если 
мы вообще хотим исключить мнимые величины из рассмотрения, сле- 
довательно хотим ограничиться действительными квадратичными фор- 
мами и действительными линейными подстановками, то наряду с только 
что сказанным надо принять во внимание еще закон инерции квадра- 
тичных форм. Он заключается в следующем: 

Предположим, что нам удалось каким-нибудь образом перевести 
заданную квадратичную форму 


= Ух в 
посредством линейной подстановки ж В форму: 


2 2 ‚ 2 
та та |. та, 


т. е. в сумму п чисто квадратичных членов, что можно сделать разно-. 
образными способами. 


Тогда определитель новой формы будет: 
т оо .0 
Оль 00 
00 жж -.0 


00:0 м, 


Таким образом вследствие нашего ранее сформулированного пред- 
ложения ни одна из этих величин 1 не равна нулю, если детерминант 


= т ы по. . Та. 
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ИОН РИН 


заданной формы, как мы это здесь предполагаем, отличен от нуля. 
Закон инерции касается вопроса о том, сколько из этих т будут 
положительны и сколько отрицательны. Именно, этот закон утвер- 
ждает, что для каждой действительной квадратичной формы 
с необращающимся в нуль определителем, необходимо должно быть 
совершенно определенное число положительных и отрицательных 
коэфициентов т, как бы мы ни ввели переменные г. 

Если мы предположим, что нашу квадратичную форму @ можно 
привести к различным нормальным формам, например, к формам: 


И 2 2 2 2 
9=2, +=, +... -- 2 В 
/2 73 72 72 го 
9=г, =. +... ар: ри уа— те 
ср<р’, то линейные уравнения 


=0,... 


7 7 

2, == 0, 2. =0,. ...2, ==0; ри 4+1 == 0, 2 о 

имели бы нетривиальную систему решений Хх так как число уравне- 

ний меньше--и. Пусть для этих х»„ например, 2,.:-Е=0; тогда 

согласно первой нормальной формы мы получили бы (©) < 0, а согласно 

второй @ >. 0. Из этого противоречия следует: р ==р” — справедли- 
вость закона инерции. 

Применим закон инерции к рассматриваемой квадратичной форме 
тинейчатой геометрии жж Е жж и спросим себя, сколько 
будет положительных и сколько отрицательных членов при преобра- 
вовании этой формы в. форму, содержащую только квадратичные 
члены. Желаемого легко достигнуть посредством следующей подста- 
новки: ` 

= У», ХВ Уз РУ ХУ -НУь, 
Же ==: — У» 4 == Уз — Уз в — Уё — Ув 
Тогда мы получим форму: 


Чи фир, 


т. е. квадратичная форма 9, основная для линейчатой геометрии, 
в смысле закона инерции принадлежит к таким, в которых число 
положительных членов равно числу отрицательных членов. 

Если при введении новых координат мы ограничимся действитель- 
ными линейными подстановками, то мы никаким способом не сможем 
перевести @, например, в форму, составленную только из положитель- 
ных квадратов. Иначе дело обстоит при допущении мнимых подста- 
новок. Если мы добавочно положим, например, 


оО о 
22 =, 24 =» 26 = 5 
2 2 2 2 
с = — 1, то в самом деле получим форму: 2. 2, -|.... К 2“. 


Представим себе теперь, что для линейного комплекса в качестве 
координат введены какие-нибудь переменные Уз, У». ...Ув как же 


| 
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< ними мы будем оперировать далее? Рассмотрим опять, как „инвариант“ 
квадратичную форму 8 (у,,..., у,). Обращение его в нуль дает. усло-` 
вие для специального комплекса. 

Но как образовать совместный инвариант двух комплексов в новых 
координатах? Ранее мы его ввели, рассматривая коэфициент при ^^” 


о ^а,,); : 
8 разложении 9 (\а„-- а,); теперь мы поступим аналогично и напишем: 


оду-ху) = меб) м Ур, 06). 


Коэфициент при 2)! 


6 
1 09 у 
они 
1 


дает нам выражение для искомого совместного инварианта; его, 
обращение в нуль означает, как и ранее, инволюторное расположе- 
ние обоих комплексов. Если @ имеет специальный вид: 


2 2 2 2 2 2 
У, — НУ; пену НУ ВР 
то общий инвариант имеет вид: 
/ 


о. 


В соответствии со специальной формой @ мы назовем теперь основ- 
ными комплексами следующие комплексы: 


Ц 1. У =1, Уз ==0, Уз ==0,..., „Ув ==0. 
2. уу =0, у=1, Уз=0,..., ув =0 


ео . о ое . о 


6. у1=0, ур=0, ув=0,..., Ж=1. 


Легко получить инварианты этих шести основных комплексов; их 
целесообразно обозначить через © ({) и $ (1), причем одинаковыми 
индексами (й) обозначаем инвариант {-го комплекса, индексами (Е) 
обозначаем совместный инвариант {го и А-го комплексов. После 
простого вычисления получаем: 


в(,р=ь 9(2,2=—1...., 96,6 =—1 
9 (1,2) =9 (1,3) =... =9 (5,6) —0. 


Словами: инварианты шести основных комплексов попеременно равны 
-Н1и — 1; все совместные инварианты равны 0. Геометрический 
смысл этого результата выясняется сейчас же, как только мы вспом- 
ним, что знак инварианта говорит о том, будет ли он правым или 
левым. Три из наших комплексов будут правыми, три левыми, ц 
каждые два находятся друг с другом в инволюции. 

‚ Этим самым мы подошли к замечательной конфигураи:и, которой 
< тех пор много занимались. . Наряду с работами Клейна в т. 9 Ма. 
Аппа]еп следует опять назвать работу Болла, в которой он очень 
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много оперирует с шестью „взаимными винтами“, вполне соответ- 


ствующими шести основным комплексам. 
Впрочем в работе Клейна главным образом имеют дело с формой 


2 2 2 2 2 2 
21 2. 23 += -Н 2 В 2%, 


т. е. с суммой только положительных квадратов, к которой, как мы 
уже отметили, можно перейти от первоначальной посредством мнимой 
подстановки. Еще и с другой стороны его предложения, сделанные: 
в этой работе, являются более‘ общими. Здесь, в его лекциях, всюду 
предполагается, что по крайней мере уравнения. комплекса всегда 
являются действительными. Но при построении нашей координатной 
системы можно допустить такие комплексы, которые являются мни- 
мыми, и тогда надо брать комплексно-сопряженные комплексы. 

Затем для шести основных комплексов всегда имеет место то, что. 
они попарно находятся в инволюции и, в частности, из действитель- 
ных комплексов, которые среди них находятся, половина ` является. 
правыми, а половина левыми !). ` 


Обратимся теперь к комплексам второй степени. Такой комплекс 
задается уравнением 


В = Убибиираирии == 0, 
которое содержит 21 член. При этом здесь появляется условие: 


Я — р1орва Е РазРаз раз == 0. 


Следовательно, мы’ имеем одновременно две квадратичные формы, 
и опять возникает задача, которую мы уже рассматривали. 'в 5 12 
при изучении циклид: обе формы посредством одной и той же линей- 


ной подстановки координат перевести в сумму чисто квадратичных 
членов: 


: и -- а г, 


где величины А; — надлежащие постоянные. Это показывает, что формы 
@ иР при надлежащем допущении, которое мы укажем позднее в 6 99, 
действительно могут быть приведены к этому виду; величины А; явля- 
ются действительными или мнимыми корнями уравнения шестой сте- 
пени, которое мы получим, приравняв нулю детерминант формы 9 — АЕ. 
Теперь очень просто можно опять ввести шесть основных комплексов 
посредством уравнений 2, =0,..., 2. =0. Вследствие этого также 
ий в теории комплексов второй степени играет роль система шести 
действительных или мнимых линейных основных ‘комплексов рас- 
сматриваемого типа. Подробное выяснение этого можно найти в самой 
работе Клейна. Там, в частности, он рассматривает семейство ком- 


1) О линейных комплексах в инволюции’ см. четыре заметки Г. Вег20]агй 
в Кепа: Глпсе!, 1922. 


`является» специальным для 
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плексов второй степени, заданное следующим уравнением, содержащим. 
параметр »: 2 . 
Ян” 


Эта форма уравнения сейчас же напоминает нам теорию конфокаль-- 
ных поверхностей второй степени, а также теорию конфокальных: 
циклид. В соответствии с этим эти комплексы тоже называются: 
конфокальными. 

В качестве учебника по линейчатой геометрии, в котором изло-- 
жены также многие исследования Клейна, следует назвать!) К. Цин-. 
длера „Линейчатая геометрия с приложениями“ (К. Х1па1етг, ГАшеп-- 
зеошеёЧе п! Апуепаипреп), т. 1, Лейпциг 1909; т. 2, Лейпциг 1906.. 


К исследованиям по новейшей линейчатой геометрии мы перейдем, 
в $ 77—80. 


$ 24. Сравнение с пентасферическими координатами. 


Мы не будем далее развивать линейчатую геометрию: как таковую, 


'а перейдем к сравнению линейчатой геометрии и точечной геометрии 


в пентасферических координатах. В’ самом деле, наши последние 
формулы наталкивают на такое сравнение. Отдельные, соответствую-- 
щие друг другу предложения мы будем писать рядом. 
Линейчатая геометрия 
1. Введение шести прямолинейных 


Пентасферические координаты 
1. Введение пяти точечных пен- 


координат тасферических координат 
Хр...) Х Ал, ++) Хб 
с условием: с условием: > 
№4 =0. №0. 
6 5 . 
2: >; ах; = 0: 2. м ах: =0 
о 1 


дает линейный комплекс; комплекс представляет здесь сферу; если 
5 

4-0, 

1 * 


то мы имеем сферу нулевого радиуса“ 
3. Уравнение 2 


5 О 
Уа,а; =0 
т 


означает, что две сферы пересекаются 
ортогонально. | 
Особый случай: две точки нахо- 


6 
У = 0. 
И: 


3. Два линейных комплекса на-- 
ходятся в инволюции, если: 


6 
Ха = 0. 


Особый случай: две прямые пере- 


секаются. дятся на нулевом | расстоянии друг 
, от друга 2). 
4. В основу координатной системы 4. Здесь — пять ортогональных 


кладется шесть основных комплексов. сфер. 


5. Конфокальные комплексы вто- 5. Конфокальные циклиды Дарбу. 
рой степени. : | : : 


1) На русском языке имеется учебник: Зейлигер Д. Н., Комплексная 
линейчатая геометрия, Л.—М 1934. 


/ 
2) Отсюда следует только для действительных точек их совпадение. 
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ЕЕ О В О И 


Следовательно, линейчатая геометрия ш точечная геометрия, если 
8 основу последней положены пентасферические координаты, имеют 
дело с одними и теми же формулами; только в первой имеется 
шесть координат, во второй — пять. Все же приведенное здесь сопо- 
ставление неполно, коль скоро будет поставлен вопрос о соотно- 
зшениях в действительной области, как это мы сейчас ближе рассмотрим. 

В частности, посредством уравнения 

9 

+ 

‘мы определим ортогональные пентасферические координаты, причем 
5; означает степень точки относительно -й сферы, а р; — соот- 
зетствующий радиус; кроме того мы видели, что одна из пяти орто- 
гональных сфер (которые по предположению все действительны) необхо- 
димо является нулевой. Но это означает, что, например, р‚, а вместе 
< тем также и х; будут чисто мнимыми. Поэтому, чтобы иметь дей- 
ствительные координаты, мы вместо Х5 введем &у; и ради однородности 


‘записи обозначим х;, х„, х’, х, через У!» У»› Уз У.. Тогда. квадратич- 
‘ное тождество будет иметь вид: 


а Р-Н — 9—0. 


В линейчатой геометрии ему противопоставляется при введении дей- 
<твительных координат условие: 


и 


‘Итак, вышеупомянутое различие в действительной области проявляется 
в том, что в последнем случае, в смысле закона инерции, нормальная 
«форма содержит одинаковое число положительных и отрицательных 
квадратов; в первом же случае положительных квадратов имеется 
на три больше, чем отрицательных. 

Все же это ни в коем случае нельзя рассматривать как недостаток 
нашего сопоставления; наоборот, как раз его достоинство заключается 
В ТОМ, что часто то, что на одной стороне является действительным, 
‘на другой оказывается мнимым. Наглядное геометрическое обозрение, 
доступное здесь, будет невозможно там, и наоборот. 

Продолжим теперь еще далее нашу сравнительную таблицу, сопо- 
‘ставляя друг другу соответствующие геометрические образы. 


Линейчатая геометрия Пентасферические точечные 


координаты‘ | 


Линейный комплекс. Сфера. 

Специальный линейный комплекс. Сфера нулевого радиуса. 
Линейная конгруэнция. Круг. 
Линейчатое семейство (на гипер- Пара точек, как пересечение трех 


‘болоиде). кругов. 
Пара прямых (как линии, общие Соответствующий образ отсутст- 
‘четырем комплексам). вует; так как Мы имеем на одну коор- 
динату меньше, чем в линейчатой гео- 

метрии. 
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Чтобы найти истинную причину возможности произведенного здесь 
сопоставления, целесообразно вернуться к элементарному введению 
линейчатой геометрии и пентасферических координит. 

Что касается первой, то мы определяли прямую линию сначала 
четырьмя координатами г, $, р, с, к которым затем мы присоединили 
как равноправную, пятую координату 1 = го — 5р. Наконец, мы ввели 
шесть однородных координат посредством уравнений: 


1 и? __ 24 —_ № В, 
а АЙ еее В т 
6 Ав 6 в 6 


Поэтому тождественное соотношение принимает здесь вид: 
Я = хх Е жвхь - хуже ==0. 


Линейчатая геометрия получает свой особый характер благодаря 
тому, что важное геометрическое соотношение между двумя пря- 
мыми, условие пересечения, выражается полярным уравнением: 


09.’ 
РС 


Совершенно аналогично вводятся пентасферические координаты. . 


Сначала точку пространства мы определили тремя координатами х, у, 2. 
К ним из соображений целесообразности мы прибавляем в качестве 


четвертой координаты: ! 
ржу 2. 


Одновременно этим дается условие, связывающее эти четыре коорди- 
наты. Перейдем теперь опять к однородному способу записи, положив: 


У 2 —_ 134 
& ==— ===— & == ==— 

о т. м 
Тогда квадратичное соотношение р == х? -Н у?-Е =? переходит в сле- 
дующее: 


Ви т У — 5,5, — 0: 


Координаты у,, ..., „Ув еще никоим образом не являются ортого- 
нальными пентасферическими координатами; эти последние получаются 
из наших у только с помощью надлежащей линейной подстановки. Но 
нас сейчас не интересуют специально ортогональные координаты; мы 
хотим посмотреть, как оперируют с этими нашими У. Для этой цели 
мы опять образуем. полярное уравнение тождества © — 0: 

до 


а У (7 
дуг = 29, 5, 29,5% НЗ, — и, — у, 0. 


Это уравнение после подстановки вместо. величин у; их первона- 
чальных значений перейдет в: 


2х’ -- уу’ + 222" — («уз 23) — («2 -Бу’з-Е 22) =0 
ОУ — 2—0. | 


или: 
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Следовательно, при употреблении пентасферических координат 
полярное уравнение 00 


ду; 3 —0 


опять же непременно обозначает некоторый геометрический факту 
именно, что расстояние между точками Уши у’ равно нулю. 


Если теперь мы сравним друг с другом оба результата, то получим: 


Аналогия между линейчатой геометрией и точечной геометрией 


8 пентасферических координатах основывается на том, что в обоих 


в обоих случаях из этого уравнения получают полярное ‚уравнение, 


Затем мы построили расширенную линейчатую геометрию, выбрав 
В качестве элемента пространства линейный комплекс. Соответственно: 
этому мы построим теперь расширенную точечную геометрию: 
в пентасферических координатах, в которой в качестве элемента 
мы изберем сферу. 

Инволюторному расположению двух линейных комплексов там будет 
здесь соответствовать ортогональность сфер. Далее, на первом свой- 
стве линейных комплексов строился закон взаймности, в силу кото- 
рого одночленному семейству линейных комплексов соответствовало 
пятичленное семейство и т. д., и именно так, что принадлежащие 
соответствующим семействам линейные комплексы всякий раз нахо- 
дились между собой в инволюции. В расширенной точечной геометрии. 
в пентасферических координатах этому закону будет сопоставлен соот- 
ветствующий закон взаимности: каждой отдельной сфере, которую можно. 
считать за одночленное семейство сфер, будет соответствовать четы- 
рехчленное семейство, — совокупность всех сфер, ортогонально пере-. 
секающих первую. Каждому двучленному семейству или каждому пучку 
сфер, т. е. многообразию всех сфер, имеющих некоторый общий круг, 
будет соответствовать трехчленное семейство или двупараметрическое 
многообразие сфер, ортогональных всем сферам первого семейства, так 
называемая „сеть сфер“. Здесь, разумеется, имеются только эти два 
вида взаимных образов, так как мы имеем дело только с пятью одно- 
родными координатами. 

В соответствии с нашими прежними рассмотрениями сферы (или: 
круга), в том случае, когда мы вообще будем говорить о геометрии 
сфер, мы будем делать различие между „элементарной“ и „высшей“ 
геометрией сфер, смотря по тому, рассматриваем ли мы такие соотно- 
шения, в которые входят квадраты радиусов (как условие ортогональ- 
‚ности двух сфер), и такие соотношения, в которых встречается сам 
радиус (как, например, условие касания двух сфер или пересечения 
под произвольным углом). 

Геометрия сфер, к которой мы здесь пришли, является элемен-` 
тарной геометрией сфер. 

Поэтому, резюмируя, мы можем сказать: 

Линейчатая геометрия соответствует точечной геометрии: 
в пентасферических координатах в трехмерном пространстве. Рас- 


7 типе 
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щширенная линейчатая геометрия соответствует элементарной гео- 


‚метрии сфер в трехмерном пространстве. 


Мы еще яснее выразим соотношение между обеими геометриями, 


если привлечем к рассмотрению четырехмерное точечное пространство 


и построим в нем геометрию сфер. Тогда в обоих случаях нам 
потребуется одинаковое число координат для определения основного 
‘образа, элемента пространства, и вследствие этого сопоставление пре- 
вратится в полное тождество (если не принимать во внимание соотно- 
шений в действительной области). Следовательно, можно сказать: 

Линейчатая геометрия тождественна с точечной геометрией 
в четырехмерном пространстве при употреблении гексасферических 
координат; расширенная линейчатая геометрия тождественна с на- 
меченной здесь элементарной геометрией сфер: четырехмерного про- 
странства. 

Этот род сопоставлений является отправной точкой, из которой 
исходил Клейн в своей работе „О линейчатой геометрии и метриче- 
ской геометрии“ (ОБег Глмепреоте{ це ип@ шеёзсне Сеоте{е, Май. 
Аппа]еп, т. 5, 1871). В этой работе в качестве примера рассматри- 
‘вается также ортогональная система четырехмерного пространства и 
отыскивается ее линейчато-геометрический аналог. Можно сказать, что 
здесь дело идет о том, чтобы установить связь между линейчато-гео- 
метрическими исследованиями Клейна в 1869 г. и исследованиями 
„Дарбу. 

Но уже ранее С. Ли осветил эти соотношения с другой стороны 
з свой работе (т. 5 Маш. Аппа1еп), которая в последующем будет 


часто упоминаться: „О комплексах, в особенности о комплексах линий 


и сфер с применениями к теорий диференциальных уравнений с част- 
ными производными“ (ОЪег Кошр!ехе, 11зБезопаеге ТАщеп- ипа Киде]- 
Котр1ехе, шй Апуепаипе анЁ @е Тнеоне рагНейег ПШегепНа\?1е1сНип- 
сен). : 

Здесь С. Ли развивает свою „высшую геометрию сфер трехмерного 
пространства“, в задачи которой входит и сам радиус, а не только 
его квадрат. 

Если Клейн ставит в параллель линейчатую геометрию с точечной 
геометрией пространства 'Ю., то Ли показывает, что линейчатая 
2еометрия может быть сравниваема также с высшей геометрией 
сфер пространства Ю.. 

Естественная связь между воззрениями Ли и воззрениями Клейна 
заключается в том, что точечная геометрия пространства А, и высшая 
геометрия сфер пространства Ю; могут быть непосредственно связаны 
между собой, как мы скоро увидим ближе. Мы, следовательно, позна- 
комимся теперь с геометрией сфер Ли, причем наша исходная точка 
зрения будет опять выбрана совершенно элементарно. 


$ 25. Геометрия сфер Ли. 


Как известно, уравнение сферы в’обычных прямоугольных коорди- 
натах имеет вид: с 


ЖЗ УЗ-Е 22 — 2ах — Ву 2124 С==0. 
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Следовательно, сфера определяется величинами а, В, 1, С. Мы примем 
еще в качестве пятой величины радиус г, определяемый соотно- 


шением: 
пес 


Основная мысль состоит в том, чтобы эти пять величин А в 
рассматривать как координаты. сферы. Они не независимы друг от друга, 
а связаны только что приведенным квадратичным соотношением. Чтобы 
ввести однородную запись, мы положим: : 

ё 
У 


в — 


, В=-, =, = = 


ух 
=|> 
= [= 


так что теперь &, м, &, Х, в, у являются однородными координатами 
сферы. Тогда между ними в соответствии с уравнением 


Ра Ы—С 
получится квадратичное соотношение: 
ФР — №0, 


Прежде всего нашей задачей является изучение этой формы в смысле 


общей теории квадратичных форм, в особенности закона инерции. 
Ее детерминантом будет: 


того оо 
010 оо д 
оного 
бот о 

1 
000 о оо 

1 

000 0 0 


т. е. наша квадратичная форма имеет отличный от нуля определитель. 
Далее мы положим: 


в=ы-у, 


в то время, как первые четыре переменных остаются неизменными. 
Тогда вышеуломянутая форма перейдет в 


Р-Р — 8 —е-рую, 


Это означает: знаков одного рода на два больше, чем знаков 
другого рода; здесь безразлично, будем ли мы иметь четыре положи- 
тельных и два отрицательных члена или наоборот, так как мы пола- 
гаем форму, равной нулю. Рассмотрим теперь подряд различные ква- 
дратичные формы с шестью переменными, с которыми мы до сих пор 
имели дело, принимая во внимание закон инерции. 

В линейчатой геометрии форма, состоящая только из квадратич- 
ных членов, состоит из трех положительных и трех отрицательных 


У=ы—\ 
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членов (разумеется при ограничении действительными подстановками). 
В точечной геометрии четырехмерного пространства, в основу 
которой мы положили гексосферические координаты, мы имеем форму 
с пятью положительными и одним отрицательным членом (здесь, так же 
как и в пентасферической геометрии пространства Ю., только одна из 
шести по предположению действительных фундаментальных сфер 
является нулевой). 

Напротив, в геометрии сфер Ли пространства К, форма имеет, 
как мы только что видели, четыре положительных и два отрицатель- 
ных члена. Эти три типа геометрий, которые с алгебраической 
точки зрения совпадают в том смисле, что в каждой из них в основу’ 
кладется шесть однородных переменных и квадратное уравнение 
между ними с отличным от нуля определителем, отличаются, сле- 
довательно, друг от друга в действительной области тем, что их 
квадратные уравнения в смысле закона инерции принадлежат к трем 
различным типам. 

Четвертый логически мыслимый тип (квадратичная форма с шестью, 
одинаковыми знаками) отсутствует; можно ли так же и для него 
найти соответствующее геометрическое истолкование? 

Мы должны теперь заметить, что при выборе координат а, В, 1, С, г 
для сферы безразлично, берем ли мы положительный или отрицатель- 
ный знак для радиуса г; в обоих случаях мы будем получать одну 
и ту же сферу. Так как здесь нецелесообразно вводить ограничение, 
чтобы радиус был, например, больше нуля, то в геометрии сфер Ли 
каждая сфера встречается дважды, для положительного и отрицатель- 
ного значения г. Сферу с определенным выбранным знаком г мы будем 
называть „направленной“ или „ориентированной“ сферой, и мы можем. 
представлять себе, например, что сферы с г>> 0 с внешней, а сферы 
сг- 0 с внутренней стороны окрашены красным. 

Эта мысль— дважды покрывать обычные сферы, так что каждая 
обычная несет на себе две ` направленные (для г =Е 0), впервые встре- 
чается у Лагерра в работе за 1880 г., к ней мы вернемся в $ 67 
(ср. Сазцегтге, Оецугез 2, 1905, стр. 592—684). 

Теперь мы напомним обычные условия ортогонального пересечения 
и пересечения под произвольным углом двух сфер. 

1. Рассматривая ‚г и г’ взятыми с определенвыми 
можем определить прикосновение в одинаковом смысле 
вленных сфер формулой: , 


/ 7 7 го 
ат ва ое. 
При этом прикосновение называется прикосновением одинакового 
смысла, если в точках прикосновения сферы выкрашены в красное 
с одной и той же стороны. 


2. Условием того, что две сферы пересекаются ортогонально, 
является равенство: 


ее 


Это условие носит „элементарный характер“, так что о знаке 
радиуса говорить не приходится. ` 


знаками, мы 
двух напра- 


м 


: | 
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3. Условие того, что две сферы пересекаются под углом ©, выра- 
жается следующим образом: 


(и— а (ВВ) — 27 с050. 


Уяснив себе таким образом элементарные задачи, мы можем теперь, 
следуя Ли, по примеру линейчатой геометрии, говорить о линейных 
комплексах, конгруэнциях и т. д. геометрии сфер. Мы увидим, что 
с новой точки зрения мы пришли как раз к тем самым отображениям, 


Красота этих условий покоится опять-таки на том, что их 
можно привести в простую зависимость от условия, связывающего 
днородные сферические координаты. 
К 1. Условие прикосновения сфер (в одинаковом смысле) мы можем 
преобразовать в И 


даа 28" 2" — 277" — (о Ве) — 
1—9) =0, 


14 
‘где для выражений в скобках мы вводим величины С и С’. Если 
затем мы употребим однородный способ записи, то получим уравне- 


ние: 
ОЕ’ Е чт" Е 2057 2! у у = 0. 


Здесь мы видим полярное уравнение нашей квадратичной формы Ф: 


“Словами это означает: р 

Обращение внуль поляры, взятой относительно фундаментальной 
‚формы Ф, показывает нам, что обе сферы касаются. 

Если мы вспомним соответствующее соотношение линейчатой гео- 
‘метрии, то увидим, что касание двух сфер в геометрии сфер Ли 
'в аналитической трактовке занимает точно такое же существенное 
место, какое в линейчатой геометрии занимает пересечение двух 
' прямых. 

'` КЗ. Если мы возьмем третий случай, условие пересечения двух 
‚сфер под определенным углом, то при введении однородных коорди- 
нат получим из уравнения 


2аа’ | 288’ - 244’ — 277" созо—С—С’=0 
‘уравнение 
(2Р)Е-Е (2) ч-Ё (2) — (2% созе) х — () ь— (м)у=0. 


Так как шесть коэфициентов этого линейного уравнения между 
шестью однородными координатами являются между собой совершенно 
независимыми, то мы получаем отсюда предложение:, условие 171020, 


что две сферы пересекаются под некоторым углом $, дает для отдель- 


ной сферы общее линейное уравнение между ее шестью координа- 
‚ тами. 

К 2. Условие того, что две сферы пересекаются ортогонально, 
получается из последнего при с05® =0. Но это не изменяет сущест- 
венно наше линейное уравнение; пропадает только один член. Мы 0с0- 
бенно это подчеркиваем, так как ведь в „элементарной“ геометрии 
‚сфер пространства К, названное условие имело основное значение, 
чего здесь уже нет. 


которые, как мы уже знаем, 
десятилетий 19-го столетия. 


рассматривались геометрами первых 


Сопоставим опять друг с другом результаты линейчатой геометрии 
им геометрии сфер. При этом направо под „сферой“ мы будем всегда 


понимать направленную сферу, 


3 одинаковом смысле. 


Линейчатая геометрия 


1. Под линейным линейчатым 
домплексом мы понимаем ‘зависящие 
от трех параметров нуль-линии неко- 
торой нуль-системы. 


В качестве подтипа получается 


` специальный линейчатый комплекс, 
‚а именно, 


прямые, пересекающие 
фиксированную прямую. 

2. Линейная конгруэнция состоит 
из совокупности всех прямых линий, 
пересекающих две заданные прямые, 
которые могут быть действительными 
или комплексно-сопряженными, сов- 
‘падать в одну направляющую прямую 
или делаться неопределенными. 

3. В качестве ‚общих прямых трех 
линейных комплексов мы имели линей- 
чатое семейство, которое составляет 
образующие однополостного гипер- 
болоида. Другое семейство образую- 
цих гиперболоида составляет семей- 
ство „направляющих прямых“ и при 
этом все прямые первого рода пере- 
секают все прямые второго рода. 


‘ 


а под „касанием“ всегда касание 
Геометрия сфер 
1. Этому соответствует линейный 


комплекс сфер, как совокупность 
всех сфер, пересекающих некоторую 
фиксированную сферу под заданным 
углом. 

В качестве специального комплекса 
сфер рассматриваются сферы, касаю- 
щиеся заданной сферы. 


2. Линейная конгруэнция сфер со- 
стоит из сфер, касающихся двух на- 
правляющих сфер. Сферы этой кон- 
груэнции опять-таки зависят от: двух 
существенных параметров. 


3. Три линейных уравнения гео- 
метрии сфер дают зависящее от одного 
параметра семейство сфер, которые 
касаются направляющих сфер, обра- 
зующих точно так же однопараметри- 
ческое семейство. Если мы выберем 
три направляющие сферы, то посред- 
ством их весь образ определится одно- 
значно. 

Первое семейство сфер в качестве 
огибающей поверхности имеет неко- 
торую поверхность каналов, которая 
будет огибать также и второе семей- 
ство. Легко видеть, что мы пришли 
к двойному порождению „циклид 
Дюпена“. 


В этом противопоставлении гиперболоида и „никлид Дюпена“ 
получает свое отчетливое выражение переход от линейчатой геомет» 


Рии к геометрии сфер Ли! 


Мы могли бы теперь говорить также о квадратичных комплексах 


в геометрии сфер, могли бы ввести линейный комплекс сфер в качестве 
пространственного элемента и спросить себя, что значит, если два 
линейных комплекса сфер расположены инволюторно и т. д. Но мы 
обойдем это и перейдем к’ чрезвычайно интересному и важному приме- 


нению, которое сделал Ли со своей геометрией сфер в диференциальной' 


хеометрии поверхностей. 


Зак. 709. — Клейн, \ 8 
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5 26. Соотношение между асимптотическими линиями 
и линиями кривизны. 


В геометрии поверхностей мы упоминали в свое время асимптоти- 
ческие линии и линии кривизны. Мысль Ли, которую мы имеем в виду, 
можно коротко изложить следующим образом: оба типа кривых на 
поверхности можно выразить совершенно одинаковыми формулами, 
только первые нужно трактовать в линейчатой геометрии, 
а вторые — в геометрии сфер. 

Это предложение надо рассматривать, как одно из самых блестя- 
ших открытий диференциальной геометрии за последнее время. Чтобы 
понять это соотношение, мы прежде всего должны заняться линиями 
кривизны на поверхности. 

До сих пор мы определяли направление линии кривизны в рас- 
сматриваемой точке поверхности с помощью кривизны нормального 
сечения поверхности, именно, рассматривая те направления, для которых 
кривизна имеет максимум или минимум. Но имеется еще другое онре- 
деление направления линий кривизны, опирающееся на построение 
нормалей в близких точках. Нормали, проведенные в соседних точках 
поверхности, будут, вообще говоря, скрещиваться с первоначальной 
нормалью, но можно выставить требование, чтобы переходить к таким 
близким точкам, нормали в которых пересекают первоначальную 
нормаль. 

Можно показать, что это имеет место лишь для таких близких 
точек, которые лежат на линиях кривизны. 

Докажем это с помощью вычислений. Возьмем рассматриваемую 
точку поверхности за’ начало координат некоторой координатной 
системы, которую расположим так, чтобы ее оси Хх и у совпадали 
с направлениями линий кривизны в этой точке поверхности. Если 
затем мы представим себе координату = поверхности разложенной по 
степеням Хи у, то ряд будет иметь вид: 


2 == ах? -|- су?-...-- члены высшего порядка. 


В нем члены с ху, а также члены первого порядка отсутствуют, так 
как оси Х и у являются осями симметрии индикатрисы Дюпена. Если 
теперь уравнение поверхности задано в виде ХД(х, у, 2) =0, то урав- 
нение нормали в произвольной точке х’, у’, 2’ имеет вид: 


хх! уму 2—2 
еее. 
9х ду 92 
причем после’ диференцирования в знаменателе вместо х, у, 2 надо 
подставить координаты. точки х’, у’, 2’. Если мы применим разложе- 
ние для 2, то получим: 


а 
Зах --...  26у-... 


Если же теперь мы возьмем точку х’, у’, 2’ близкой к рассматри- 
ваемой точке поверхности, то мы можем пренебречь членами более 


— а’ ——2. 
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высокого порядка и, следовательно, наше уравнение примет простой 
8 

А Ви — У й 

и == т = — 2. 

2ах 2су 


Теперь возникает вопрос, при каком условии эта нормаль пересе- 


чет ось 2, т. е. первоначальную нормаль. Если мы положим х=у=0. 


(а также 2’==0), то получим: 


7 и 
ы Е 


2 Зах’ 95 " 


Так как а и с, вообще говоря, отличаются друг от друга, 
уравнения могут иметь место только тогда, когда либо х” —0 тогда 
э 


т. 
либо у’==0, тогда 
НЫ] 
=52- 
Поэтому первоначальная нормаль будет пересечена лишь тогда 
когда мы переходим к близким точкам в направлении линий кривизны: 
) 


7 


‘в качестве точки пересечения мы получаем либо точку 2=1:9с 
В) 


либо точку 2=1:2а, которые являются центрами кривизны соот- 
вепствующих нормальных сечений. | 

Доказав сформулированное выше предложение, мы теперь легко мо- 
жем дать построение линий кривизны. Вообще говоря, нормали поверх- 
ности, проведенные вдоль произвольной ее кривой, образуют линей- 
чатую поверхность. Но линии кривизны на поверхности обладают 
тем характеризующим их свойством, что нормали к поверхности 
восставленные в их точках, образуют развертывающуюся пове х. 
ность, так как две близкие образующие пересекаются более и 
в, первом приближении. 

При этом все время речь идет о том, что две „близкие“ образую- 
щие. ‘развертывающейся поверхности, т. е., вообще говоря, поверхности 
касательных к некоторой кривой, „пересекаются“. Точнее это озна- 
чает: если две образующие развертывающейся поверхности неограни- 
ченно сближаются, то их кратчайшее расстояние будет бесконечно 
малым порядка более высокого, чем первый. 

Присоединим сюда еще некоторые дальнейшие замечания: 

1. На сфере, очевидно, всякая произвольная кривая является ли- 
нией кривизны, или, выражаясь иначе, линии кривизны на сфере 
неопределенны. В самом. деле, ведь нормали, проведенные вдоль произ- 
вольной кривой, образуют всегда коническую, следовательно, разв 
вающуюся поверхность. и. 

2. Вспомним, что поверхность каналов `мы образовывали движением 
сферы. Сфера касается поверхности каналов всегда вдоль окружности 
по которой ее пересекает бесконечно близкая сфера; точнее: вдоль 
окружности, которая является предельным положением окружности 

? 


по которому сфера пересекается с близкой сфе 
рой. Но отсюда > 
чается следующее предложение: да полу 


8 


то эти. 
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На поверхности каналов, т. е. на поверхности, огибающей одно- 
параметрическое семейство сфер, имеется однопараметрическое се- 
мейство кругообразных линий кривизны, именно, окружностей, 
по которым пересекаются близкие сферы семейства и вдоль которых 
поверхность каналов касается отдельных сфер. Так как циклида 
Дюпена, как мы знаем, является поверхностью каналов в двойном 
смысле, то мы видим, что на ней оба семейства линий кривизны 
являются окружностями (как мы об этом упомянули без доказатель- 
ства на стр. 62). 

Это новое определение линий кривизны мы должны теперь рас- 
смотреть с точки зрения геометрии сфер. Будем опять исходить из того, 
что, положив в основу специальную систему координат, разложим 
из начала координат О координату = поверхности в ряд: 


2 =а^? -- су?-- члены высшего порядка. 


Рассмотрим теперь все сферы, касающиеся поверхности в начале коор- 
динат. Их уравнение будет: 
Ж- у- (2—7) = или уг — 22 =0. 
Если мы разложим 2, определяемое из этого уравнения по степеням 
х и у, то получим: 
2 722 ; 
= Е члены высшего порядка. 
Приравняв друг другу оба ряда для г, получим: 
0= (2—1) ^*-[ (2сг— 1) у?-- члены высшего порядка. 

Это уравнение представляет проекцию линии пересечения нашей поверх- 
ности со сферой на плоскость ху, т. е. на касательную плоскость 
поверхности в начале координат. Мы видим: 

Каждая соприкасающаяся сфера пересекает поверхность вблизи 
точки О по кривой, имеющей в точке О двойную точку, обе ветви 
которой расположены симметрично относительно направлений линий 


кривизны. 
Разумеется обе ветви могут быть как действительными, так и 


комплексно-сопряженными, так.что мы можем иметь или обычную 
двойную точку или изолированную двойную точку. В качестве центра 
соприкасающейся сферы мы возьмем теперь специально центр кри- 
визны и в соответствии с этим положим: 


Проекция кривой будет тогда для Г==5.: 


о=(5—1)-... 


1 
и, соответственно, для Г—5.: 
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Но из этого уравнения мы заключаем о существовании точки зао- 
стрения на кривой в точке О; касательной в точке заострения является 
ось Хх или ось у. Это дает нам предложение, что наши специальные 
сферы пересекают поверхность по кривой, имеющей точку заострения. 
Вместе с тем ясно, что наши сферы касаются поверхности вдоль напра- 
вления главной кривизны более тесным образом, как этого требует 
наше предложение о нормали в близкой точке 1). Таким образом опре- 
деленные сферы мы будем в дальнейшем называть сферами соприкосно- 
вения в нашей точке поверхности. 

Если теперь мы рассмотрим совокупность всех точек линии кри- 
визны и построим в каждой из них надлежащую сферу соприкоснове- 
ния к этой линии кривизны, то во всем ряде этих сфер каждая из них 
будет касаться соседней в соответствующей точке поверхности. Здесь 
мы имеем перед собой геометрический образ, который в геометрии 
сфер имеет такое же значение, как развертывающаяся поверхность 
в линейчатой геометрии: как соседние образующие линейчатой по- 
верхности, вообще говоря, являются скрещивающимися (хотя имеется 
особый тип линейчатых поверхностей, у которых они „пересекаются“, 
именно развертываюишшеся поверхности), точно так же соседние сферы 
ряда сфер, вообще говоря, перёсекаются вдоль окружности, но в спе- 
циальном случае эти сферы могут касаться друг друга в непрерыв- 
ной последовательности. 

В наших рассмотрениях мы условимся подобный ряд сфер называть 
рядом соприкасания?). (Представим себе, например, соответствующее 
соотношение ‘окружностей на плоскости. Следующие друг за другом 
окружности кривизны какой-либо кривой образуют ряд соприка- 
сания.) 

Сюда примыкает трактовка линий кривизны с точки зрения геомет- 
рии сфер. 

Проблема линии кривизны заданной поверхности может рассматри- 
ваться таким образом, что, во-первых, находят двухпараметрическое 
семейство сфер ‘соприкосновения, принадлежащих к различным точкам 
заданной поверхности, и, во-вторых, отыскивают ряд соприкасания внутри 
многообразия сфер соприкосновения. 

Впрочем можно также обойтись без отыскивания сфер соприко- 
сновения: среди трехпараметрического многообразия сфер соприкосно- 
вения поверхности выбирают ряд соприкасания, в котором две сосед- 
ние сферы касаются в надлежащей точке поверхности. Если из этого 
исключить тривиальные решения, состоящие из всех сфер, которые 


1) Неудобно говорить, что сфера соприкосновения „касается в двух сосед- 
них точках“ поверхности вдоль некоторой линии кривизны. Именно, если бы 
это утверждение можно было понимать строго, то было бы возможно рас- 
сматривать сферу соприкосновения как предельное положение сферы, касаю- 
щейся поверхности в двух различных точках, причем эти точки неограни- 
ченно сближаются. Но, вообще говоря, является невозможным сближать точки 
прикосновения дважды касающейся сферы к наперед заданной точке поверх- 
ности. Именно те точки, для которых это возможно например в случае элли- 
псоида, лежат на линиях пересечения с плоскостями симметрии. 

2) См. по этому поводу также Е. Бомпиани (Е. Вошр1ап!) в Кена. Глпсе1 
(5) 21 (1912), стр. 697—704. . | 
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касаются в одной и той же точке поверхности, то останутся ряды 
соприкасания, состоящие из сфер соприкосновения линий кривизны. 
Затем отсюда совершенно просто можно провести аналогию с за- 


дачей об асимптотических ЛИНИЯХ: 


Линии кривизны 


Из сфер соприкосновения поверх- 
ности выбрать ряды соприкасания 
С таким свойством, что две соседние 
сферы ряда касаются в надлежащей 
точке поверхности. 


Наряду с пучками сфер, касаю- 
щихся поверхности, получаются ряды 
соприкасания из сфер соприкоснове- 


Асимптотические линий 


Из касательных поверхности вы- 
брать развертывающуюся поверхность 
с таким свойством, что две соседние 
прямые развертывающейся поверх- 
ности пересекаются в надлежащей 
точке поверхности. >. 

Наряду с пучками лучей, касаю- 
щихся поверхности, получаются в ка- 
честве решений. развертывающиеся 


ния вдоль линии кривизны. поверхности из касательных вдоль 


асимптотических линий. 


Мы видим, что проведенное направо линейно-геометрически, налево 
проведено сферико-геометрически. 

Итак, мы видим: отыскание линий кривизны в геометрии сфер 
занимает точно такое же место, как отыскание асимптотических 
линий в линейчатой геометрии. Только позднее в этих лекциях мы 
будем иметь случай представить аналитически в определенных фор- 
мулах это предложение Ли, задуманное им геометрически. 

Подтвердим теперь вкратце высказанную мысль, что между высшей 
геометрией сфер пространства Ю; и евклидовой точечной геометрией 
пространства А, существует непосредственная связь. Это очень просто. 
Если обозначить через а, В, 1, гиа,, В’, 1’, г’ центры и радиусы 
обеих сфер в Ю., то условие касания двух сфер будет иметь вид: 


а ао: 


Если теперь в качестве образа этих сфер выбрать точки про- 
странства А, с прямоугольными координатами: а, В, 1, и иа’, В’, .1', №’, 
ТО Связь между обеими геометриями выразится в том, что условие 
соприкасания, которому мы придали форму 


ив Р-арбтя--и—гд=о, 


в метрической точечной геометрии пространства Ю, будет иметь не менее 
хорошее геометрическое значение, чем в геометрии сфер А. именно, 
оно выражает, что обе точки находятся на нулевом расстоянии. 
Разумеется можно также сделать соответствующий переход от окруж- 
ностей плоскости к точкам пространства Ю,. Окружности, центр и 
радиус которой заданы величинами а, В, г, мы поставим в соответ- 
ствие точку пространства Ю., с координатами ©, В, г. Чтобы на- 
гляднее представить себе этот переход, мы вообразим себе перпенди- 
куляр, восставленный в центре круга к его плоскости ху, и отложим 
от его основания отрезок &; тогда конец этого отрезка будет пред- 
ставлять точку пространства, соответствующую нашему кругу. Если 
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мы хотим отображение (которое мы назовем изотропной проекцией) 
сделать однозначным, то мы должны рассматривать направленные круги 
в плоскости, следовательно задавать г с определенным знаком. Это 
отображение кругов плоскости на точки Ю. было использовано уже. 
Шалем и Мебиусом (в пятидесятых годах) для того, чтобы наглядно 
рассматривать действительные круги с мнимыми радиусами. 

Но ведь можно также поставить в соответствие кругу @, 6, г 
плоскости точку пространства с прямоугольными координатами а, В, г. 
Основное условие 


аа 

оО 
тогда опять будет выражать, что 
точки пространства имеют нуле- 
вое расстояние, если мы так изме- 
ним евклидово мероопределение, 
что расстояние между двумя тдбч- 
ками определим неопределенной 
формой (*). Изотропные конусы, принадлежащие точкам а, В, ги 
а’, В’, г’, касаются друг друга, как это показано на чертеже 38. Сходная 
мысль положена Фидлером в основу его книги о „Циклографии“ 
{\. Е!еа1ег, Дукортарше, Ге!ре, 1882). 


Черт. 38. 


5 27. Исторические замечания о геометрии сфер. 


Скажем теперь несколько слов о том, как геометрия сфер Ли была 
принята геометрами. К сожалению мы должны отметить, что француз- 
скими и итальянскими’ геометрами она была принята сочувственно, в то 
время как немецкие геометры на нее долгое время не обращали вни- 
мания. В частности они игнорировали такие важные исследования по ди- 
ференциальной геометрии, как соотношения между асимптотическими 
линиями и линиями кривизны, которые, имеют связь с ‘геометрией 
сфер Ли. 

Немецкие ученые во главе с Рейе большей частью занимались 
только элементарной геометрией сфер. Именно, Рейе в 1879 г. опу- 
бликовал небольшую работу: „Синтетическая геометрия сфер. и линей- 
ная система сфер“ (Кеуе, ЗупёпеНзспе беотеше. 4ег Кибеш ип@ Ипеагеп 
Кире15уз{ете), за которой последовали затем еще различные его работы, 
например, в Креллевском журнале, т. 99 (1886), где он также чисто 
синтетически, т. е. без формул, оперирует с квадратичными комплек- 
сами сфер. Но эти квадратичные комплексы сфер не являются ком- 
плексами Ли, а являются только их специальными случаями. Они 
задаются (если мы остаемся при нашем элементарном координатоопре- 
делении) посредством уравнения второй степени между а, В, 1. С, 
а не между а, В, 1, С, г. . 

Здесь мы должны высказать свое мнение о так называемой школе 
Штейнера. Самого Штейнера в известном смысле нельзя считать пред- 
ставителем этой школы. Все же он в Креллевском журнале, .т. 1, ста- 
вит задачу о перенесении всех предложений, относящихся к окруж- 
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ностям, пересекающимся под прямым углом, на окружности, пересекаю-- 


щиеся под произвольным углом, и этим становится на правильный 
путь к высшим проблемам. Но ученики Штейнера не стали разраба-. 
тывать дальше положения, с которых начал сам Штейнер, а односто- 
ронне разрабатывали те точки зрения Штейнера, которые он разви- 
вал в последний период своей жизни, сознательно избегая новых 
мыслей. Это направление надолго затормозило развитие геометрии 
в Германии. Здесь, конечно, идет речь о линейных образах элементар- 
ной геометрии сфер, но только в том смысле, в каком можно говорить 
о линейных системах конических сечений; но здесь ни слова не упо- 
мянуто о том, что интересным вещам в линейчатой геометрии соот- 
ветствуют также интересные вещи в геометрии сфер, как это показы- 
вают исследования. Ли, и что выясняется поразительная связь между 
знаменитыми проблемами, которые получили свое развитие в различ- 
ных областях науки. 

Это замечание о школе Штейнера можно было бы еще значительно 
расширить. В частности относящийся сюда вопрос касается черчения 
геометрических чертежей. Здесь мы можем найти хорошее средство 
упражняться в наглядном представлении. В противоположность этому: 
школа Штейнера избегает всяких чертежей (стоит только, например, 
рассмотреть работы Шретера), а между тем Штейнер в начале своей 
жизни очень много чертил. 

Рассмотрим еще раз точку зрения Плюкера, изложенную в этой 
главе. Его основная мысль находит свое выражение в том, что при рас- 
смотрении геометрии пространства в качестве пространственного эле- 
мента выбирают какой-нибудь геометрически заданный образ и опре- 
деляют его с помощью координат. Если в качестве пространствен- 
ного элемента мы возьмем точку или плоскость, то наше пространство 
будет представлять собой многообразие трех измерений, если — прямую 
или сферу, то — многообразие четырех измерений; если в качестве 
пространственного элемента мы возьмем линейный комплекс, или винт 
Болла, что является тем же самым, то пространство представит собой 
многообразие пяти измерений; если, наконец, в качестве простран- 
ственного элемента выбрать поверхность второй степени, то — много- 
образие девяти измерений. 

Наряду с числом измерений, которое выбор элемента дает нашему 
пространству, нам надо еще различать, имеем ли мы дело в каждом, 
отдельном случае с линейным многообразием или квадратичным 
многообразием. Линейное многообразие лежит в основе элементарной 
точечной и плоскостной геометрии, элементарной геометрии сфер и,» 
наконец, еще в основе геометрии винта, так как ведь координаты, 
употребляемые в них для определения элемента, совершенно не зави- 
сят друг отфдруга\В противоположность этому точечная геометрия 
пентасферических | координат, высшая геометрия сфер и линейчатая 
геометрия с их шестью однородными координатами пользуются коор- 
динатами в избыточном числе, которые должны удовлетворять неко- 
торому квадратичному соотношению. В соответствии с этим в послед- 
них случаях мы должны называть пространство квадратичным много- 
образием. 
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$ 28. Привлечение многомерного пространства Грассманом и Кели.. 


В развитии геометрии наряду с точкой зрения Плюкера на первый. 
план выступает еще второе направление, которое сводится к тому, 
чтобы п-однородных переменных х,, х...., Хх, рассматривать 
как координаты точки в (п—1)-мерном „проективном“ простран- 
стве. Следовательно, при этом взгляде, которого мы попутно уже 
касались, точку сохраняют в качестве элемента пространства, только‘ 
строят для пространства Ю, более высокие аналоги, в которых про- 
изводятся проективные построения. Указанная точка зрения восходит 
к двум знаменитым математикам—Грассману и Кели. Прежде всего мы. 
приведем некоторые сведения о каждом из них. 

Герман Грассман (1809—77) является одним из немногих препода- 
вателей гимназии, оказавших значительное влияние на развитие мате- 
матики. Вся его деятельность протекала исключительно в городе 
Штеттине. В 1844 году появилась в первом издании его главная работа, 
„Учение о протяженности“ (Н. С. Огаззтапп, Аиздерпипеейге).. 
Этот термин был введен самим Грассманом, потому что ему казалось. 
неудобным говорить о геометрии в „пространстве п измерений“. 
В этой книге он оперирует исключительно с геометрическими анало-- 
гиями и поэтому его очень трудно понимать. В 1862 г. Грассман: 
вновь перерабатывает свою книгу и выпускает ее вторым изданием, 
в котором он значительно менее абстрактен и дает изложение с фор- 
мулами. Однако его язык формул сильно отличается от обычного. 
Эти работы очень медленно проникали в математические круги, зато, 
имели продолжительное влияние !). 

Позднее преимущественно английские и американские исследова- 
тели воспользовались идеями Грассмана; например, Джиббс в своих. 
исследованиях планетных орбит пользуется методом Грассмана. 

Кели (1821—95) одновременно с Сильвестром (1814—97) в 1850: 
году привлекли внимание математиков к Англии, развивая в блестящих 
работах часть алгебры, которую называют теорией инвариантво’ 
алгебраических форм. Но в то время как Сильвестр трактовал эту 
дисциплину очень абстрактно, Кели присоединил еще геометрическую 
интерпретацию и этим дал толчок господству в аналититеской геоме- 
трии того направления, которое было начато в Германии Гессе сов- 
местно с Якоби. Кели работал в Кэмбридже, Сильвестр—в Оксфорде. 
Уже в 1874 г., 60 лет от роду, Сильвестр имел мужество перекоче- 
вать в Балтиморский университет и, занимаясь там в течение десяти 
лет интенсивной педагогической деятельностью, создал на американской: 
почве высокую математическую школу ?). 

Следовательно, мы будем исходить из той точки зрения, что зна- 
чения однородных переменных х,, Х.,..., х,„ рассматривают как 
точки (п — 1)-мерного „проективного“ пространства. В нем мы будем 
рассматривать только линейные семейства точек, а‘именно, одночленное. 


1) Математические работы Грассмана опубликованы Энгелем в 3 томах, 
Лейпциг 1894—1911. Там же. имеется подробное жизнеописание Грассмана. 

2) Оценка жизни и деятельности Кели сделана Нетером в Ма{н. Апп., 46 
(1895). Некролог Нетера о Сильвестре имеется в Май. Апп., 50 (1898). 
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семейство мы будем изображать посредством Ах, Ах.,..., Ах); 
так как дело идет только об отношении координат, то это семейство 
тредставляет собой точку х;. Двучленное семейство будем определять 
посредством линейной комбинации координат двух точек: 


` ' ` ` ' ` ' ` г. 
Е м ЕК...) ЕК 


трехчленное семейство — посредством линейной комбинации координат 


трех точек: 
и и 
АЕ, Ах, 


наконец (п — 1)-мерное семейство будем соответственно определять 
выражением 


. И 3 (®—2) .(и— 3) 
а 


Эти линейные семейства точек будут вполне соответствовать точке, 
прямой линии, плоскости пространства Ю.. 

Как же можно изобразить посредством координат определенные 
< помощью наших линейных комбинаций геометрические образы 
пространства АЮ,_:Р Мы просто образуем миноры соответствую- 
цих матриц. В случае одночленного семейства матрицей будет’ 
1х, ^»..., №1, Пее элементов являются однородными координатами р; 
точки. Разумеется этот случай понятен сам собой. В случае двучленного 
семейства мы образуем матрицу из координат двух точек 

ноя | 
УИ Й ; 
| ие: | 
отношения п(п—1):2 миноров дают нам однородные координаты р; 
образа. Аналогично | 
- п (п 1) (п— 2) 
1:9-8 
миноров матрицы 
А. 
/ ут 7’ 
Хх. 
х' х ое х’ 
жоставляют нам однородные координаты р;; образа трехчленного 
семейства и т. д. до (п—П)-членного семейства. Легко показать, 
что, например, каждый минор матрицы 


мо ее: МИ и 
НАХ, АРА... А: НАХ, 
/ 


Й г ИА 
| вх, Е ьх, их. хь И м-в “„ р 


в которой величинам ^, ^”, и. 9’ можно приписать какие-нибудь опре- 
э Е! 


у 
деленные значения, отличается от соответствующего определителя 
матрицы 


ПРИВЛЕЧЕНИЕ МНОГОМЕРНОГО ПРОСТРАНСТВА ГРАССМАНОМ И КЕЛИ 193 


только множителем 
АА 


и 

Это оправдывает введение координат р,;, как отношений `миноров 
последней матрицы, так как эти отношения не изменятся, если ввести 
в матрицу вместо х и х’ какие-нибудь две другие точки нашего 
образа ж-НХх. Аналогичное имеет место при введении координат 
трех- и многочленных семейств. 

Наряду с этой первой теорией линейных образов пространства 
К,_, существует еще двойственная ей вторая теория, строящаяся 
следующим образом: мы образуем уравнение 


ши Ним... их, =0 


и определяем посредством координат 


Е На 


одночленный линейный образ в пространстве Ю„_1, который мы можем 
назвать плоскостью (говорят также „сверхплоскость“ или „гиперплос- 
кость“). 

Тогда с этими „плоскостными координатами“ мы ‘можем опериро- 
вать точно так же, как только что оперировали с точечными коорди- 
натами. Мы рассматриваем двучленные, трехчленные образы, коорди- 
наты которых вводим, соответственно, посредством миноров матриц 


Ш: 

й ИЛИ - й 

ь ии. 
1 2 ША 
а, 09 


И 7 


А 
и И,... Ш 


и обозначаем через 9}, или 93.. И аналогичным способом можно 
перейти к еще более многочленным образам. 

Тотчас же получается тот прекрасный результат, что образы Па 
здесь соответствуют образам руд, а именно, в том смысле, что напри- 
мер, (п—1)-членный образ и-координат геометрически в точности 
совпадает ' с одночленным образом х-координат, (п—2)-членный 
образ, и-координат — с двучленным образом х-координат; вообще 
(п— у)-членный образ  плоскостных координат геометрически 
в точности совпадает с у-членным образом точечных координат. 
Это-точно такая же взаимность, какая прежде, в случае п = 6, клалась 
в основу наших исследований линейных семейств линейных линейчатых 
комплексов. Следовательно, образы второго ряда являются в обратном 
порядке теми же, как образы первого ряда. Это предложение делается 
особенно наглядным для случая нашего обычного пространства. 

Однако при ближайшем рассмотрении это совпадение идет ещ 
дальше: , 

‘Подробное рассмотрение показывает, что координаты р. некото- 
рого образа, составленные из у рядов точечных координат, отно- 
сятся друг к другу в точности так же, как координаты 4 того же 


й 


124 ОБЩЕЕ ПОНЯТИЕ КООРДИНАТ 


образа, составленные дополнительным способом 
плоскостных координат. 

Доказательство этого закона взаимности основывается на общей 
теореме об определителях, которая гласит, что „дополнительные“ 
миноры двух „взаимных“ определителей совпадают с точностью до 
степени исходного определителя (Якоби, Журнал Крелля, 22, 1841, 
стр. 304). 

Мы не будем на этом подробнее останавливаться, а перейдем 
к следствиям из нашего предложения, которые сводятся к вопросу: 
какие уравнения мы будем изучать в теории пространства Ю,_!:?Р Оче- 
видно, каждый образ пространства Грассмана-Кели может быть 
объектом геометрических исследований, причем этот образ будет 
представляться посредством одного или нескольких уравнений между 
различными рядами координат р, р, Рад,..: или, соответственно, 
различными ..., @жь Чл» 9;). 

Попытаемся теперь связать между собой идеи Грассмана и Плю- 
кера. Если, например, с одной стороны, мы будем рассматривать 
линейчатую геометрию Плюкера пространства Ю; с однородными 
координатами х;,..., Хз и квадратичным соотношением ® (х) = 0, 
то, с другой стороны, мы можем истолковывать шесть координат 
также в смысле Грассмана, как координаты для фиксирования точек 
пространства Ю;. Тогда 9 (х)=0 представляет в этом пространстве 
поверхность второй степени, к которой относится каждый дальнейший 
образ, заданный каким-нибуль уравнением между х. Или, если, в смысле 
Плюкера, мы вводим в качестве пространственного элемента, напри- 
мер, линейный комплекс и определяем его шестью независимыми коор- 
динатами, то мы можем этой геометрии противспоставить обычную 
геометрию пространства Ю‚. Обеими точками зрения пользуется Клейн 
в своих неоднократно упоминавшихся работах в Ма. Аппайеп, т. 2 
и 5. Резюмируя, мы скажем: исследования о высших элементах неко- 
торого пространства мы всегда можем связать с исследованияме 
о точках пространства более высокой размерности. 

Можно, однако, еще ис другой стороны осуществить взаимодействие 
между воззрениями Грассмана и Плюкера. Если, ‘например, мы решили 
оперировать в пространстве Грассмана произвольно высокой размер- 
ности, то мы можем и в нем также говорить о геометрии сфер, т. е. 
короче — вместо точки ввести в качестве пространственного элемента 
какой-нибудь другой образ`в смысле Плюкера. 

Существенным является то, что при рассмотрении каких-нибудь 
переменных можно пользоваться как той, так и другой точкой 
зрения. | 


из (п—) рядов 


$ 29. Круги в пространстве, пентацикл Стефаноса. 


В этом параграфе мы поговорим телерь о последнем пункте, 
которым геометры после 1880 года неоднакратно занимались. Этот 
пункт касается элементарной геометрии кругов в нашем обычном 


1) См. также Бертини: Е. Вег1!пь Сеошеёа ргодеуа 4еёИ 1регзра21 
Меззта, 1923, далее статью Сегре в Энциклопедии Ш, 2, тетр. 7. 
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пространстве. На плоскости окружность зависит от трех параметров, 
но содержащая ее плоскость требует для своего определения также 
три постоянных. Следовательно, мы видим, что круг в пространстве А; 
определяется шестью параметрами. Определим теперь круг с помощью 
координат следующим образом: в элементарной геометрии сфер, из кото- 
рой мы здесь исходим, сфера, как известно, определяется пятью одно- 
родными координатами, которые мы здесь обозначим х,, х., ...,Х,. Так 
как круг может быть получен как сечение двух сфер и вследствие 
этого принадлежит целому пучку сфер, то мы образуем следующую 
матрицу: 

_ 1 2 №: &, Я, 


) 
И И 
^^. 3 ^, № 


а из нее образуем 10 „различных“. миноров рд. Мы выбираем эти 
величины в качестве однородных координат кругов в пространстве. 

Очевидно между этими р;, должны существовать три независимых 
соотношения, так как в пространстве круг зависит только от шести 
параметров. Теперь очень легко можно получить пять, по форме раз- 
личных, уравнений, приписав обе строки вышеприведенной матрицы 
еще раз под этими и откидывая каждый раз один столбец новой 
матрицы. Таким образом полученные определители, приравненные нулю 
и развернутые известным способом по минорам, дают искомые урав- 
нения; они будут второй степени относительно р;.. Чтобы привести 
‘пример, составим таким образом уравнение: 


а [Р = рр Е Ризрз Е РиаРзз == 0. 


'Из этих пяти уравнений только три могут быть независимыми. 

Условившись относительно выбора координат круга в пространстве А, 
мы займемся теперь изучением уравнений между ними, Прежде 
всего опять получается линейное уравнение: 


Упири, = 0, 


которое, будучи написано в развернутом виде, состоит из десяти чле- 
нов. Так как мы видели, что круг определяется шестью существенными 
параметрами, то мы можем совместно рассматривать также шесть 
линейных уравнений указанного вида; эти уравнения, вообще говоря, 
определят лишь конечное число. кругов. Особенно замечательно то, 
что при этом получится в точности пять кругов, определенным обра- 
зом расположенных в пространстве. Греческий геометр Стефанос, 
открывший этот образ в 1881 году, назвал его „пентациклом“. 
Поэтому, если круги в пространстве определять отношениями 
десяти координат ру, то многообразие кругов окажется шестимер- 
ным многообразием пятого порядка в девятимерном пространстве. 

С другой стороны мы можем также сказать: наша геометрия 
кругов является образом „линейчатой геометрии четырехмерного про- 
странства“. } . 

В качестве литературы наряду с заметками Стефаноса в Сопйе$ 
Кепацз$, Париж, т. 93 (1881), стр. 578—580, 633—636, следует назвать 


ны] 
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м—— 


исчерпывающую работу Коссера в 3 томе Аппа!ез 4е Тошоизе (1889). 
Далее, работы Сегре в Кепа. Ра1егто (1888), А Тонпо 22 (1887); 
Кастельнуово в А 154. Уепею (1888, 1891). Далее, работа Кулиджа 
(1. Г. СооПаве, А НеаНзе оп Ше сибе апа \Ше зрнеге, стр. 482 
и след. Охта, 1916). 

Здесь возникают еще многие вопросы, ожидающие своего разре- 
шения. Пока не имеется систематического изложения геометрии кругов, 
которое бы рассматривало последовательно одно линейное уравнение, 
два линейных уравнения и т. д. между координатами. Впрочем анало- 
гично дело обстоит и с геометрией сфер Ли, так что здесь имеются 
области, где желательно и полезно появление работы, хотя бы и не 
требующей особой изобретательности. 


$ 30. Коннексы Клебша. 


Теперь мы вернемся опять к постановке вопроса, которым мы 
занимались уже раньше по случаю рассмотрения обычных точечных 
координат. Этот вопрос касается геометрической трактовки диферен- 
циальных уравнений; мы хотим осветить ее теперь с той точки зре- 
ния, к которой нас привели прямолинейные координаты плоскости и 
плоскостные координаты пространства. Прежде всего скажем о дифе- 
ренциальных уравнениях первого порядка. 


Напомним три различных типа диференциальных уравнений, которые 
изображаются формулами: 


1) Л(х, у, у’) =0, 
2) Ле, у, в, 9) =0, 
:3) Тару ар 9) = 0. 


С каждым из этих трех уравнений мы уже связывали определенное 
геометрическое представление. Первое из них каждой точке плоскости 
ставило в соответствие определенное направление на плоскости; вто- 
рое для каждой точки пространства давало в пространстве конус 
направлений; наконец, третье в каждой точке пространства пред- 
писывало касательной плоскости к интегральной поверхности, прохо- 
дящей через эту точку, касаться некоторого определенного конус :. 
Поэтому случаи второй и третий находятся в том же самом двой- 
ственном отношении, как, например, точечные и плоскостные коорди- 
наты в пространстве. 

Введем теперь термин „инцидентный“ для того случая, когда 
какие-нибудь два образа, как точка и линия, линия и плоскость или 
плоскость и точка, лежат один на другом. Следовательно, мы также 
можем сказать: первое уравнение ставит в соответствие произволь- 
ний точке некоторую инцидентную прямую, второе — некоторое 
онцидентное семейство прямых, третье —некоторое инцидентное 
семейство плоскостей. 

Аналитическая трактовка диференциальных уравнений ‘первого по- 
Гяд а, разработанная Клебшем в его последней работе 1871—72 г. 
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идет параллельно этой точке зрения. Коротко мы ее можем назвать 
однородной формулировкой наших диференциальных уравнений. Сна- 
чала мы остановимся на уравнении типа 1) !). Клебш образует урав- 
нение, которое одновременно содержит ряд точечных и ряд прямо- 
линейных координат (все однородные), а именно, уравнение 


Л(ь Хь Ху и и из) =0 


и к этому прибавляет то условие, что х; и и; должны быть друг 
с другом инцидънтны, т. е. что должно иметь место соотношение: 


ши ихь-- их. =0. 


Тогда оба эти уравнения вместе как раз и заменят диференци- 
альное уравнение Г(х, у, у’) =0. 

Для фиксированных значений х; уравнение /(х,, и,;) =0 дает опре- 
деленную кривую в качестве огибающей прямых и;; йо так как, кроме 
того, имеет место условие инцидентности для точки и прямой, то дело 
идет о рассмотрении только тех касательных к кривой, которые про- 
ходят через точку х,. Задача интеграции заключается в том, чтобы из 
определенных таким образом прямых и, и соответствующих точек х; 
составить кривые, для которых и; и х; являются соответствующими 
друг другу касательными и точками кривой. 

Для этих рассмотрений Клебш вводит еще специальную термино- 
логию. Уравнение /(х., и;) =0 он называет коннексом, т. е. связью 
точки и линии; то, что два коннекса имеют общим, по его термино- 
логии называется концинденцией. Уравнение 


У; = 0 


также представляет некоторый коннекс; его мы будем называть глав- 
ным коннексом. Затем нас интересует та концинденция, которая 
является общей первому заданному коннексу и главному коннексу; 
ее Клебш называет главной концинденцией. Следовательно, теперь 
диференциальное уравнение У(х, у, у’) =0 дается главной концин- 
денцией некоторого коннекса }(х|и)=0. 

Эту систему формул можно также записать различными равноправ- 
ными способами. 

1. Пусть, например, точка у; является точкой прямой и;, находя- 
щейся в инциденции с точкой х,„ тогда координаты и; можно за- 
менить минорами второго порядка матрицы Г 
Х! Х2 Хз 


| У> Уз 


которые мы обозначим через (ху), (ху)з:» (ху)1э. Если мы подставим 
эти значения и; в наше уравнение, то оно примет вид: 


Дер хь ху (худ (хУ)вь (ху =0. 


1) По этому поводу см. заключительную главу тома 1 „Лекций по тео- 


метрии“ Клебша-Линдемана (С1еъзесн-[1п4етапп, УоПезипееп АЪег 


Сеошепе, 1876). 
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ООО сеет 


2. Если, в частности, точку у; мы выберем в окрестности точки Х,, 
-то можно положить у; =; 4х, и определители (ху)э» (хУ)з1, (хУ)1 
„будут тогда равны (х 4х)» (хх), (х 4х)», так что наше уравнение 
‘примет теперь форму: 


[К М» Ху (хах)э» (хах)м, (хах)»] =0. 


3. Наконец, имеется еще последний способ записи. Если мы во- 
’ 
.образим себе наше диференциальное уравнение 7 (%, у, У) ==0 про- 
‚интегрированным и 


Ф(х,, хо» Хз) == соп$ 


‘является системой его интегральных кривых (причем Ф — форма нуле- 
вой размерности), то касательная х; изображается уравнением: 


0х 0х и 
т ве ео 


' 


:это показывает, что наши координаты и; пропорциональны частным 


0Ф 
„производным 2х и, следовательно, нашему уравнению можно придать 


также вид: 
00 0 0\ у 
Г(вь о м5 бы’ бы ав) 


Все эти три новые формы уравнения Клебша являются равноправ- 
кными и всегда выражают, что здесь дело идет о главной концинденции 
некоторого коннекса. р 

Теперь возникает вопрос, что мы выигрываем при такой формули- 
о ровке задачи интеграции? Вследствие этого приема и вследствие при- 
‚влечения точки зрения проективной геометрии получается продвижение 
‘вперед в теории диференциальных уравнений по двум направлениям. 

1. Прежде всего мы получаем принципи классификации всех воз- 
_можных диференциальных уравнений } =0; это опирается на’ то, что 
величины и; и х; входят друг с другом равноправно. Исходя из обык- 
-новенной формы уравнения ] (Х, у, у”) =0, их обычно классифицируют 
только по степеням у’ и, таким образом, различают диференциальные 
уравнения первой, второй, и-й степени, совершенно не заботясь о том, 
‚в какой степени входят х и у; Хи у могут входить даже трансцен- 
_дентно. Если мы теперь будем писать /(%,, Х., Хз; Ш, Ш», из) =0, то 
мы естественно будем приведены к тому, 4тобы классифицировать 

уравнения с помощью двух чисел, как по порядку (степень, в кото- 

_рой входят х;), так и по классу (степень, в которой входят и). 
В дальнейшем мы будем также допускать, что величины и; равно 
каки х, входят в уравнение трансцендентно. Простейшим случаем 
будет тогца случай (1,1), при котором величины х; и и; входят в урав- 
‘нение оба линейно (билинейная форма уравнения); затем следуют 
случаи (1,2) и (2,1), далее случай` (2,2) и т. д. Таким образом мы 
получили совершенно новый принцип классификации диференциальных 
уравнений } = 0. 


Г 
р 
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2. Второе преимущество еще непосредственнее касается равноправ- 
ности х; и и,. Наряду с формой уравнения мы ввели формы: 


[6 
[х; (хах)] =0 и] Ё = |=0: 
мы можем еще написать: 
| 


Л [и; (аи, #)] =0 или } [4 5. 0. 

Из формулировки Клебша следует, что в рассматриваемом дифе- 
ренциальном уравнении точка и прямая являются равноправными эле- 
ментами; это показывает, что мы можем рассматривать и, так же как 
это было с х, в качестве независимых координат. Следовательно, на- 
пример, случай (1,2) диференциального уравнения совершенно равно- 
ценен случаю (2,1); если мы можем проинтегрировать один из этих 
случаев, то мы будем в состоянии проинтегрировать и другой. 

Теперь мы хотим пояснить на примере только что приведенную 
геометрическую точку зрения; в качестве такового возьмем простейший 


случай (1,1) диференциального уравнения. Будем исходить из общег 
билинейного уравнения: 


Учихи, =0 


ш (ах, Нах ава) Е и (аль -- ао -Разх) 
- 4 (ах, Е ав -Е @ззХз) =0. 
Если мы введем здесь для и; определители, то получим: 


(х›ах;— жв ах.) (ах ах Раз) Е 
- (в 4х, —х, 4х) (аох, -- ах ах) Е 
+ си ах. — х.ах,) (ав, Е @эзхо -- аззХз) = 0. 


Это диференциальное уравнение издавна встречается в литературе; 
в частности им занимался Якоби в Журнале Крелля, т. 24 (1842), 
с другой стороны, оно встречается у Ли и Клейна в Сошрез теп@из 
за 1870г. и в Аппаеп, т. 4 (1871)!). Там, в частности, изучаются 
геометрические свойства интегральных кривых этого диференциального 
уравнения, так называемых №-кривых. Чтобы сравнить работу Якоби, 
с рассматриваемой постановкой вопроса, мы перейдем к неоднородному 
способу записи и соответственно с этим положим х;==1, 4х: ==0, 
так что наше уравнение примет вид: 


— 4х. (а, 1х, -- ах аз1) -Е ах, (ах, -Е ах» -- аз») 
-Е ах, — хо ах!) (авх, К азхь-Е ав) = 0. 


Здесь бросается в глаза, что в этой неоднородной форме прекрасная 

симметрия первоначального вида уравнения совершенно исчезает. 
Займемся теперь ближе геометрическим истолкованием перво- 

начального вида диференциального уравнения: 


и (ах, аих, Ранж) | ... =0. 
р Е. К!е!п, Сезашитеце АБВапа!илеет, т. 1, стр. 415 и 424. 


ИЛИ 


Зак. 799. — Клейн. 9. 


Рей 
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Оно изображает при постоянных значениях х; уравнение некоторой 
точки в прямолинейных координатах; ее ‘точечные координаты при 
введении множителя пропорциональности р будут определяться урав- 
нениями: 

ру; = ах, Е 415 -|- 41 

руз == а1э^1 -- 455% Е азьх» 

руз = а1з%1 -- аз -- аз. 


Следовательно, здесь каждой точке х в силу определенного линей- 
ного преобразования будет соответствовать точка у и требуется 
отыскать такие кривые, которые в каждой своей точке х; имеют 
в качестве касательной прямую, соединяющую точку х; с ее соот- 
ветствующей точкой у;. 

Поэтому, если мы хотим интегрировать диференциальное уравнение, 
то прежде всего нам надо ближе изучить эти линейные подстановки, 
которые по их геометрическому значению называются коллинеациями. 
Прежде всего возникает вопрос, возможно ли найти такие точки х,, 
которые совпадали бы с соответствующими им точками уг Это при- 
водит к уравнениям: 


р%1 == 411%, -- 451 -- @заХ 
ржа == ао! Е ао Е зо 
рхз == @1зх 1 -- ао - аз 


которые, как известно, допускают решения только тогда, 
делитель из коэфициентов равен нулю, т. е.: 


когда опре- 


411 р 45: 231 
@15 @05—_р @$> =0. 
413 @23 @з— р 


Допустим, что это кубическое уравнение дает три различных корня 
р1» Ро› Рз для р. (Как изменяется исследование, если два или даже три 
корня совпадают, мы здесь ближе рассматривать не будем.) Следова- 
тельно, тогда имеются три различных точки плоскости, которые 
остаются неизменными при коллинеации. В последующем мы возьмем 
их в качестве вершин некоторого нового координатного треугольника; 
тогда наши формулы подстановки (чего мы подробнее также доказы- 
вать не будем) перейдут в следующие: 


’ / 
ру: = р1^› 

Г Га 
РУ — РыХь› 

/ / 
РУз; — В: › 


причем штрихами отмечены координаты новой системы. 
Уравнение нашего коннекса, отнесенное к новому координатному 
треугольнику, примет теперь форму: 


г г АХ 
2:4: ^, Н. 254. то 2333, =0 * 
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Теперь, чтобы это уравнение записать в виде’диференциального 
/ / / 
уравнения, мы введем вместо и, и, и, частные производные иско- 
мой интегральной функции 


’ / / 
Ф(х, Хз, Х.) == с0п$ё. 
Тогда (опять отбрасывая штрихи) мы получим: 


д0Ф 0Ф дФ 
р дж Г 922 д, К 58 ох —0: 


Но это уравнение легко интегрируется и дает нам: 
—х 8. 4.8 р-р 
Ф—= ^ 2 5 — соп${. 


Это как раз те кривые, 
назвали -кривыми. 

Приведенная эдесь геометрическая теория интеграции совершенно 
точно совпадает с аналитическим процессом Якоби. Мы считаем важ- 
ным разъяснить геометрически каждый отдельный шаг. В связи с этим 
мы повторяем, что диференциальное уравнение мы прежде всего рас- 
сматриваем как коннекс; этот коннекс мы истолковываем посредством 
коллинеации, отыскиваем точки коллинеации, остающиеся неизменными, 
и, наконец, образованный ими треугольник берем в качестве нового 
координатного треугольника. 

Эти соображения относились к диференциальным уравнениям 
7(х, у, у’) =0. Подобные же рассмотрения можно произвести для 
уравнений 7 (х, у, 2; р, 9) =0, как и лля 


. ах ау 
(*, Е 


Во-первых, мы напишем коннекс в пространстве: 


которые Клейн и Ли в упомянутой работе 


: О ЖЖ м Ш Ш, и) щ)=0, 
поставленный наряду с уравнением главного коннекса: 
из | шохо Е иж шах, =0. 


Во-вторых, мы имеем уравнение в точечных и прямолинейных 
? 


координатах: 
Л Хь Хь м [Раз Риз ..., Роз) = 0 


и наряду с ним условие инцидентности точки и прямой: 
«Реле И Ваз = 0 


(здесь под а, В, { понимаются какие-нибудь три числа из чисел 


1,9; 3,4): 
Здесь возник бы ‘вопрос: какую проблему интеграции можно свя- 


зать с уравнением / (х; | и, | р) = 0, предполагая, что х,, и, р. должны 
быть все три взаимно инцидентны. 


9+ 
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Далее, мы могли бы подобным образом рассматривать диференци- 
альные уравнения второго порядка. В него входят, если ограничиться 
случаем трех переменных, величины Хх, у, 2; р, 4; Г, $, & которые 
раньше мы считали за определяющие элементы соприкасающегося 
параболоида, а теперь будем рассматривать, ‘как его координаты. 
Мы не будем подробнее исследовать, как изменяются эти семь величин 
при преобразовании координат, и как, наконец, для них можно ввести 
симметричное однородное обозначение. Это все-таки потребовало бы 
некоторых вычислений; нам достаточно указать на эти вопросы, так как 
они аналогичны случаю диференциального уравнения первого порядка. 

Следует только еще упомянуть, что Штуди построил проективную 
геометрию элементов второго порядка на плоскости, которая нахо- 
дится в тесной связи с линейчатой геометрией пространства КЮ, 
(см. Гержеег ВейсШе, т. 53, 1901, стр. 338). К уравнениям типа 2 
мы вернемся позже в $ 94, 95. 


$ 31. Основные формулы для кривизны поверхности. 


Перейдем теперь к тому, чтобы совершенно элементарно вывести 
формулы кривизны поверхности; они имеют слишком большое значение 
для того, чтобы ими подробно заняться, а затем перейти в этих фор- 
мулах от точечных координат к плоскостным. Будем задавать поверх- 
ность уравнением в форме 2 —=/(х, у). Пусть рассматриваемая точка 
поверхности имеет координаты ху, У 2. Направление, исходящее 
из этой точки поверхности (которое вовсе не обязано быть связанным 
с поверхностью), мы обозначим через 6х, ду, 82. Разложение коорди- 
наты г поверхности 2 =/(х, у) по теореме Тейлора дается формулой: 


да = рёх-На 5 {762 -- 25 0х8у-Е8у?} -..., 


где 2—2, х—Х, У— У мы соответственно заменили через дл, 6х, 
бу. Касательная плоскость к поверхности в нашей точке, в тех же 
самых координатах 6х, ду, 82, дается уравнением: 


д2=рдх-- 48, 
в котором для ри 4 взяты их значения из уравнения 2==Х(х, у). 
Путем исключения дг из обоих последних уравнений получается: 
0 — 0х? -|- 256х ду-|-Е8у2- члены 3-го порядка. 


Это уравнение представляет ортогональную проекцию на плоскость 
х, у кривой пересечения поверхности с касательной плоскостью. Как 
мы уже раньше заметили и как непосредственно видно из этого 
уравнения, точка 2%, Ху, Уз является двойной точкой этой линии пе- 
ресечения. Направление ее ветвей мы получим, если в последнем 
уравнении ограничимся членами второго порядка: 


0 — 0х2 -- 25 8х бу | 28у?. 


Но таким образом установленное направление тождественно с напра- 
влением асимптотических линий. „Дифференциальное уравнение асимпто- 
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тических линий или, точнее, кривых в плоскости х, У, являющихся 
ортогональной проекцией асимптотических линий, вследствие этого 


будет: 
—. 0—8? | 25 8х Зу-- Е8у?. 


Соответственно этому мы хотим теперь вывести диференциальное 
уравнение линий кривизны. Для этого мы воспользуемся тем, что нормали 
вдоль такой кривой должны образовывать развертывающуюся поверхность, 
т. е. что, вообще говоря, они являются касательными кривой, опи- 
санной соответствующим центром кривизны: 


о (х-РАр, у-Е МА, 2—\}. (1) 
Следовательно, объединяя три формулы в одну, мы получим: 
а {х-Е ар, у-Е м, 2— № = (р, 4—1] 
4{х, у, 2} Е №4 (р, 4—1} =з{р, 4, — 1}, (2) 


где с=р— 4^. Отсюда следует: 


ИЛИ 


ах ар р 
4у 494 9|=0 
42 0—1 


или 
ар (ау-Е 942) = 49 (ах р 42) 


в качестве диференциального уравнения линий кривизны. Если в по- 
следнем уравнении мы заменили: 


42 =рах-- 9 4у, 
ар =гах - ау, (3) 
44 =зах-- #4у, 


то, наконец, после неболышого преобразования получим: 


(2 —@-- ра) 3 } 4 (а-- 9)" а 29) Че 4у-+ 
+ {а- 4) 5—9} ау" = 


в качестве диференциального уравнения линий кривизны, или, точнее, 
их проекций на плоскость х, у; это уравнение совершенно аналогично 
уравнению асимптотических линий. 

Мы должны еще определить соприкасающуюся сферу. Для этого 
надо опрелелить Х из (2), потому что тогда мы узнаем соприкасаю- 
щуюся сферу из (1). Для вычисления `Х из (2) мы исключим ах, ау, 
с из трех формально объединенных уравнений, используя формулы (3). 
Таким образом мы получим: 


1-м № р 
5 1-№ 9|=0 
да 
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а. 


или: 


АМА [295 —" (1-4) —#а ==) } ^— а -р?- 9) = 0. 


Это уравнение 
› Квадратное относит 
касающиеся сферы. Если мы о м 
внение относитель 
радиуса р соприкасающихся сфер, для которого из (1) найдем ыы 


Я 
то в качестве уравнения для обоих главных радиусов кривизны получим: 
Р-р [раз — "(1 92) (1-7) УЕ — 
ар - 0. 
Добавим еще получающиеся отсюда формулы 


1 
визны — и для средне т 
р редней кривизны та. Значения р: И р. являются 


корнями нашего последнего уравнения, сл 


` 


для гауссовой кри- 


едовательно, имеем просто: 


И ГЕ 5? 
р (1-Е р?- 42)? 
И 
1 205 —"(1-4 99 —# (1 2?) 
21 аи. ' 


(1-Е р? 42) 3% 


Если для всех точек пове 


рхности гауссова к ивизна дол = 
щаться в нуль, то мы имеем р т нь 


дело’ с так называемыми „развертываю- 
О. Т. е. с такими поверхностями, а могут 
И, Уты на плоскости без изменения длин кривых, проведен- 
а поверхности. В качестве условия этого мы нолучаем ди 

ренциальное уравнение //— 52 —0. — 
р ре и = можем рассматривать все поверхности, сред- 
а орых обращается в нуль; они, как известно, являются 

ными поверхностями. Их диференциальное уравнение будет: 


2р9$—" (1-4) —&(1-{ р?) = 0. 


До сих пор мы исходили из уравнения 
разумеется можно также исходить из уравнения Ф(х, у, 2) =0 или 
однородно записанного уравнения Ф(х,, х., Ху х о Далее за 
исходную точку можно также взять параметрическое представление 
поверхностей, а именно, рассматривать заданные уравнения 


поверхности 2=/(х, у); 


аж формулы для всех этих видов представлений 
о мы этого рассматривать не будем. 

Исчерпывающее изложение элементов теории поверхностей имеется 
чапример, у Бляшке, Диференциальная геометрия, т. [. 
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$ 32. Введение плоскостных координат 
в диференциальные уравнения. 


Теперь мы обратимся ко второму пункту, а именно, к введению 
плоскостных координат вместо точечных координат. Плоскостные 
координаты, которыми мы сейчас займемся, будем обозначать через 
-Х, У, 2; в соответствии с этим уравнение поверхности будет иметь 
вид 7 =Р(А, У); это является законом, по которому плоскость 
„огибает“ поверхность. Наша задача состоит в том, чтобы в ранее 
найденные формулы ввести частные производные Р, 0,... этого 2. 

Как известно, однородные плоскостные координаты и; определяют, 
проще всего, как коэфициенты однородного уравнения плоскости 
зв точечных координатах: 

ужа ЗЕ их, + изхз Е щх, == 0. 

Так как мы не хотим оперировать с однородными координатами, 
то последнее уравнение мы разделим почленно на одну из величин и 
и на одну из величин..х. Это допускает некоторый произвол. В частности 
мы напишем уравнение плоскости. в симметричном, до известной сте- 
пени, виде: 

2— Хх — Уу— 2 ==0. 


Встречающиеся здесь постоянные Х, У, Й будем называть „Коор- 
динатами“ плоскости. Это и есть тот самый способ, которым поль- 
зовался Плюкер в своей пространственной геометрии (1846). 

Предположим, что поверхность, представляемая уравнением 7 = 
—Р(Х, У), в.точечных координатах определяется прежним уравнением 
2=1(х, у) и исследуем как связаны между собой различные частные 
производные обоих уравнений. Как мы уже говорили, частные произ- 
водные для уравнений в плоскостных координатах мы будем при этом 
обозначать соответствующими большими буквами. Как известно, в то- 
чечных координатах уравнение касательной плоскости в точке ху, Ус, 25 
имеет вид: 

2 — 20 = Ро (х — Жо) -- 40 © — уо) 
или 


2— Рох — 9% У— (20 — Ро №, — 40.0) = 0. 


Но если это уравнение должно быть уравнением плоскости с коор- 
динатами Х, У, 2, то 


Х=р, У=4, =2—рх— цу, (0 


что является нашими первыми соотношениями. Мы откидываем здесь 
индекс 0, так как эти соотношения имеют место для произволь- 
ной точки поверхности. 

Но мы можем теперь точно так же исходить из уравнения 2 = 1$) 
и составить уравнение точки прикосновения ху, уу, 25 плоскости 
Х У, 2%. Сообразно с принципом двойственности оно будет построено 
совершенно аналогично уравнению касательной плоскости и, следо- 
вательно, будет иметь вид: 


- @ —20) = Р(Х—)- © У— 7) 


© 


{ 
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или 
2—РХ— 9 7—(2— Р.Х — 9) =0. 
Из этого следует вторая группа формул 


х=р—Р, у=—0, 2=7—РХ—0У, (2) 
где индекс 0 опять отброшен. 

Следовательно, введя плоскостные координаты Х, У, 7 и их 
производные Р, ©, мы получаем между ними и соответствующими 
величинами х, у, 2, р, 4 соотношения, вываженные ‘уравнениями 
(1) и (2). С их помощью мы можем всякое диференциальное уравне- 
ние с частными производными первого порядка в точечных коорди- 
натах заменить диференциальными уравнениями с частными произ- 
водными в плоскостных координатах. 


Одновременно из уравнений преобразования вытекает замечатель- 
ное соотношение: 


42 —РАах—Оа У=42—рах— дау, 


что легко проверить простой подстановкой. Позднее мы’ вернемся 
к этому соотношению с более общей точки зрения. 


Перейдем теперь ко вторым производным. Прежде всего имеют 


место уравнения: 
ар =гах- зау, 
44 =зах-- Ёау, 


ар = Ках-| $ау, 
49 =$ах- Гау. 


Если, например, в правых уравнениях мы заменим Р, О, Хи Уих 


значениями из ранее приведенных уравнений, то эти уравнения перей- 
дут в 


—ахл=АЮар-- $5494, 
— Чу = 5ар- Та4д. 


Напротив, из первой пары уравнений посредством разрешения их 
относительно 4х и 4у получается: 


ТЯ, 
ИЕ -— 52 

ый 5 арг а4 

© И" 


Из сравнения их следует: 


Е 
т. 5—7? 
а отсюда: 


Аналогичным ‘образом или так же непосредственным разрешением 
последних уравнений получаются двойственные формулы: 


рас: тр РЕ т ® Он К 
а ав. 
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Но это уже дает нам искомые формулы преобразования для производ- 
ных второго порядка. ` 
Приведем теперь еще два примера перехода от точечных коорди- 
нат к плоскостным координатам в диференциальных уравнениях 
с частными производными. 
В качестве первого примера возьмем уравнение минимальных 


поверхностей: 
0— 2р4$ — @-- 9)" —(1- р?) 1. 
После подстановки оно перейдет в 


0—=2хХУ$- (1 - У2) ТР (1-Е Х2) Ю. 


Так как здесь встречаются только производные 5, Т, Ю, и притом 
в каждом члене по одному разу, то мы имеем здесь дело с линейным 
диференциальным уравнением с частными производными второго по-. 
рядка. Это имеет большое значение для теории минимальных поверх- 
ностей: 

В качестве второго примера рассмотрим так называемое общее 


‘уравнение Монжа-Ампера, которым мы еще будем заниматься позднее. 
Оно имеет вид: 


Аг-- В3-- &-- 2 —-ЕО, 


где коэфициенты А, В, С и т. д. коротко обозначают выражения, 
зависящие от величин х, у, г, р, 4. Существенно’ обратить внимание 
на то, что величины г, $, & входят здесь в характерно простой ком- 
бинации. После подстановки плоскостных координат уравнение пере- 


ходит в 
А’Т-- В'5 + СВОЕ! ($— ВТ) 0, 


причем обозначения А”, В”, С’ и т. д. опять введены, как сокращен- 
ные обозначения для выражений, зависящих от величин Х, У, 2, Р, 0. 

Следовательно, всякое уравнение Монжа-Ампера при нашем пре- 
образовании переходит опять в уравнение Монжа-Ампера. : 

Теперь еще несколько слов о дальнейшем развитии изложенных 
здесь исследований, основывающихся на введении плоскостных коор- 
динат вместо точечных. 

Величины Х, У, Д можно также рассматривать, как параметры 
трехмерного многообразия поверхностей, которое может быть задано, 
например, уравнением: 


эл о 


в котором Х, У, 2 фигурируют, как параметры. Это уравнение отнюдь. 
не обязано быть билинейным, как это было в рассмотренных случаях. 
Возникает вопрос: как тогда преобразуются координаты, их первые 
и вторые производные и в соответствии с этим диференциальные урав- 
нения. При этом в основу здесь кладется то представление, что 
всякая поверхность всегда может быть „представлена“ уравнением 
2 =Е(Х, У), которому удовлетворяют поверхности Х, У; 7, „огибаю- 


щие“ представляемую поверхность. Этим вопросом занимался уже 
Плюкер. 


й 
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Далее, следуя Ли, мы можем рассматривать Х, У, Г как пара- 
‘метры семейства кривых, зависящего от трех параметров; это семей- 
ство, следуя Ли, мы назовем комплексом кривых. См. работу Ли 


‘в Маш. Аппаеп, т. 5 (1871). Уравнение 2 =Е(Х, У) выделяет затем. 


из семейства кривых комплекса, зависящих от трех параметров, не- 
‘которую конгруэнцию, имеющую фокальную поверхность; об этой 
фокальной поверхности мы скажем, что она в качестве огибающего 
образа „представляется“ как раз уравнением = (Хх, У). Представим 
‘себе теперь также и эту поверхность заданной в обычных точечных 
координатах. Тогда возникает вопрос, как при этом связаны величины 
-х, У, 2; р, 4; Г, $, Е с соответствующими той же самой точке поверх- 
ности величинами Х, У, 7; Р, 0; Ю, $, Т. 

Вообще мы видим: 

Если, следуя Плюкеру и Ли, в качестве пространственного образа 
мы введем вместо точек какие-нибудь другие зависящие от трех 
параметров образы, то мы получим целый ряд преобразований для 
диференциальных уравнений пространственной геометрии. 

Последним обобщением явилось бы введение таких семейств по- 
верхностей или кривых, которые зависят более чем от трех пара- 
метров. Сферы из геометрии сфер и прямые из линейчатой геометрии 
дают для этого ближайший пример. С их помощью можно также 
„представлять“ другие поверхности, разыскивая все „огибающие 
сферы“ или „огибающие линии“. Как же будут изображаться х, 6 
р, 9; г, $, Е с помощью новых упомянутых координат? Этим вопросом 
занимался Кенигс, см. его статью в „Асфа шаештаНса“, т. 10, 1887 
(Коеп!е $, Зиг ипе с1аззе Че Югшез @1етгепНеЙе$ е# зиг 1а Шбоне 4ез 
зузтез 4’616теп 5). 


ВТОРАЯ ЧАСТЬ. 
ТЕОРИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ. 


„Теория преобразований“, как мы назвали вторую часть настоящих 
лекций, хотя и противопоставляется нашим прежним рассмотрениям, 
которыми мы занимались в первой части в разделе „Замена простран- 
ственных элементов“, но нельзя не отметить внутреннего взаимного 
проникновения обеих областей, так что в последующем -не всегда 
будет производиться их строгое разделение. В качестве основы наших 
исследований мы имеем, с одной стороны, геометрическую фигуру, 
с другой — аналитический аппарат определенной системы координат. 
До сих пор господствует желание трактовать одну и ту же фигуру 
с помощью различных аналитических вспомогательных средств: то 
с помощью различных точечных координат, то плоскостных координат, 
сферических координат и т. д. Таким образом мы приходили к раз- 
личным уравнениям для одной и той же фигуры. Теперь же одно и 
то же уравнение /(х, у, 2,...) =0 мы будем истолковывать с различ- 
ных геометрических точек зрения, рассматривая величины Хх, у, 2,..., 
то как обычные точечные координаты, то как высшие точечные коор- 
динаты и т. д. Вследствие этого различные геометрические фигуры 
будут представляться одним и тем же уравнением. Переход от одной 
фигуры к другой мы назовем „преобразованием“. Нашей задачей 
является их геометрическое исследование. 

При этом ‘для определенности мы ограничимся, прежде всего, 


обычными точечными координатами и в соответствии с этим рас- 


смотрим сначала только: ‚ 


ТОЧЕЧНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПРОСТРАНСТВА. 


Пусть, как обычно, координаты ‘будут обозначаться через х, у, 
и пусть имеются следующие соотношения, связывающие координаты 
Е ОМА 


х’ == (х, У, г), у’ =$(х, у, г), 2’ == (х, у, 2). 


Раньше эти три формулы мы трактовали таким образом, что гово- 


рили: точке х, у, = они ставят в соответствие новые координаты 
х', у’, 2’; теперь мы скажем: точке х, у, 2 они ставят в соответствие 
некоторую новую точку с координатами х’, у’, 2’ в первоначальной 
системе координат. Следовательно, теперь система координат берется 
неизменной, а точка „преобразуется“; раньше же точка была не- 
изменной, а система координат преобразовывалась. Итак, в приведен- 


ных формулах заключается самая общая ‘форма точечных преобразо- 


ваний. 
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$ 33. Линейные преобразования. 


Первым специальным типом точечны 
подробнее рассмотрим, будут линейны 
щиеся уравнениями: 


х преобразований, который мы 
е преобразования, определяю- 


в" ах -- ву са а 
а” х —- у - с"'2 Е ДА м 
и ах- ву с'2- а’ 
ро а”х бу -р с" 2 а” 
а"х —- "у + с" 2 Е 4” = 


Следует 0собо отметить: знаменатели всех трех выражений одина- 


ковы. В этом как раз и заключается большая простота и целесообразность 
соответствия, определяемого этими формулами. 


Если мы введем однородные координаты, заменив х, у а; ху", 2' 


отношениями: 
х У 7: ь х’ у" 27 
ТР. ? ТЕ › 7 ) И ’ ПА ‚ т: з 


то вышеприведенные формулы мы можем написать, 
телем пропорциональности р, в следующем виде: 


рх” —=ах-Рбу-Нс2-- ав 
ру’ = ах Ну с’2-Р а’ь 
ра’ == а’х бу с" 2 -а”ь 
о = а”х -- Бу с”2 -- а: 
Теперь непосредственно бросается в глаза симметрия наших фор- 
мул. Новые однородные переменные взяты пропорциональными неко- 
торым линейным формам от старых однородных переменных. 


- Если мы воспользуемся часто употребляемым способом различать 


отдельные координаты индексом, то мы сможем все четыре формулы 
записать в виде одной: 


пользуясь множи- 


Е 4 
Е ру бк Хть 
И=1 
причем #=1, 2, 3, 4. 

Очевидно, весьма существенно то значение, кот 
литель, составленный из коэфициентов а этих уравнений. Пока 
мы будем его считать всегда отличным от нуля, чтобы иметь воз- 
можность обратно по заданным величинами я, вычислить однозначно 
(в их отношениях) координаты х,. Но мы 
позднее, при случае, 
зования, кото 


(5 35). 


Но что же означают наши преобразования геометрически? Этот 
вопрос поставил и разрешил в совершенно общей форме Мебиус 
в своем, неоднократно нами упоминавшемся, зБарицентрическом исчи- 
слении“. В этой работе вместо слова „преобразование“ он употребляет 


орое имеет опреде- 


уже сейчас заметим, что 
мы будем рассматривать также и такие преобра- 


рые соответствуют обращающемуся в нуль определителю 


141 
ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
Е СВЕ ЕИНЕЬ 


ыми“ две 
ово „сродство“, причем он вообще называет м: 
с а ти поставленные друг другу в соответствие в силу а 
} Е: В нашем специальном случае линейных р а 
ния точечными координатами Мебиус, ь и Е Е. 
й ых простр ь 

« сродство обоих точечн 

„коллинеацией“ срод 


биуса 
это название заменил словом о и 
станет нам тотчас понятным, если, следуя Ме а а 
линеарными“ такие точки, которые лежат на ее. 
по Мебиусу, коллинеарные точки при нашем Е и. 
опять-таки в коллинеарные точки, или, выража 


прямые линии. 
ямые линии переходят в а 
е. Чтобы это доказать, произведем следующее рассмотрени р 


всего, по теории определителей, из уравнения 


4 
' 
. 
рх;— Ул Ч ть 
1 


шений: 
при условии |а\ == 0, следует существование обратных соотно 
% 
4 [а 
сх; = УХА х, ‚ 
1 


ичем АД. 
в которых ‘с является множителем р |. й 
обозначает минор, соответствующий элементу а»; в опред к 


тим доказано, что: ий 
.  Кежбой ‘точке х соответствует некоторая точка х 


х 
х’— некоторая точка х. . а 
И. теперь заданы две какие-нибудь точки Хх; о, 
извольная точка соединяющей их прямой имеет коорди $ й 
Но из уравнений 


1 Ч 
р; = Уаиль и РУ, = Уи,» 


вая, тотчас 
почленно их умножая соответственно на Хи. , и склады р 
получаем новые уравнения: 


ржу) = У ак Ахь-- ВУ. 
очка 
Следовательно, точке (\х;-- У; соответствует как раз т 


) на пря- 
(^х, | ву;). Так как теперь точка Хх, - ву; опять лежит р 


. я ($5) п Л . каждой 
ы имеем ед ожение: 
мой, соединяющей точки Хх, и Ур то м | р у 
точке которая лежит на прямоц, соединяющей точки х и › с0 
‚ 


ение 
точки х’ и у’, и обратно. Но это и есть наше прежнее утвержде! 
) 
(в уточненном виде). о. 
( "ОЧевиано мы можем легко расширить это О о 
тельство, рассматривая точки №х,;-- ву; РУ торые И ее 
плоскости с тремя точками х„ у, 2, Это дает; четыр 


ре 
жащие в одной плоскости, пря преобразовании дают опять четыр 


точки, лежащие в одной плоскости, и обратно. 
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В этих предложениях мы видим основные свойства 
В частности, мы будем еще говорить о бесконечно удаленных, или 
несобственных точках. Точка лежит в бесконечности, или является 
несобственной, если при обычном координатоопределении одна из 
координат сделается бесконечной или лучше, при пользовании одно- 
родным способом записи, если Хх, =0 или ® 


„коллинеации“. 


—=0. Если положить 
х;. =0, 10 наша формула преобразования даст уравнение: 


9. Й ‚ ’ 
Ах, Аз, Ах, РАих, =0, 
‘ ‚ 
а если мы положим х, =0, то соответственно получим: 


ааа, -Наиж- ах. = 0, 


т. е. в обоих случаях получаем уравнение плоско 
при коллинеации несобственные точки преобразую 
скости и так как вообще при коллинеа 
в плоскость, то удобно говорить, что сами несобственные точки 
образуют плоскость, несобственную плоскость. 

Точки с х, + 0 называют тогда собственными точками. 

Существует, разумеется, специальный тип коллинеаций, при кото- 
ром этот термин не является необходимым, а именно, если значение 


Хх. =0 соответствует значению Хх. =0. Тогда наши уравнения при- 
нимают вид: 


сти. Следовательно, 
тся в точки пло- 
ции плоскость переходит 


р. = ах, + ах авхь-Ё “14, 
рх, == ах, ах -- аз ах. 


/ 

р%з = ав: -Ё ах аз в ах, 
/ 

р 


при этом коэфициент последнего уравнения мы включили в 
деле здесь не приходится заботиться о том, образует ли бесконечно 
Удаленная область пространства плоскость или нет; мы можем огра- 
ничиться рассмотрением только собственных точек. 

Такую коллинеацию, при которой несобственная плоскость 


остается несобственной, Мебиус называет специальным „аффинным“ 
сродством (аффинным преобразованием). 

Как легко видеть, аффинные п 
что при употреблении неоднородн 
тель в соотношениях отсутствует. 

Теперь возникает весьма инте 
уже Мебиус, а именно воп 
общей коллинеации. 


Эта последняя зависит от 15 постоянных, так как дело идет только 
об отношениях 16 коэфициентов а; в уравнениях подстановки. Если 
теперь некоторой определенной точке х; мы поставим в соответствие 
определенную точку х,, то очевидно мы получим три линейных урав- 


нения, связывающих 4. Так как, далее, для определения 15 постоян- 


0. В самом 


реобразования характеризуются тем, 
ых декартовых координат знамена- 


ресный вопрос, которым занимался 
рос о геометрическом построении наиболее 
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ы получаем предложение: кол- 

ты ых он только и 
и из которых никакие четыре а. 
и е некоторые др 
ие четыре не должны лежать. 
из кот й 
о а находят свое аналитическое обоснование ее 

НН ал; никакие определители а 
и одинат ех точек не должны обращаться в нуль. т 
о Е. поможет нам, когда мы к этому пере ле 
ть ЧС геометрическую а ЕЕ соотв 
Е. и. Мы спро . 

И ь м О е ря пяти основным парам ИЕ 
Е а количество дальнейиих взаимно соответству. 
и. На этот вопрос а в. 
строение так называемой сети ны 
Именно, через каждые три из т 
основных точек пространства м 
их содержащая плоскость; эти плоск а 
по три пересекаются в ре 
новых точках. Теперь этими нов ый 
точками совместно со старыми а : 
ся в точности таким же образом. НИ : : , 

соединяем все точки по три Е 
плоскостями, которые приводят к та ею 
нейшим точкам пересечения и т. д. р 
и ны и там из пяти основных точек. 
а и ее возникает своеобразная сеть,- 
о: р что петли сети заполняют каждое пространство 
ие. Мебиус это строго доказал. Далее, соответствук т 
а © обеих сетях будут соответствовать друг другу 
а шей, ии. Поэтому сродство обоих пространств 
о о ео построением двусторонней сети, коль 
будет полностью уст т 
соро ии о - 

а ео оСти т. е. при ограничении 
и ны "орда мы легко можем проследить. 
и на чертеже. Нам теперь надо исходить из ИЕ 
НЫЕ, о из которых никакие три не должны ие у 
О ПраШОй на чертеже 39 они т а г . и 
Соединяющие их прямые тотчас приведут м Ш. 
ее: И И так будем поступать 
торые дадут нам новые т т 

м вос- 

т ееоь в качестве ри ното а м ее 
Н еугольник с вершинам 9, о 
в точки. Тогда ближайшее а и 
всего следующее предложение: все точки сет 
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ными точками в этой 
а посредством С м 
ее предложение (на довольно сложном до- 
и — к сожалению, останазливаться не можем), 
‚ординатной системе, будет а а и 
Из этого предложения непосредственно следует 
и на плоскости всюду плотно. 
ж 
НОТ быть оскуты Би о ОЬНЫе, КОПОбБе 
ислов шаг 
<ети подходят к ним произвольно близко; о ао а 
быть достигнуты  посрелством 
предельного перехода. 
Произведем теперь то же са- 
мое постгоение в нашей второй 
плоскости (черт. 40), исходя из 
четырех точек. 1’, 9’, ‘3’, 47. 
Тогда, если всякий раз ставить 
друг другу в соответствие пары 
рациональных точек, полученные 
в обеих плоскостях соответствую- 
щими друг другу построениями 
(в то время как в случае ирра- 
циональных точек мы будем ста- 
вить друг другу в соответствие 
такие, которые в обеих пло- 
кового_ предельного перехопа), 
установленная между обеими пло- 


что точки сети 


скостях получены посредством одина 
очевидно, получится коллинеация 
костями. . 
При изложении построення сети 
метить, мы еще совершенно не гов 
между координатами обеих плоскост 
‘что оно однозначно определяется п 
пар точек и затем, что оно в качес 
ветствие точки обеих сетей точно так 


ческое пост 
роение, то мы получим: обратно, каждой коллинеации 


‚двух пл 1 СС 
о а ссответствует некоторая линейная подстановка 
› ШТ. е. линейное преобразов | 
а 
„ризовано геометрически, ие. о а 


- скажем, что 
линеацией. [ й оно является кол- 
ен и наброске доказательства мы предполагали НЫ 
в силу коллинеа м последовательности рациональных точек 
‘требовали ней - нано ветствует опять предельная точка, т. е. мы 
необходимое а преобразования. Но непрерывность, как 
предложение: о можно откинуть, так как здесь имеет место 
: ое однозначное р 
‘дящее прям ; точечное преобразование, перево- 
м и а необходимо является непрерывным г 
кажем, как можно : 
зательство, следуя Дарбу. легко провести это важное дока- 


ы именно, доказател 
а мо ь , = ьство того, что в непре- 
{ редположению проективной плоскости всякая ие | 


Мебиуса, что следует особо от- 
орили о линейном соотношении 
ей; но если мы отметим теперь, 
осредством соответствия четырех 
тве коллинеации ставит. в соот- 
им же образом, как наше геометри- 
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ция является непрерывной. Мы напомним: к трем точкам А, В, С 
прямой всегда можно построить четвертую гармоническую точку р 
с помощью одной линейки (см. черт. 40, на котором, например, четыре 
точки прямой 1”, 2’ расположены гармонически) в силу известного 
свойства полного четырехугольника. Отсюда следует, что всякая кол- 
линеация в плоскости сохраняет гармоническое расположение четырех 
точек на прямой этой плоскости. Но из этого можно заключить, что 
„порядок“ двух пар точек на прямой остается неизменным, т. е. что 
сохраняется свойство пар разделять друг друга или не разделять. 
Именно, только для двух не разделяющих друг друга пар существует 
третья пара, которая одновременно разделяет обе гармонически. 
Отсюда, из сохранения порядка на прямой, легко заключить, что 
каждая прямая при коллинеации непрерывно отображается на свой 
образ, а отсюда (на основании главного свойства сохранения кол- 
линеарности точек) —о непрерыв- 
ности коллинеарного соответствия 
на плоскости. 

Очевидно, 
имеет место только при 
ничении действительными 
тами. 

Совершенно аналогично случаю 
плоскости, как это легко видеть, 
обстоит дело в случае пространства 
или вообще в случае линейного мно- 
гомерного многообразия (простран- 
ства). Каково положение вещей в слу- 
чае одномерного многообразия мы 
рассмотрим позднее (стр. 155). 


это доказательство 
огра- 
элемен- 


6 34. Перспектограф 
и пантограф. 


Составим себе еще одно непо- 
средственно наглядное представление 
о том, как выглядит коллинеарное 
соответствие между двумя плоско- 
стями. Рассмотрим постоянно встречающийся в приложениях пример, 
именно покажем, что всякая „перспектива“, посредством которой 
две плоскости отображаются одна на другую, дает нам коллинеар- 
ное соответствие между этими плоскостями. м 

При этом мы считаем, что всегда соответствуют друг другу те 
точки плоскостей, в которых обе плоскости пересекаются произволь- 
ным лучом, выходящим из некоторой фиксированной точки О (черт. 41). 
Что это дает коллинеацию — очевидно. Этот род преобразования, как 
известно, играет большую роль в начертательной геометрии. 

Можно теперь спросить себя, каковы те формулы, которые выга- 
жают соотношение между обеими плоскостями в этом частном случае, 
насколько они отличаются от формул общей коллинеации ит. п. 


10 


Черт. 41. 


Зак. 799. — Клейн. 
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опросами к более подробным. изложе- 
ниям 1), 


мы хотим сейчас только. познакомиться с прибором, который 
позволяет простейшим образом вычертить перспективный образ к не- 
которому заданному прообразу. Подобный аппарат, в соответствии 
с этим, называют „перспектографом“. Аппарат, рассматриваемый здесь, 

построен инженером Риттером в Франк- 
фурте-на-Майне, и по своему выполнению 
имеет право считаться наипростейшим 
аппаратом. Чтобы понять лежащий в его 
основе принцип, рассмотрим, прежде 
всего, механическую конструкцию одной 
из его частей. 

Эта часть. прибора состоит ‘из так 
называемой „системы лягушачьих. лап“ 
(черт. 42). Она представляет собой две 
ромбические шарнирные системы, сделан- 
ные из деревянных палочек одинаковой 
длины. Эти системы скреплены друг с дру- 
гом таким образом, что две смежные стороны одного ромба перпен- 
дикулярны двум сторонам другого ромба, как это показано на чер- 
теже. Кроме того сторона АВ продолжена за точку А на собствен- 
ную длину. Далее, во всех вершинах имеются шарниры, дающие си- 
стеме возможность растягиваться и’сжиматься. Теперь легко видеть, 
что пунктирныезлинии ЮЮ’ и Ю’Ю” при всяком положении ромбов 
равны между собой и взаимно перпендикулярны. Действительно, оба 


наши ромба всегда 
конгруэнтны и. взаим- 
но перпендикулярны. 

Точки Ю’и Ю” при- 
нуждены двигаться в 
приборе по некоторой 
прямой РО, вто вре- 
мя, как прикрепленные 
К „системе лягушачьих 
лап“ в точках Ю’ир” 
два стержня (Ю’Р’ и 
КЮ”Р") одинаковой дли- 
ны, которые относительно друг друга укреплены подвижно в виде санок, 
двигаются вдоль Р@ (черт. 43). Поэтому, в частности, Р’Р” всегда 
равно Ю’А”, т. е. также равно и ЮЛ’. Простой смысл прибавления 
обоих направляющих стержней Ю’Р’и Ю”р" сделается нам сейчас ясным. 

После этих предварительных. замечаний, выясним теперь теорию 
рассматриваемого прибора. Вообразим себе, что на плоскости П. нам 
надо получить из фиксированной точки О перспективный образ фигуры, 
данной в плоскости |, причем плоскость П перпендикулярна плоско- 
сти Г (черт. 44). Пусть произвольная точка М имеет своим образом 


Черт. 42. 


Черт. 43. 


1) Например, см. Энриквес, Лекции по проективной геометрик 
(Е. Епг!диез, Уопезипееп Бег ргодекНуе беотеше, 2 Аий., Герие 1915). 


ПЕРСПЕКТОГРАФ И ПАНТОГРАФ Тай 


точку Р*. Опустим перпендикуляры ОО’ и Е. на и 
кость Ги вообразим затем треугольник МОО’, содержащ я 
точки Р* и Р’, повернутым к себе вокруг, линии МО В и 
с плоскостью 1, причем Р* переходит в Р”, а точка О в ). ру 
гой стороны, повернем пло- 
скость П вокруг АВ направо 
до совпадения с плоскостыо 1 
и слвинем”ее затем влоль АВ 
на произвольный отрезок, так 
что содержащиеся в ней точ- 
ки Р* и Р’ лягут на точки Ю 
и А’ (черт. 45). 
Теперь мы уже подходим 
к цели. Мы имеем Ю’Ю = Р’Р". 
Возьмем еще на прямой АВ 
вторую точку Ю”. так, чтобы 
Р’Р” равнялось Ю’Ю”. Точки 
О’ и О” рассматриваются в 


плоскости |1 как неподвиж- у 
ные; точки Р’ и Р” получаются а 
на’ прямой АВ с помощью 


лучей МО’ и МО” при- а 
ИН точки М, а этим определяются также точки ы з п Е 
Следовательно, если точка М Е заданную фигуру, 

т искомый перспективный образ. | 
9 Теперь с помощью описанной системы НЕ и м 
ния которой совпадают с обозначениями черт. 43) этот пр } 

‚мы сейчас увидим, можно осущест- 
вить механически. Нам только. оста- 
ется сказать несколько слов о том, 
как точки Р’и Р" устанавливаются 
механически. Для этой цели служат 
две скользящие линейки, которые 
образуют стороны некоторого угла 
с вершиной в подвижной точке М 
и посредством надлежащего ведения 
всегда проходят через точки О” и 
О’. В точках Р’и Р” эти линейки 
опираются на санки, скользящие по 
РО. Способ употреблевия аппарата 


Черт. 45. 

м собой. . 
Е Пока ры ИЕ о перспективном. соответствии двух а 
осуществляемом посредством пространственной Оу в 
мы хотим познакомиться с новой' перспективой, которая кажд а 
плоскости ставит: в соответствие другую, точку той же. о и — 
не выходя из самой плоскости. В основу положим обычный коор 


14 
1) Т. е. преобразуется аффинно, так что’ ОО’ = О"О', и точка О’ переходит 
в себя. | 


т 10* 
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натный треугольник с вершинами О, Р, О (черт. 46), и ради простоты 
в качестве координат точки х;, х», х; введем величины, пропорцио- 
нальные расстояниям от сторон треугольника. Теперь мы рассмотрим 
точечное соответствие, осуществленное с помощью следующих урав- 
нений: 
/ ’ у 
р =Ах», рх.=х., =» 


причем под А понимается произвольная постоянная, отличная от нуля. 

Мы тотчас увидим следующие факты. Вершина треугольника 
О (х, =: ==0) соответствует сама себе, так же и все точки противо- 
положной стороны. Проходящий 
через точку О произвольный луч 
х.- Ах =0 также переходит 
сам в себя, но при определенной 
перестановке его точек. Мы сей- 
час увидим, как построить на 
нем соответствующие друг другу 
точки. 

Таким образом установленное 
соответствие называют плоскост- 
ной перспективой. Точку О мы 
назовем ее центром, а прямую 
х, = 0—ее осью. Чтобы для неко- 
торой точки {х,; } = найти со- 
ответствующую ей точку {х.} =”, 
мы соединим ее с точкой О и составим простые отношения: 


Черт. 46. 


х::Х, = ОА: ОА', ж:х, = МА: МА’, 


из которых, при использовании наших исходных уравнений, следует: 
МА’ „ МА 
О то 
Но это уравнение устанавливает искомое построение в простейшей 
форме. Одновременно мы выясняем, что в плоскостной перспективе 
существенны только центр О и ось, лучи же №2 =0 и Хх, —0 со- 


вершенно равноправны со всеми другими лучами, проходящими через 
точку О. 


Теперь мы легко можем выяснить, ‘как фигура, 


может быть преобразована в соответствующую фигуру, описанную 
точкой х”. Рассмотрим сначала половину плоскости направо от оси 
(черт. 47). Если, для определенности, мы возьмем в качестве значе- 


1 
ния ^ правильную дробь, например 2» То указанной полуплоскости, 
которую описывает точка х, будет соответствовать только параллель: 
1 
ная полоса, ширина которой, для частного значения Ё — — 


как раз половине расстояния центра от оси (черт. 48). 


Параллельную оси прямую, которая ограничивает полосу, называют 
„прямой удаления“ (Е1исН{еега4е), так как точка — прообраз х в пер- 


описанная точкой х, 


‚ равняется 


ПЕРСПЕКТОГРАФ И ПАНТОГРАФ 149 


"4-7 

= той прямой 
вой фигуре, соответствующая произвольной м: Э рямой, 
как бы удалилась в бесконечность. Если 


будет больше 5 (но все же еще будет меньше 1), 
то ширина полосы увеличится; наоборот, если 


< то она уменьшится. Как обстоит дело 


с перспективой в случае &>1, мы а 
ственно получим из о о 

еменив . 
Че: вать преобразование простейшей 
фигуры (для А < 1), мы заметим: например, окруж- 
ность плоскости Хх”, либо целиком расположенная 
внутри нашей полосы, либо касающаяся „прямой 
удаления“, либо пересекающая ее, дает в за- 
штрихованной части Х-плоскости соответственно 
либо эллипс, либо параболу, либо дугу гипер- 1 
болы (ее дополнительная дуга расположена в не- 
заштрихованонй части х-плоскости). 

Теперь, очевидно, мы можем также сравнить 

между собой окрестности точек О и О’. Особенно 
об этом будет итти речь в том а 

сь перспективы отодв 
Ноа пои т просто получаем так называемое И 
подобия, как это мы тотчас выясним из наших формул, 


77 
Черт. 48. 


вместо только что рассмотренных треугольных координат обычные _ 


декартовы координаты: 


[6 у= 
1 ? 


= 


= 


Именно, наши формулы дают 


7 


% У 
ЕЕ? У==, , 


т. е. все проходящие через О прямые 
сохраняют свое положение, но все рас- 
стояния от точки О умножаются на 
определенную постоянную. 

Это соответствие можно осуществить механически Сто 
очень простого прибора, так называемого пантографа, ОН 
тически служит для того, чтобы какой-нибудь заданны р Е У 
личить или ‘уменьшить (черт. 49). Этот прибор состоит из ть не 
параллелограма с двумя таким образом удлиненными стор м 
чтобы точки О, О’, О" лежали на одной прямой.. Если и т ее 
одну из этих точек неподвижной, а второй точкой о т о о : 
нибудь начерченную фигуру, то третья точка опишет „под с ую и 
подобно расположенную ей относительно к. точки фигуру“. 


Черт. 49. 


\- ААА КУН ПИ АК 
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$ 35. Рельефная 
фная перспектива и перспектива изображения 


То, что мы только что проделали 
ными способами перенести 
соотношений: 


на плоскости 
на пространство а 
‚› например, с помощью 


М 
р опять будем говорить о центре 
Е ной плоскости (аизвехесрпееп Е 
плоскость определяется тем, 


в жи и 0б от- 
— пе) (х, =0) перспективы. 
все ее точки (так же как и 


я переходят сами в себя (черт. 50) 
_ Все х-полупространство, 
отображается теперь, опять 


а направо от этой плоскости, 
для случая &<1, на слой х’ опре- 
деленной толщины. Точно так же вся- 

кий луч, проходящий через центр, при 
условии перестановки его точек, пе- 
реходит сам в себя. Эту специальную 
коллинеацию пространства называют 
и перспективой; говорят о 
соком рельефе и плоском рельефе 
как образе телесной фигуры, смотря 
но тому, будет ли слой достаточно 
толстым или’ весьма тонким. Впрочем 
эти перспективы применяются не толь- 
ко в скульптуре, но также и в театре 
Черт, 50. при театральных постановках. При 
этом, конечно, от теоретических пре- 


менений они более или менее сильно - 
уклоняются, осообенн у 
о при уста 


новлении теат 

ствительность и которые должны походить на’ дей- 

ного зала. Очень ть лей, находящихся в различных точках зритель 

а Вооре ат ресны модели, например, бриллевского издател : 

и полого Пилиндра р перспективу конуса, куба со фе ОЙ 

, дящие извес 

которая изоб тную оптическую и 

в его а ВЕ Непосредственно ных 
к ности. кач 

образование естве примера упомянем 

и гиперболического параболоида в о 2 в: 
ид (или наоборот). Ве днополостный гипербо- 

Обычная работа скульптора польз | 


д, бия. 


и уется специальным случаем про- 
и а однако, в противоположность 
а о ражения художника? Все предметы 
а удожник воспроизводит, он отображает пер- 

сть. Формальное представление и законы а 


„перспективы изобра г 
жения“ мы очень 
прост 
щих формул, если положим А ==0; а о 


/ 
0%, = Хх, 


м 4 
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Но из этого следует, что определитель нашей’ подстановки равен 
нулю. Следовательно, здесь мы имеем пример коллинеации с обращаю- 
щимся в нуль определителем, на возможность которой мы уже ука- 
зывали ранее. 

Основными свойствами этой выродившейся коллинеации являются 
следующие. 

1. Каждой точке х, вообще говоря, соответствует одна точка ж. 


Только центр О перспективы составляет исключение; его образ 
(А 
является совершенно неопределенным. Наоборот, каждой точке х; от- 


меченной плоскости соответствуют все точки х, расположенные 
на соответствующем луче, проходящем через О; каждой другой 


точке х соответствует всегда только сам центр О. 

2. Прямой, описанной точкой х,„ соответствует прямая, описанная 
точкой —. Исключение составляют только прямые, проходящие через 
точку О, так как все их точки, отличные от О, отображаются в одну 
и ту же точку х. Наоборот, йрямой, описанной точкой жа отмечен- 


ной плоскости, соответствует бесконечно много прямых х, заполняю- 
щих плоскость, которая проходит через О, ит. д. Эти замечания, 
которые еще легко можно пополнить, дают возможность выяснить 
как совершенно изменяется сущность линейных преобразований, коль 
скоро их определитель обращается в нуль. 


$ 36. Ньютонова классификация кривых третьего порядка. 


Поговорим теперь, в частности, 0 0льзе этих рассмотрений для гео- 


метрии. Данное уравнение 5. к. 0 с помощью линей- 
ной подстановки переменных можно преобразовать к некоторому дру- 
гому виду, который представит нам образ, равносильный с образом 
первого уравнения. Следовательно, коллинеарное преобразование, 
с одной стороны, линейное преобразование, с другой стороны, позво- 
ляют нам геометрические образы и их уравнения распределить по 
группам, и все свойства, которые образы группы имеют общими, изу- 
чать по простейшему представителю группы. Так, например, для нас 
кривые второй степени — эллипс, гипербола, парабола и окружность —— 
являются равноправными (как это выражают, называя их „коническими 
сечениями“) и в соответствии с этим мы можем на окружности или 
на параболе изучать все проективные свойства, общие всем Этим об- 
разам. Аналогично в пространстве будут между собой родственными 
при действительных коллинеациях и, следовательно, не будут различ- 
ными с точки зрения проективной геометрии, с одной стороны, по- 
верхности — эллипсоид, двуполостный гиперболоид, эллиптический пара- 
болоид и сфера, и, с другой стороны, линейчатые поверхности второй 
степени — однополостный гилерболоид и гиперболический параболоил. 
Это — общеизвестные элементарные примеры. 

В этом круге идей коснемся еще вкратце плоских кривых треть- 
его порядка. Посредством коллинеарного преобразования их мож- 
но свести к пяти типам. Установим эти типы, начав со следующего 
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предложения: с по 
? мощью надлежащ 
его 
всех случаях уравнение мож линейного преобразования во 


ет быть приведено к виду 
ее 
ие) а) (а), 


из к 
Е Е аа симметрия кривой относительно 
Е: и слелующие возможности: 
ия е; комплексно с 
разумеется, действительно 
кривая третьего порядка 
2. Все значения е, 
предположении е, >. . 
а) е, >е зе, т. 
Тогда получается кр 
щая из двух ветвей (черт. 52). 


Ь) Пусть е, = 

1—6, но не равно е,. Т 

о › НО 10 ез. Гогда получается 

орядка с двойной точкой в а а. 

В м смысле этого слова 

ыы о Пусть е›==е., но отлично от =; 
ряока с изолированной двойной точко 


опряжены, треть 

(черт. 51). Тогда п 
‚› состоящая из одной ветви 
действительны. Это дает при 
е› 2.ез следующие подслучаи: 

е. все е; различны между собой. 


Черт. 51. 
ивая третьего порядка, состоя- 


Получается 


. кривая 
й (черт. 54). р третьего 


Черт. 52. 


’ Черт. 53. 


в =6=63 


Черт. 54. 


Черт. 55. 
4) Пусть, наконец, г, = =. | 
пока с острием (черт. 55). | 
аждая С; посредством коллинеации, например 

) 


э 
› ИЛ 


это соответствует кривой третьего 


АВ 
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другими словами: все кривые С; могут быть получены как плоские 
сечения пяти конусов третьего порядка, которые получатся, если 
из произвольно выбранной точки провести лучи ко всем точкам кри- 
вых, изображенных на наших пяти чертежах. 

Этот результат классификации кривых С, восходит к Ньютону; он 
имеется в его работе: ЕпштегаНо Ипеагит {ей ог@шиз (1711); 0со- 
бенно см. главу: Ое вепегаНопе сигуагит рет ига. Следовательно, не 
надо думать, что проективные рассмотрения являются чем-то исклю- 
чительно современным. Напротив, уже у древних греков встречаются 
проективные исследования, один пример которых мы рассмотрим в $ 37: 
мы познакомимся там с теоремой Паппа. 


$ 37. Понселе и учение о двойных отношениях. 


Мы и дальше пойдем тем же путем; именно мы будем. не столько 
заниматься подробным изложением теории проективной геометрии, 
сколько говорить о главных этапах : 
ее развития в исторической после- 
довательности. В качестве первого С $ 
этапа мы назовем: 


Работу Понселе от 1822 г. Там А г 
устанавливается различие между р 
свойствами „положения“ и „меры“ 
Черт. 56. 


геометрических образов. Первые 
характеризуются тем, что они оста- 
ются неизменными при любых проективных преобразованиях фигуры, 
что не имеет места для последних. Соответственно этому геометрия под- 
разделяется на две области, которые могут быть противопоставлены 
друг другу, как проективная геометрия и элементарная геометрия. 

Очевидно, совершенно особый интерес представляет собой соста- 
вление таких выражений из чисел, связанных метрикой, которые остаются 
неизменными при коллинеации, которые, следовательно, выражают 
проективные свойства. Простейший пример этого типа дает двойное 
отношение четырех коллинеарных точек. Пусть заданы четыре точки 
АВСЬ некоторой прямой (черт. 56); тогда двойным отношением на- 
зывают отношение отрезков: 


АС: ВС 4 
У 9:72 М ОУ ТА 


В координатах точек х, у, 2, &, которые мы измеряем как абсциссь 
на самой прямой, оно выражается следующим образом: 

х—2 у 

Е у—2’ 


или при однородном способе записи: 


(жа — хо) (1 — 54) 
(жи — хоН) не: — Уз2а) 


| 

| 

| ТЕОР 

ИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 


те 


2) 0%) 
(#9 (02) ` 


остается неизменным п 
прежде всего ДЛЯ Лин 
может быть’ задано ур 


Е бан 
1х’ 5 
ее й й 
1 ах. |-Вх. 


ГА 
№ =, 8х, 


Что это выражение 
разовании, мы покажем 


ри проективном 
преоб- 
прямой в себя, которое 


ейного преобразования 
авнением: 


или в однородной форме: 


но 
@е выражение двойного отношения 
) 


ЗЕЕ ЙЕ и Ы а 
/ / я 

аг, - Вг, г. — 8г, 

Черт. 57, и 


ъ 


ное отношение также 


Ре. остается неизмен- 


Н 
апример х, умножить на общий 


ем 

р я ее м линейное преобразование 
и ь е плоскости и про 

а двойного отношения О 


можно показать следующим 
Как известно, 


%-Р ру» откуда, 
получаем \: (черт 


точки 2; и & можно п 

после простого вычи 

. 57). Если мы произ 
Х 

м= Ха, 

м -Н Ау» Еву; 


редставить в виле ж- Ау; и 
сления двойного отношения 
ведем коллинеацию Е 


то точки х 
$ Ув 
неарные точки перейдут соответственно в колли- 


/ р и { / 
Но, Я Ур Ру, х,Еву,. | 
о 
› очевидно, их, двойное отношение б 


утверждалось. Улет опять равно А:, что и ‹ 
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Это свойство ‘двойного отношения общеизвестно; оно излагается 
в каждом учебнике аналитической или синтетической геометрии. Не 
можем ли мы составить еще другие выражения, которые также 
остаются неизменными при линейном преобразовании переменных? 
Пусть, например, заданы пять точек Хр Ур 2ь &», и; плоскости. Со- 
ставим из их координат: трехчленный определитель и рассмотрим, 
в частности, выражение 


(ег) (ии) 
(хё=2) (хуи) 


в котором точка х; получила особую роль. Эта форма так же, как 
и только что рассмотренное двойное отношение, остается неизменной 
при линейном преобразовании плоскости; аналогичное получается при 
коллинеации пространства. Отмеченное свойство этого выражения было 
указано уже Мебиусом в его барицентрическом исчислении. `Легко 
видеть, что можно составить еще и другие выражения, обладающие 
этим свойством. 

Только что рассмотренные простые примеры вводят нас в область 
теории инвариантов. При построении проективной геометрии совер- 
ненно особое внимание обращают на рассмотрение двойного отношения. 
Мы коротко познакомимся, как это переносится двойственно. 

Здесь имеют место следующие три предложения, которые мы для 
краткости приведем без доказательства. 

1. Линейное преобразование точечных координат х геометрически 
равносильно линейному преобразованию плоскостных координат в про- 
странстве или прямолинейных координат на плоскости и обратно. 

2. Четыре плоскости пучка (т. е. совокупности всех плоскостей, 
проходящих через одну и ту же прямую), так же как четыре прямых 
пучка (т. е. совокупности всех лучей плоскости, проходящих через 
одну и ту же точку), имеют определенное двойное отнощение, ко- 
торое выражается `с помощью координат плоскостей или прямых 
совершенно таким же образом, как двойное отношение четырех кол- 
линеарных точек с помощью их координат. 

3. Если эти четыре плоскости или прямые пучка проходят че- 
рез четыре точки некоторого точечного ряда, то они имеют то же 
самое двойное отношение, как эти четыре точки. (Теорема Паппа из 
Александрии, приблизительно около 350 г. нашей эры.) 

Теперь мы хотим еще заполнить некоторые пробелы в нашем 
прежнем изложении. Линейное преобразование на плоскости и в про- 
странстве мы представили себе наглядно геометрически как коллинеацию. 
Как же все-таки можно трактовать геометрически линейное многообра- 
зие одного измерения, именно прямой, в случае которой слово „кол- 
линеация“ теряет свое значение? 

Линейное соотношение между двумя прямыми Ги П (черт. 58) 


Ин ах | В 
1-8 
будет установлено, коль скоро трем произвольным точкам прямой Г будут 
поставлены в соответствие три произвольные точки прямой И. Чтобы 
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определить геометрически таким образом полученное соответствие, мы 

привлечем понятие двойного отношения и скажем, что точке Гу 

соответствует та точка О’, для которой имеет место равенство двой- 
ных отношений: РУ(АВСЬ) = рУ(А’В’С'Р”. 
| Эта сама по себе тривиальная вещь интере- 

д’ сует нас сейчас потому, что в прежнее время 
часто думали, что проективное соответствие 
между образами „одноступенными“ может быть 
установлено проще. В старых учебниках можно 
найти такое утверждение: если две прямые одно- 
значно и непрерывно поставлены друг другу 

5’ 8 соответствие, то надлежащие точки соот- 
ветствуют друг другу в силу линейного пре- 
образования. 

р’ Все же это предложение будет только тогда 
справедливо, когда оно правильно истолковы- 
вается; без добавочных пояснений оно будет 
неправильно. Представим себе, например, овал, 

’ к которому в двух произвольных точках построе- 
ны касательные, и‘будем каждый раз ставить друг 
другу в соответствие такие точки этих касатель- 
ных, ‘в которых они пересекаются третьей пере- 
менной касательной; тогда мы действительно, 
получим непрерывное однозначное соответствие 
между обеими первыми прямыми. 

Но, вообще говоря, это не будет, конечно, линейным соответствием. 
Чтобы оно было линейным, надо чтобы наши касательные, согласно 
известным предложениям, огибали не произвольный овал (черт. 59), 

а эллипс. Поэтому высказанное 
1 выше' предложение неверно. 

Картина будет совершенно 
другая, если это предложение рас- 
пространить также на комплекс- 
ные значения переменных хи х” 
и добавить, что в формуле х’ = 
= (х), Ф(х) является функцией 
аналитической. Если комплекс- 
ные переменные х и х’ связаны 
(без исключения) посредством 
взаимно однозначного аналитиче- 
ского соответствия, то это 
соответствие действительно: 
является необходимо линейным, 

Черт. 59. что строго доказывается в тео- 
рии функций (теорема Лиувилля). 

Отсюда также получаем, что первоначально неверное предложение 
будет справедливо, если в качестве овала взять кривую второго класса, 
т. е, эллипс. Потому что через каждую точку касательной можно про- 
вести еще только одну другую касательную к кривой, и так как это 


Черт. 58. 
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соотношение выражается алгебраическим уравнением, то оно имеет 
место для комплексных значений переменных так же, как и для дей- 
ствительных. Следовательно, соотношение между величинами х и х” 
будет взаимно однозначным не только в действительной области, но 
также взаимно однозначным и аналитическим и в комплексной области; 
следовательно, условие для справедливости теоретико-функциональной 
теоремы будет выполнено. 


$ 38. Штейнер и Шаль. 


Мы перейдем теперь ко второму этапу развития проективной гео- 
метрии, которая связана с именами Штейнера и Шаля. Подробности 
о Шгейнере мы узнали уже раньше ($ 8). М. Шаль (1793—1880) с 1846 г. 
до 1878 г. занимал в факультете наук Парижа кафедру по высшей гео- 
метрии и там развивал выдающуюся научную деятельность. Здесь мы 
должны особенно отметить его работы: „Обозрение истории возникно- 
вения и развития методов геометрии“ (М. Сназ$1ез, Арегси Шзюйаце 
зиг ГоНодпе её 1е авуе!оррешепЕ 4ез шёо4ез еп .рбошбШе“, 1837, 
3 изд. 1889); в этой работе, наряду с историческими обзорами, нахо- 
дится также много самостоятельных идей по проективной геометрии; 
далее: `„Трактат о высшей геометрии“ (Ттай6 Че обошёе зирёпеше, 
1852, второе издание 1880); наконец, „Трактат о конических се- 
чениях“ (ТгаЦЁ6 4е зесНоп$ соп1аиез, 1865), из которого, однако, вышел 
только один том. Кроме`того Шаль опубликовал многочисленные ис- 
следования, о которых мы здесь говорить не будем !). И 

В свои элементарные рассмотрения Шаль мало вносит нового; он 
следует в них Мебиусу и Штейнеру, несмотря на его утверждение, что 
он не умеет читать по-немецки. Но Шаль употребляет другие термины, 
вместо „коллинзация“ говорит „гомогра!ия“, вместо „двойственность“ — 
„корреляция“, вместо „двойное отношение“ — „ангармоническое отно- 
шение“. [Слово „ангармоническое“ означает то же, что И „сверхгармо- 
ническое“, тогда как специальное значение двойного» отношения (— 1) 
обыкновенно называют гармоническим двойным отношением.] 

Раньше мы различали элементарные и проективные свойства обра- 
зов; второй этап проективной геометрии, о котором мы сейчас говорим, 
характеризуется полным отсутствием элементарно геометрических рас- 
смотрений. Особенно здесь выступает на передний план основная мысль 
проективного порождения Штейнера. Эту мысль мы легко поймем на 
отдельных примерах. 

1. Пусть р-- \9=0 и р'’-- №9’ =0 два пучка прямых одной и той 
же плоскости, в известных сокращенных обозначениях ($ 3). Если мы 
поставим друг другу в соотвегствие прямые с одним и тем же значе- 
нием \, то получим проективное соответствие пучков. В качестве урав- 
нения геомегрического места точек пересечения соответствующих друг 
другу лучей получается, в результате исключения ^, уравнение 
р9' —р'49=0, т. е. коническое сечение. 


1) См. „Доклад о развитии геометрни“ (Сназ!ез, Варроге зиг 1е$ ргоэг6з 
Че 1а овошене, Раг!з 1871). 


Эта работа может быть использована так же как справочная книга. 
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Бенсв& ег РешзсНел Ма.-Уетейие ито, т. 5, 1901). Наконец, Шенфлис 
„Проективная геометрия“ (А. ЗспбиЕ Тез, РгодекКНуе Сеотеше, 
в Ептук1орё@е 4ег Ма. Ш 1. 1. 5). 

Какова же область применимости этого метода? Проективное по- 
рождение алгебраических образов Является ведь само по себе очень. 
простым и красивым. Но все же отнюдь ие следует упускать из вида, 
что, с одной стороны, существуют другие столь же красивые способы 
геометрического порождения кривых (например, с ломощью шарнирных 
механизмов), а с другой стороны, что проективное порождение не дает 
никакого общего определения того, что мы называем алгебраическим 
образом. 

Действительно, УИтейнер и Шаль в своих позднейших ‘работах 
также отходят от исключительно синтетического, т. е. конструк- 
тивного, принципа и заимствуют обшее понятие алгебраического образа 
и алгебраической конструкции из анализа. Таким образом получается 
так называемый „смешанный метод“, который, правда, заимствует опре- 
деление образа из аналитического уравнения, но затем совершенно 
оттесняет формулы. 

Этот метод положен в основу учебников Кремона: „Плоские кривые 
высшего порядка“ и „Поверхности“ (оба появились в немецком пере- 
воде). Мы укажем еще на’„Лекции о римановых поверхностях“ Клейна 
(исторический обзор теории алгебраических кривых). Особенно этот’ 
способ был использован учениками Кремона в Италии и применен 
к исследованию алгебраических кривых и поверхностей. См., например, 
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Следовательно, коническое сечение получается как сечение соот 


Коническое сечен 
ие вырождается в пару п 
ямых, е 
и луч соответствует сам себе ны о 
Совершенно анал 
. огично два 
о проективных пучка плоскостей 
м 9 —0 со скрещивающимися осями образуют 
р е однополостный гиперболоид, который опять д 
‘уравнением рд’— р’д=0. о. 
3. П 
а. теперь заданы три „связки плоскостей“. Под. связкой 
а ы понимаем совокупность плоскостей, проходящих через 
У фиксированную точку. Пусть их уравнения будут: - 


р №. м =0, 
рН -Ны =0, 
рН Аа" ы" =0. 


Мы опять 
. Ни поставить друг другу в соответствие плоскости 
т ии \ ив. Это устанавливает опять проективное 
друг на друга. Каждые т 
ры Е ри соответствующие 
есекаются, вообще ь 
о $ ще говоря, в одной точке. 
и а Х ив эта точка описывает некоторую поверх- 
‚ Ур ие которой, путем исключения ^. и из рассматриваем 
уравнений, получаем в форме определителя: и 


те книгу Севери „Лекции по алгебраической геометрии“ (Е. Зеуеть, 
и \Уопезипееп ЯБег а1веБга1зспе Сеотеёе, Гертде 1921). 
р" 9" г" 


Мы 
ем. т поверхность третьего порядка. Ее при 
ективное порождение рас | ] 
ее рассматривалось Грассманом 
. з третьего порядка мы п ЩЬЮ 
П олучим с помо 
ективного отображения п Е №9 = : а 
учка конических сечений Ф-Ё 4 0 
Е . й 
прямых р-- 4 =0. Исключение Х дает уравнение . не 


Р 94 
$. $ 
м кривой третьего порядка. Аналогично, плоская кривая четвер- 
о т быть получена как сечение двух проективных 
их сечений. В обоих случ 
: аях получают 

р: кривые соответствующего порядка ? о 

еж 
о кю а этих примеров мысль Штейнера, именно, полу- 

ических образов из низших пос 

и редством проектив- 

- а положена в основу и систематически ее 
„Геометрия положения“ (3 188 
и (3 изд. 6—92). См. также 
е Ма. Аппаеп равн 
. о как и статьи Рейе 
и последующих Журнала Кр и — 
елля. Далее Котте Р 

ческой геометрии от М Нет ре ЕШЬ 
онжа до Штаудта“ (Е. Кб 1 1 

` о ‚ КоНег Пе ЕщЕ 

сКилр ег зушНеН$свел Сеотеёе уоп Мопее $ аш! Эвана! асе 
; Е 


=0 


$ 39. Кели и Штаудт. 


Перейдем теперь к третьему этапу проективной зеометрии, 
который стремится к тому, чтобы овладеть элементарно геометри- 
ческим измерением длины, исходя из проективной геометрии, 

Первый пример такого рода дал уже Понселе, который определен- 
ным образом выделил сферы из остальных поверхностей второй сте- 


пени. Пусть дано уравнение сферы: 
беру) ах 2Ву-- 2-8 =0, 
или однородно записанное: | 
Гору 29) 4 даже - 2ву-Е а -- 88 =0. 
В качестве ее сечения с несобственной плоскостью #=0 полу- 
чается кривая: 
жур =0, #=0, 


очевидно общая всем сферам. Ее называют мнимым. „шаровым кругом“ 
или, лучше, „абсолютным коническим сечением“. Обратно, из поверх- 
ностей второй степени только сферы удовлетворяют тому условию. 
что они содержат это коническое сечение. 
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Для плоскости соответствующий факт выражается предложением, 
что все окружности проходят через обе „круговые точки“ или „абсо- 
лютные точки“ 


х- у? = 0, Е==0. 


Это определение сфер (или кругов) постольку имеет проективный ха- 
рактер, поскольку оно позволяет нам узнать, какие поверхности второй 
степени получаются из сфер пространства при произвольном линейном 
преобразовании; именно, поверхности, содержащие коническое сечение, 
получившееся при линейном преобразовании из абсолютного кониче- 
ского сечения. 

Весьма интересным является стремление рассматривать все 
элементарно геометрические свойства образов, как проективные со- 
отношения к абсолютному коническому сечению. 

Первые успешные шаги в этом направлении были проделаны Шалем 
и его школой. Особенно здесь следует назвать небольшую работу 
молодого Лагерра в МацуеЦез Аппа]ез за 1853 г. В этой работе угол ф 
между двумя лучами Ёи и определяется совершенно новым проектив- 
ным образом. Лагерр соединяет вершину угла с обеими. абсолютными 
точками плоскости прямыми 9, 2 и рассматривает двойное отношение 
(по) чегырех прямых. Он получает формулу 


ф== 5. 105 РУ (шощ) 


и таким образом дает угол двух лучей в качестве проективного 
соотнощения к обецм абсолютным точками (Е. Гасцегге, Оецутез 2, 
1905, стр. 95—13). : 

Совершенно аналогично вводится угол между двумя плоскостями 
в пространстве. Мы знаем, что при произвольном линейном преобра- 
зовании это двойное отношение остается неизменным; но оно тогда 
относится к двум прямым, соединяющим вершину нового угла с точ- 
ками, возникшими из абсолютных точек, Следовательно, угол в обычном 
смысле только тогда будет неизменным, когда сами эти точки случайно 
окажутся абсолютными, т. е. если абсолютные точки при линейном 
преобразовании переходят сами в себя. Как раз этим среди совокуп- 
ности коллинеаций характеризуются „движения, зеркальные огображения 
{зеркальным отображением называют преобразование, которое на пло- 
скости может быть составлено из нечетного числа зеркальных отра- 
жений от прямых) и преобразования подобия“. 

Кели (1859) существенно расширил соображения Лагерра в одной 
работе в лондонских РЫозорШса! ТгапзасНопз. Эго — шестая работа 
из ряда статея под общим названием „ироп ОнцапНс$“ (т. е. формы), 
относящихся к теории инвариантов и проективной геометрии. В этой 
работе Кели развивает на проективной основе общую теорию ме- 
трики или мероопределения; именно, он рассматривает проективное 
соответствие пространственных фигур к некоторой произвольной 
поверхности второй степени таким образом, что получает формулы 
обычного мероопределения, как только поверхность второй степени 
вырождается в абсолютное коницеское сечение. 
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, | 
Все эти вещи подробно излагаются Клейном в его лекциях по 


неевклидовой геометрии !). Следовательно, нет нужды на этом здесь 
подробнее останавливаться. 

4. Теперь мы переходим к четвертому этапу проективной геомет- 
рии, который можно назвать ее принципиальной основой. При рас- 
смотрении второго и третьего этапов до известной степени ‘предпола- 
галось наличие циркуля. Именно, чтобы узнать числовое значение 
двойного отношения нужно измерить отрезки, чтобы ввести координаты 
надо измерить расстояния и т. п. Таким образом элементарная гео- 
метрия, которую хотят подчинить проективной геометрии, уже 
сама находится в основаниях проективной геометрии. 

Поэтому мы спросим себя, можем ли мы совершенно независимо 
от какого-либо применения элементарной геометрии, быть может только 
с помощью проведения прямых линий, ввести число, которое ‘мы на- 
звали двойным отношением четырех точек прямой? Далее, можем ли 
мы также ввести однородные координаты х, плоскости или простран- 
ства как определенные числа без понятия меры? 

Геометром, который в этом направлении внес ясность в существен- 
ном, является Штаудт (1798—1867) из Ротенбурга, все Время своей 
научной деятельности (с 1835 до 1867) проживший в Эрлангене. Его 
главная работа „Геометрия положения“ (СН. уоп З{ац@ф @еотее 
ег Гаде, 1847), за которой последовали „Исследования по геометрии 
положения“ (Вейгёре хиг Сеотеёйе 4ег Гасе, 1856—60). Эти книги 
чрезвычайно содержательны, так как Штаудт является одним из наибо- 
лее глубоко вникавших геометров, когда-либо живших. Его работы 
по причине их сжатости и несколько тяжелого стиля, к сожалению, 
до сих пор мало известны. = > 

Для нас особую важность имеют двё задачи, получившие у Штаудта 
свое разрешение. Во-первых, Штаудт дает средство, с помощью по- 
строения сети Мебиуса, для того, итобы четырем точкам. прямой 
без помощи циркуля поставить, в соответствие число, которое он 
называет „вурфом“ АВСР, и это число оказывается в точности тожде- 
ственным с тем числом, которое вводят из элементарной геометрии, 
как двойное отношение четырех точек). 

Во-вторых, Штаудт сводит определение треугольных коорди- 
нат на плоскости, тетразэдальных координат в пространстве 
К „вурфам“. ‚ 

Мы легко себе уясним этот последний пункт, если покажем, как 
можно ввести упомянутые координаты в качестве двойных отношений. 
Для простоты мы остановимся на точечных координатах плоскости. 
Относительно координатного треугольника АВС (черт. 60) для произ- 
вольной точки Р имеет место то обстоятельство, что ее координаты 


1) Русский перевод: Ф. Клейн, Неевклидова геометрия, ОНТИ, М.-Л. 
1986 г. Прим. ред. 
2) Штаудт избегает термин „двойное отношение“; в самом деле, этот тер- 
мин касается того, что „вурф“ определяется как частное длин отрезков, в то 
время как здесь следует отказаться от всяких изуерений. Первое пир ведение 


приемов Штаудта имеется у Паша в его .,Лэкциях по новейшей геометрии“ - 


(М. Разсв, УоЦезипреп йБег пенеге Сеотее, 1882). 


Зак. 799. — Клейн, и 
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относятся как умноженные на произвольные постоянные расстояния от 
сторон треугольника. Следовательно, например, 


Хх, : Хз =ЕС.РР, : с,РР.. 


Введем, следуя Штаудту, в рассмотрение единичную точку плоско- 
сти, т. е. точку с координатами 1, 1, 1. Тогда имеет место: 
с. ЕЕ: : СВЕ =1:1. 
Поэтому мы можем положить: 


А Е, 
Следовательно: 
И РАВ 
В А, РВ. 


Если мы обозначим углы, образованные прямыми ЕВ и РВ со сто- 
ронами Хх, =0 и х,=0, соответственно через %Ф, %, ©), Фо, ТО ИЗ. 
р нашего последнего уравне- 
ния получим: 


Е №, о, У, 
зп  зШ 

Но правая часть здесь 
представляет собой элемен- 
тарное определение двой-- 
ного отношения четырех 
лучей, идущих от точки В 
к точкам Р, Е, С, А. 

Из этого вспомогательного рассмотрения следует, что вообще 
треугольные координаты вводятся при условий дополнительного вы- 
бора единичной точки с помощью двойных отношений и, следовательно.. 
имеются все средства для введения точечных координат только с по- 
мощью проективного построения, если только в нашем распоряжении 
иметь чисто проективное определение числового значения двойного 
отношения; для этого Штаудт дает определенные способы. 

Дальше указанного здесь Штаудт не пошел; он ограничился тем, 
что установил принципиальные основы для. проективной геометрии, 
как таковой. Но к этому без всяких затруднений можно присоединить 
рассмотрения Кели и таким образом добиться единства научного по-. 
строения, которое охватывало бы элементарную геометрию на проектив- 
ной основе. Это проделано Клейном в его работах ло неевклидовой 
геометрии в томах 4 и 6 МаетаНзснеп Аппа]еп (1871/72). Для более: 
подробного ознакомления с этим укажем опять на „Лекции по неевкли- 
довой геометрии“ Клейна. 


Черт. 60. 


$ 40. О теории инвариантов. 


Теперь мы обратимся к области исследований английских математи- 
ков Кели и Сильвестра, именно к теории инвариантов, и установим 
ее отношение к проективной геометрии. Оба предмета стоят близко. 
друг к другу, но все же отличаются один от другого. 
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Определим прежде всего содержание проективной геометрии 
в аналитической форме. Пусть (ограничимся случаем трех переменных) 
задана кривая уравнением /(х;, х, Хх.) =0. Подвергнем его коллинеа- 
ЦИИ 

/ 
= Уи, 
и спросим себя: какие свойства при этом остаются неизменными? Мы 
попытаемся приступить к этому вопросу таким образом, чтобы разы- 
скать функции коэфициентов уравнения /=0 (быть может в частности 
рациональные функции), которые сохранились бы неизменными при 
линейной подстановке. Функции коэфициентов с таким свойством 
называют „абсолютным инвариантом“ или, просто, инвариантом. Про- 
стейшим примером абсолютного инварианта является опять двойное 
отношение четырех точек прямой, координаты которых обозначим: 
Ев 
а жом 

Эти последние величины представляют собой четыре ряда бинарных 
переменных, которые подвергаются „конгруэнтным“ или „когредиент- 
ным“ линейным подстановкам, так что всегда одновременно. имеет 
место: 


Далее из них образуется инвариантное выражение двойного отноше- 
НИЯ: 

(хг) (у8) 

(1) (уг) * 


которое, как форма нулевой степени, в каждом ряде переменных имеет 
свое непосредственное геометрическое значение, как отношение отрез- 
ков. В этом отношении наш пример выходит за пределы только что 
сказанного, поскольку. здесь мы преобразуем „совместно“ несколько 
рядов переменных. 

Наряду с таким образом определенными инвариантными выраже- 
ниями (абсолютными инвариантами) имеются, далее, еще инвариантные 
‘уравнения, левые части которых так составлены из коэфициентов рас- 
сматриваемых образов, что они при линейном преобразовании отли- 
чаются от первоначальных только множителем. При этом мы напомним 
об уравнении, которое в теории нуль-системы выражало, что дело 
идет о, специальной нуль-системе (стр. 90). Эти несколько расплывча- 
тые определения уточняются теперь при переходе к настоящей теории 
инвариантов. 

Теория инвариантов поступает следующим образом: прежде всего 
ее предметом является не столько само однородное уравнение }= 0, 
сколько однородная форма }(х\, х., хз) — левая часть этого уравне- 
ния. В соответствии с этим в подстановках переменных мы также не 
будем ‘вводить множителя пропорциональности р, а просто положим: 


= Уаихь 


| У 
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Пусть определитель а; подстановки, который теперь имеет опре- 
деленное числовое значение, равняется г = 0. Если мы представим себе 


новую форму р и; ее х.) с коэфициентами с’, полученную из перво- 
начальной формы /(х;, х», х3) с коэфициентами с, то мы можем 
перейти от новой формы к старой, подставив вместо 7 их выражения 
через х;. Таким образом получится форма 


Г (ах аж Нах» адм, Нах, @.зХ р @з1Х1 Е аз Хо -- аз) 


и ее сравнение с формой Л(х., х,, х;) приводит к следующему резуль- 
тату: коэфициенты с являются линейными формами коэфициентов с", 
которые зависят от коэфициентов подстановки аз, в т-й степени, 
если т является порядком формы. 
Теперь дело идет о том, чтобы образовать инвариант формы у 
Под инвариантом теперь понимают функцию этих коэфициентов 
./(с), которая обладает тем свойством, что отличается от той же 
самой функции коэфициентов с’ только жножителем, являющимся 
„некоторой степенью г. Это требование выражается уравнением: 


9 = (©). 


Если ^-Е 0, то говорят. об. относительном инварианте или, просто, 
инварианте. Напротив, если \ =0, то мы имеем, в частности, абсолют- 
‘ный инвариант. Легко видеть: абсолютный инвариант можно всегда 
получить, деля друг на друга два относительных инварианта с одним 
и тем же №. С другой стороны, получают „инвариантные уравнения“, 
приравнивая нулю какие-нибудь относительные инварианты. 

Здесь мы опять можем обратиться к примеру двойных отношений, 
и тогда, конечно, придется иметь дело опять с несколькими рядами 
перемзнных, которые подвергаются конгруэнтным подстановкам. Из 
двух рядов бинарных переменных мы прежде всего образуем опреде- 
литель (х, 2), который при линейной подстановке переходит в =) 
=—7(х, 2). Вследствие этого, например, уже определитель (Е) 
является относительным инвариантом. В самом деле, уравнение 
(х, 2) ==0 имеет определенное геометрическое значение. Именно, это 
означает, что точки х, г совпадают. Далее, из различных таких от- 
носительных инвариантов составляегся двойное отношение 


(%2) (У0) 
(2) (2) . 


в качестве абсолютного инварианта. Уже простое частное 


(х2) т 


(2) 


будет абсолютным инвариантом. Но он с геометрической точки зрения 
не принимается во внимание потому, что относительно 2 и Ё он не 
является нулевой размерности. 
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Теперь мы спросим себя: какую пользу принесет привлечение тео- 
рии относительных инвариантов к теории абсолютных инвариантов? На 
это легко ответить. Здесь мы будем говорить только о рациональных инва- 
риантах. Очевидно соответствующие абсолютные инварианты всегда 
должны быть рациональными дробными формами коэфициентов, так как 
в целых функциях от коэфициентов при применении подстановки х,== АХ, 
во всех членах непременно должен фигурировать некоторый множи- 
тель. Наоборот, относительные инварианты вполне могут быть по- 
строены как рациональные целые формы коэфициентов. Успех, кото-. 
рый мы здесь наблюдаем, зависит от того совершенно общего пред- 
ложения, имеющего место в математике, что всегда гораздо лучше 
иметь дело с областью целых функций, чем с областью дробных 
функций \). 

Теория инвариантов находится еще в связи с другим важным пред- 
метом — с теорией чисел. Здесь также рассматривают формы Ё пере-, 
менные которых подвергаются линейной подстановке; только здесь всегда 
прибавляется условие целочисленности. Следовательно, задача теории 
инвариантов, как мы ее назвали, образует основу и для теоретико 
числового рассмотрения форм. | 

В отличие от проективной геометрии мы должны особенно от- 
метить, что две формы, которые отличаются только постоянным 
множителем, в теории чисел весьма различны, в теории же кривых, 
напротив, равносильны (если рассматривать только образы, пред- 
ставленные приравненной нулю формой). 

Чтобы быть конкретным, мы приведем один простой пример. Пусть 
дана форма: =аж-- 26жх,- сх, Тогда выражение 6’ — ас, так 
называемый „определитель или дискриминант формы“, дает нам про- 
стейший пример инварианта. 'Обращение его в нуль является, как 


известно, условием того, что уравнение /[, =0 обладает двойным 
корнем. 


Первое обобщение мы Дадим, если перейдем к бинарной форме 
П-й степени: 


Даже ож Иж... ре “ах”. 


Здесь „дискриминант“ уравнения /, = 0, т. е. та целая форма коэфи- 
циентов, из обращения в нуль которой мы заключаем о двойном корне, 
дает нам новый пример инварианта. 

Другое обобщение формы ]› получим, если перейдем к ббльшему 


числу переменных. Прежде всего возьмем тройничную форму второй 
степени 


2 2 
№ о А К 2,5%. НЕ и е 33 Ч 


1) Ср., например, представление эллиптических функций посредством 
частных $-произведений; теория 3-произведений является естественным бази- 
сом, на котором основывается теория эллиптических функций. . 


Г 
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приравнивание нулю которой дает коническое сечение. Определитель 
из ее коэфициентов: 


11 о 13 
ре Ро Роз 
1 о Аз 


(с условием Ад = А) доставляет нам опять соответствующий инвариант. 
Мы знаем из аналитической геометрии, что обращение в нуль этого 
определителя указывает на распадение конического сечения на пря- 
мые линии. 

Далее, чтобы ближе рассмотреть еще один специальный пример, 
мы возьмем форму четвертой степени: 


ИВ 22 3 
д=ах, | 46х.х, -|- 6х. х,-- 4ах х,-- ехь . 


Здесь получается, что, при ограничении рациональными инвариантами, 


существуют два простейших инварианта, а именно, целая функция 
второй степени 


ае — 464 -|- 3? = в 
и целая функция третьей степени 
асе —- 26с4 — а4? — 6?е —с8 = 5. . 


Причем, при линейной подстановке имеет место: 
6 и 
и 


Из 82 и 2; составляют рационально и цело все другие целые 
рациональные относительные инварианты. Определитель Л формы /, 
является, например, равным: 


Д=&— 278. 


Теперь мы можем здесь, где мы видели заданными два инварианта, 
легко образовать абсолютный инвариант, например: 
о а 

д. 
Он является дробной рациональной функцией коэфициентов и из чего 
опять составляются все рациональные абсолютные инварианты формы /, 
рационально (но не цельно). Мы использовали здесь обозначения, 
которые обычно употребляются в вейерштрассовой теории эллипти- 
ческих функций и в теории эллиптических модулярных функций. 
С абсолютным инвариантом формы /. — двойным отношением А четы- 
рех точек ], =0, которое является иррациональным инвариантом и 
всегда может быть образовано шестью способами, связан инвариант Л 
с помощью уравнения шесгой степени: 


7—4 0—1 
07 
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Более подробно излагать все эти вещи здесь невозможно; мы огра- 
ничимся только краткими указаниями, которые должны дать толчок 
к изучению теории инвариантов !). Все же мы сейчас познакомимся еще 
с отдельными специальными терминами. Под совместным инвариантом 
понимают функцию, зависящую от коэфициентов двух или нескольких 
форм и при линейной подстановке изменяющуюся только на множи- 
тель /^; под ковариантом понимают функцию, содержащую кроме коэ- 
фициентов также переменные х; и при линейной подстановке изменяю- 
шуюся опять-таки на множитель 7\; под контравариантом разумеют 
функцию, которая содержит также ` „контраградиентные“ или „контрава- 
риантные“ переменные ц,,. 

Примером совместного инварианта является результат двух бинар- 
ных форм. Пример коварианта — определитель Гессе бинарной формы {: 


99% д} 
д дх! дхо 
95% О: 


0х1 дхо 9х5 


Он тотчас переносится и на тройничные формы. Контравариантом яв- 
ляется „адъюнкт“ тройничной квадратичной формы: 


@11 415 @а1з И 

@51 @э5 @55 И 

@3: @3> @зз Из 

и шв 0 

Будучи приравнен нулю, он дает уравнение конического сечения в пря- 
молинейных координатах; в точечных координатах оно задается посред- 
ством: 

Уьххь = 0. 


Если мы вернемся теперь. к исходной точке нашего настоящего 
рассмотрения — к вопросу об отношении проективной геометрии к тео- 
рии инвариантов, то увидим: теория инвариантов отличается от 
проективной геометрии тем, что она изучает как раз сами формы, 
а не только уравнения }=0; можно также сказать, что она рас- 
сматривает сами переменные х\, Х.,..., а не только их отношения. 

Однако общее содержание теории инвариантов можно геометрически 
истолковать просто. Для этого нам надо только, например в случае 
бинарных форм, рассматривать х, и х., как обычные координаты пло- 
скости, а не рассматривать.их как однородные координаты на прямой. 


Тогда уравнение: 
= аж... 9% 


представляет поверхность в пространстве. Если, в частности, }„ = сопзф, 
то мы имеем определенную „горизонтальную“ кривую сечения этой 


1) Новейшим весьма содержательным является учебник Вейтценбека. Тео- 
рия инвариантов (К. \Мейхепьбскз, [пуапамеп{Веоне, Стоптееп 1923). 


168 ТЕОРИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 


Д—хБЬ 


‚ поверхности. Аналогично поступают при бблышем, чем два, числе пе- 
ременных х„ просто выходя в пространство большего числа измере- 
ний. Но только в таком случае мы больше уже не имеем истолко- 
вания обычной проективной геометрии. 

В связи с этим обратимся теперь к вопросу о значении проектив- 
ной геометрии. Прежде всего мы скажем: проективное воззрение в про- 
странстве произвольно большого числа измерений в связи с теорией 
инвариантов имеет исключительное значение не только для геометрии, 
но также для большей части чистой математики, в частности для тео- 
рии функций. Как бы можно было без нее говорить, например, о спе- 
циальном изучении эллиптических функций, абелевых функций и т. п.? 

Но с другой стороны ясно, что наряду с проективной геометрией 
существует еще целый ряд самостоятельных геометрических приемов, 
имеющих такое же право на существование, как и она. Отнюдь, на- 
пример, не всегда вводят круг (или сферу) только как частный слу- 
чай конического сечения (или поверхности второй степени), для этого 
в них слишком много привлекательного по сравнению с. общими обра- 
зами; точно так же было бы неразумно желать построить сродство об- 
ратных радиусов-векторов только на проективных соотношениях. На- 
конец отметим, что в частности сама элементарная геометрия имеет 
также свое собственное прекрасное значение. 

Поэтому возникает вопрос о таком общем принципе, с помощью 
которого можно было бы понимать все различные, стоящие рядом 
друг с другом, типы геометрий в их взаимных отношениях. Дать на это. 
ответ было намерением Эрлангенской программы Клейна. 

Искомый принцип лежит в теории групп; наряду с группой всех 
линейных преобразований рассматриваются еще другие типы групп 
преобразований. Каждая группа имеет свою собственную теорию ин- 
вариантов. Главной задачей последующего является выяснение всех этих 
точек зрения. Здесь мы можем только предварительно коснуться их. 


$ 41. У-кривые Клейна и Ли. 


Добавим еще некоторые дальнейшие подробности о проективной 
геометрии; именно, прежде всего, направим наше внимание на образы 
с непрерывным семейством линейных преобразований. Как раз эти об- 
разы заслуживают особого внимания. Указанная здесь мысль (в скры- 
том виде) лежит в основе уже многих элементарных рассмотрений. Не 
говоря уже о сфере, отметим, что, например, поверхность вращения 
переходит в себя посредством непрерывного семейства вращений во- 
круг -ее оси. Нечто аналогичное имеет место для винтовой поверхности. 
Вследствие этих особых свойств эти поверхности всегда приводятся 
в качестве примеров в обычной теории поверхностей. 

Далее назовем здесь логарифмическую спираль. Известно, что ис- 
ключительно много преобразований этой спирали приводят опять 
к логарифмическим спиралям. Стоит, например, только вспомнить пре- 
дложение о том; что эволютой логарифмической спирали является 
опять-таки логарифмическая спираль (и именно спираль, конгруэнтная 
первоначальной), — свойство, вызвавшее у Якова Бернулли фразу: „вновь 
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возрожденная я воскресаю“ (Негши тепайа гезигео). Вообще, открытие: 
этих свойств столь замечательно, что это было отмечено на надгроб- 
ном памятнике Я. Бернулли в Базеле. 

Все эти свойства можно связать с линейными преобразованиями, 
переводящими логарифмическую спираль в себя. Если мы будем про-- 
изводить в плоскости вращение вокруг начала координат О и одно- 
временно будем производить „пропорциональное“ ему преобразование: 
подобия из точки О, которое, смотря по обстоятельствам, будет умень- 
шением или увеличением, то в качестве траектории отдельной точки 
плоскости мы получим логарифмическую спираль, которая в первом 
случае будет свертываться, во втором — развертываться. В зависимости 
от отношения скорости вращения к скорости уменьшения или увели-- 
чения получаются спирали различной крутизны. В этом смысле лога-- 
рифмическая спираль представляет собой связующее звено между окруж- 
ностями вокруг точки О, образовавшимися в качестве траекторий при 
простом вращении; и выходящими из точки О лучами, образовавши- 
мися в качестве траекторий при простом преобразовании подобия. Из 
вращения и одновременно преобразования подобия составившиеся 
коллинеации образуют тогда однопараметрическое семейство преоб-. 
разований логарифмической спирали в себя. Но в существовании этого 
бесконечного множества линейных преобразований и заключается, как 
уже было отмечено, существенное основание для всех дальнейших пре-- 
красных свойств логарифмических спиралей. : 

Вернемся теперь к коническим сечениям и поверхностям второй сте- 
пени. Отдельное коническое сечение на плоскости определяется пятью: 
постоянными, с другой стороны, коллинеация определяется восемью, 
постоянными. Если обратить внимание на то, что каждая коллинеация 
переводит регулярное коническое сечение опять в такое же, и притом: 
в произвольное, то вследствие этого существуют коллинеации, ко-- 
торыё переводят определенное коническое сечение само в себя, и они 
зависят от 8 —5 ==3 параметров. Соответственно в пространстве по- 
верхности второго порядка зависят от 9, а коллинеации от 15 постоян-- 
ных. Следовательно, линейные преобразования в себя определенной 
(регулярной) поверхности второго порядка зависят от шести постоянных. 

Присоединим сюда таким же образом еще линейный комплекс: 
нуль-системы, содержащий пять параметров. Следовательно, нуль-си- 
стема переходит в себя с помощью коллинеаций, зависящих еще от 
десяти постоянных. Если мы будем оценивать то внимание, которое: 
заслуживает образ, соответственно числу параметров его линейных. 
преобразований в себя (что имеет свое хорошее оправдание), то ока-- 
зывается, что нуль-системы более совершенны, чем поверхности второй‘ 
степени. 

‘Раньше ($ 30) мы уже говорили о \-кривых, которые появились- 
как интегральные кривые некоторого (билинейного) коннекса (1,1).. 
Остановимся подробнее только на общем случае, не исчерпывая всех. 
особых случаев. Относительно определенного координатного треуголь-- 
ника уравнение У-кривой имеет вид: 


ав у 
Хх, Х› Хх; == СОЗ 
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о а--6--с=0. Это уравнение можно прямо взять в ка- 
е определения -кривых. (Соответственно в пространстве \-по- 


‘верхности !) опреде ср хе ха 
) ределяются уравнением хх, хех“ = сопз, при усло- 


ти асе а=0.) Сейчас же мы видим: если мы представим ли- 
нейное преобразование, переводящее \-кривые в себя, в виде 


р, = Ах» рх,= р» Аз =5%Х,, 


, аи те 
то хх ао с а о. 
1 № ^з перейдет в (^ Ш У )х, №5 ^з, так как показатель сте-- 


тени р, в силу условия а-|-6-|-с==0, будет равен нулю. Отсюда по- 
лучается предложение: наши -кривые 
переходят в себя при всех коллинеа- 
циях указанной формы, удовлетворяю- 
щих сверх того условию: Аардуе = 1. 
Этим тогда определяется целое одно- 
параметрическое семейство таких ли- 
нейных преобразований, потому что 
без ограничения общности в отноше- 
нии геометрии мы можем положить 
одну из величин », |, у или также опре- 
делитель подстановки Ху равным еди- 
нице. 

Рассмотрим, прежде всего, некото- 
рые специальные типы  У\-кривых, 
именно конические сечения 
о 


а 
в Или Хх. — С, 


х,^, = СХ 
координатным треугольником кото- 
рых является касательный треуголь- 
ник (черт. 61). Тогда легко мож- 
но показать, что окружности, в том 
т смысле как здесь конические сечения, могут быть причислены к 

-кривым. Если исходить из уравнения 12-1 у? —/?, ‘или одно- 

о 

И написанного ии, то его можно преобразовать в 
= (и -- 1) (х—15)Е? и теперь нам надо только положить 


ж==х-и, 


чтобы получить. форму уравнения -кривых. Следовательно, окруж- 

ности представятся в форме, в которой мы рассматриваем \-кри- 

ее если за а координатного треугольника взять обе абсо- 
ютные точки (ху = 0, Е=0) и (х— у =0, #=0 

— = и Ц е. “- 

„ности ху =0. Е Е 


Черт. 61. 


Хо — 1, Х=Ь 


у 

о ) Обозначение „И-поверхности“ употребляется еще в совершенно дру- 
ом смысле, именно как обозначение поверхностей с некоторой зависимост 
между главными кривизнами Г (р, о”) = 0. В —. 
аи (р, р’) —0. Б то время как у Клейна и Ли буква 
я и а „вурф“, упомянутый класс поверхностей так 

упного диференциального геометра ш- 
т ы р ра Вейнгартена (1. \Мет- 
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Перейдем теперь к логарифмической спирали; как мы сейчас уви- 
дим, она также относится к \-кривым. Как известно, уравнением | 
логарифмической спирали (в полярных координатах) является: 
1 


Ч 
г= Се или (х- 1)? (х— 45) = Се. 


Так как вообще : 
ху = ге и х—у=ге-®, 
то следует: 


я 


ее — е2® или (=) а, 
одно- 


Если мы подставим это внаше второе уравнение, то получим 


родно написанное уравнение 
1--х3 ы 1—4 
И что Е 
о 


или для х,=х-Е, = — 0, 
Х; — 
1% 
2 
х 


1—* 
* 


—1 
ет еС, 


г. е. желаемую’ форму уравнения 
\-кривых. Итак, логарифмиче- 
ская спираль является также 
\-кривой. Положенный в основу 
коорбинатный треугольник будет 
тем же самым, который мы 
только что имели в случае окружности. Только теперь показатели 
степени а, 6, с в уравнений имеют частично комплексные значения. 

Возникает вопрос: как оправдать название \-кривые? Буква М 
относится к обозначению двойного отношения, по терминологии 
Штаудта, словом „вурф“. » \№-кривая“ означает то же; што „кри- 
зая двойного отношения“, т. е. кривая, определяемая заданным 
двойным отношением. В качестве такового берется двойное отноше- 
ние. четырех точек, которое образуют три точки пересечения каждой 
касательной со сторонами координатного треугольника и соответ- 
ствующая точка прикосновения. Мы утверждаем, что это двойное отно- 
шение вдоль каждой кривой имеет постоянное значение, и обратно, 


целое семейство У-кривых 


Черт. 62. 


к которому принадлежит и данная кривая, может быть охарактеризовано 
этим двойным отношением. { 

Доказательство’ этого предложения очень просто. Изобразим на 
черт. 62 координатный треугольник АВС и дугу заданной У\-кривой. 
Тогда, если мы построим касательную в произвольной точке О кривой, 
то три ее точки Р, О, Ю пересечения со сторонами координатного 
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треугольника, вместе с О, взятые в произвольном порядке образуют 
некоторое двойное отношение. Сверх того, мы знаем что при’ раз- 
личном выборе порядка точек (ОРОЮ) получится шесть значений 
двойного отношения, которые стоят в определенном отношении друг 
к другу. Далее, координатный треугольник, равно как и -кривая 
будет переходить в себя с помощью совокупности найденных линейных 
преобразований. Поэтому при каждом отдельном преобразовании 
точка О сдвигается и, следовательно, касательная в ней перемещается 
вдоль кривой, в то время как точки Р, ©, Ю перемещаются вдоль 
сторон треугольника. Но отсюда непосредственно следует утверждаемое: 
постоянство двойного отношения вдоль кривой. 


Значение двойного отношения просто вычисляется. 


ная \-кривой Касатель- 


а.50..с 
ТЕХ, == С01п$+ 


0 0 0 
в точке А, ^., №3 дается уравнением: 


27) И, 
| уе (ож) (27) жь о. 
Если. мы заменим частные производные ИХ 


значением, то после про- 
стого преобразования получится уравнение: й 


ах 6х2 | схз 

0 Г о Но =0. 
1 В ^з 

Из этого уравнения мы внесем 


в маленькую табличку следующие 
координаты точек пересечения Р, Оо ) и 


‚› К, а также и точки О: 


0 

{@) у г Е 

0 
р 2 0 схо — 6 
0 
[6] — сх 0 ах 
0 
Ю 61 — ам 0 


Отсюда ясно, что координаты т 
динат точек О и Р таким образом: 


(9) =— (0) (Р), 
(= 6 (9) --(Р), 
если мы вспомним 0б условии а--5--с=0. Буквы, написанные 


в скобках, должны каждый раз обозначать коор 
точки. Тогда из обоих последних уравнений 


двойного отношения (О, Р, 0, Ю) постоянное значение 
Г: 


А. 


[4 


очек ©) и Р составляются из коор- 
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Если бы мы взяли точки в другом порядке, то для их двойного отно- 
апения получили бы еще пять других значений: 


с с а ав 
р $’ а’ с? 2: ? а` 


Из значения двойного отношения мы можем еще вычислить значение 
рационального инварианта Л, определяемого формулой: 


4 0—1 
о ао, 


Если мы подставим сюда значение д, то получим симметричную форму: 
у — 4 (ав - бе -- са} 


27226262 № 


Аналогичным образом, как для двойно- 
то отношения четырех точек (О, Р, О, Ю), 
мы можем провести доказательство 0 
следующего двойного отношения. Каса- 
тельная в произвольной точке \-кри- 
80й вместе с тремя прямыми, выходя- 
щими из точки О к вершинам коорди- 
натного треугольника, опять-таки обра- 
зует постоянное двойное стношение. 
Используем это предложение для ло- 


гарифмической спирали. В этом случае 0) 
углы соответствующего координатного 
треугольника даются асимптотической 


точкой М и обеими абсолютными точ- 
ками. Поэтому для произвольной точки О 
спирали (черт. 63) названные прямые даются касательной, радиусом-век- 
тором из точки М и лучами, идущими к круговым точкам. Но мы знаем, 
что по Лагерру двойное отношение этих четырех прямых связано 
< углом ® между первыми двумя из них соотношением (см. 5 39): 


Черт. 63. 


1 
Ф— -;15 двойного отношения. 


Следовательно, отсюда с помощью нашего предложения о постоян- 


ном значении двойного отношения получается известный результат: 
радиусы-векторы, выходящие из начала координат, пересекают. лога- 
рифмическую спираль под постоянным углом. р 

В названном сочинении Клейна и Ли находится еще целый ряд 
аналогичных ‘предложений. При этом исходной точкой этих исследо- 
ваний являются рассмотрения, которые Ли прежде развил в @бНпеег 
Масвисеп (январь 1870), о специальных линейных комплексах. То, 
что Ли там обнаружил в случае пространственного образа, Ли и Клейн 
совместно применили к Ш-кривым плоскости и соответствующим 
поверхностям пространства. 

Упомянутый линейный комплекс называется „тетраэдальным ком- 
плексом“ и под этим именем специально рассматривается у Рейе в его 
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„Геометрии положения“. [100 тетраэдальным комплексом понимают 
линейный комплекс, все прямые которого пересекают плоскости. не. 
которого определенного тетраэдра с постоянными двойными отно- 


шениями. Он второй степени и аналитически задается простым урав. 
нением 


ар1эраа Е бриз ро Ср:Рэз == 0, 


если его постоянный тетраэдр ввести в качестве координатного тетра- 
эдра. Мы напомним, что одновременно между Ру: Существует зави- 
симость 


Руорзл -Н Раза РааРэз = 0, 


так что всегда один из членов 
приведенного выше уравнения 
можно удалить. Ли исследовал 
этот комплекс новым спосо- 
бом, исходя из того, что этот 
комплекс переходит в себя 
при коллинеациях, зависящих 
от трех параметров, которые 
переводят грани тетраэдра са- 
ми в себя. Эти коллинеации 
представляются уравнениями: 


и р 
х.=АХ, рх, = рх» 


’ Й 
рхз ==Ух, рх,==ох,. 


Черт. 64. 


Действительно, каждая 
прямая, встречающая тетра- 
эдр с некоторым двойным отношением, при каждой отдельной из этих 
кол линеаций, всегда преобразуется в прямую, которая пересекает 
тетраэдр с тем же самым двойным отношением. Ли непосредственно. 
образует тетраэдальный комплекс, считая, что названные коллинеации 
применяются к заданной пространственной кривой. Отсюда Ли получает 
целый ряд геометрических операций, при которых комплекс всегда 
сохраняется. 

Следовательно, приведенные выше слова „вновь возрожденная я 
воскресаю“ применимы к более общим образам, чем логарифмическая 
спираль, а для нее самой — в более общем смысле, чем думал Бер- 
нулли. В качестве примера мы приведем интересную теорему о лога- 
рифмической спирали, находящуюся в названной работе. Отнесем лога- 
рифмическую спираль к какой-нибудь прямоугольной системе координат, 
имеющей начало в асимптотической точке спирали, и возьмем касаю- 
щуюся спирали равностороннюю гиперболу, имеющую в качестве асимптот 
оси координат. Далее, если мы рассмотрим совокупность поляр для 
всех точек спирали относительно этой гиперболы, то мы можем 
искать огибающую их кривую. В результате мы найдем, что при 
этом получится сама наша логарифмическая спираль. Другими 
словами: 
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Логарифмическая спираль является своей собственной взаимной 
полярой относительно всякой ее касающейся равносторонней гипер- 
болы, центр которой совпадает с асимптотической точкой спирали 
(черт. 64). 


$ 42. Проективная диференциальная геометрия. 


Перейдем теперь к выяснению отношения проективного воззрения: 
к диференциальной геометрии. Наперед ясно, что воззрения проектив- 
ной геометрии имеют такое же значение в рассмотрениях диференциаль-- 
ной геометрии, как и в алгебраической геометрии. 

Как вообще различают проективную и элементарную геометрию, 
так же можно и.внутри самой диференциальной геометрии различать- 
проективное и элементарное воззрение. 

Тогда в силу проективного воззрения метрические соотношения 
окажутся отношениями к абсолютному коническому сечению или абсо-- 
лютным точкам плоскости. Вследствие известной косности, с которой 
математики придерживались старых методов и навыков, указанное 
здесь воззрение только недавно проникло в учебники и университетские 
лекции по диференциальной геометрии. 

Рассмотрим, например, диференциальное выражение радиуса кри-- 
визны плоской кривой у —=/(х), которое, как известно, имеет вид: 

$ 

__ (1-5) 

В— 5 У 
Мы введем проективное воззрение в том смысле, что спросим себя,. 
что означает геометрически обращение в нуль числителя или знамена- 
теля. Уравнение у” ==0 показывает, что мы имеем точку перегиба 
кривой. Но это очевидно уже проективное свойство, т. е. свойство, 
сохраняющееся при проективном преобразовании плоскости. С другой 
стороны уравнение 1-- у’? =0 или у’ === показывает, что касатель-- 
ная в рассматриваемой точке кривой проходит через абсолютную точку. 
Значит это уравнение выражает не проективное свойство кривой 
в себе, а свойство системы, образованной из нашей кривой и абсо-- 

лютных точек. 

Очевидно следовало бы поступать систематически, а именно, сначала 
образовать все соотношения между у, У’,..., которые, будучи при-- 
равнены нулю, имеют проективное значение; затем образовать все 
соотношения, которые относятся в соответствующем смысле к системе,. 
образованной из кривой и абсолютных точек. Все формулы диферен- 
циальной геометрии должны составиться из таким образом получен- 
ных выражений. 

Если при высказанной формулировке мы заменим группу проек-- 
тивных преобразований какой-нибудь непрерывной группой преобра-- 
зований, то теория, которую мы получим, будет не чем иным, как 
общей теорией диференциальных инвариантов, как ее развивает Ли- 
В частности, теорию проективных диференциальных инвариантов’ 
впервые начал развивать Гальфен в 1878 году в своей диссертации ').. 


1) Оецугез 4е С. Н. На!рнеп, том 2, стр. 197—253 (1918). 
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Рассмотрим подробнее проективные диференциальные инварианты. 
Последовательные производные мы будем обозначать, ради простоты 
записи, буквой у с нижним индексом; точнее, мы положим: 


1 ау. 


Ув = ах! 


диференциальные инварианты мы будем отыскивать в общей форме 
@ (у, У, У», ..., У» Х), т. е. как целые рациональные функции от за- 
висимого переменного у, его п первых производных и независимого 
переменного х. Их основное свойство состоит в том, что они при 
произвольной коллинеации изменяются только на некоторый множи- 
‚тель. Основная задача при их исследовании заключается в том, чтобы 
‘отыскать все проективные диференциальные инварианты для возрастаю- 
щих значений п, т. е. все те, из которых составляются рационально 
и цельно остальные инварианты. Как раз эта задача и составляет со- 
‚держание названной работы Гальфена, который установил инварианты 
до значения ий =—7 включительно. Приведем без доказательства полу- 
ченные им результаты. 

Оказывается, что внутри означенных пределов находятся четыре 
‘существенных инварианта, которые мы рассмотрим по порядку. 

1. Простейший диференциальный инвариант дается выражением И == у.. 
Приравнивание его нулю доставляет диференциальное уравнение прямой. 

2. Последнее замечание сейчас же приводит нас к следующему 
диференциальному инварианту, который, будучи приравнен нулю, пред- 
‘ставляет диференциальное уравнение кривых второго порядка. Уравне- 
ние конического сечения, вообще говоря, мы можем привести к виду: 


у=ах-ь-- Уд -- 28х С; 


отсюда 
АС— В? 
а ЕЕ ев ; 
(Аж --2Вх + С)? 
‘следовательно, 
З 
@3 = 
ме 10 


будет диференциальным уравнением конического сечения, которое было 
установлено уже Монжем (1810). В развернутой форме оно имеет вид: 


40" — 4Бу’у" уу + 9у”уу Е 0, 
или 


И= 5 — Зуьуз у, Е 258 =0. 


Левая часть этого уравнения, обозначенная нами через И. представляет 


) 


собой ближайший к инварианту И диференциальный инвариант более 
высокого порядка. 
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3. Далее, в качестве третьего инварианта получается диференциаль- 
ное выражение седьмого порядка: 


Уз У. У Ув Ут 
Уз Уз У У Ув 
д бл 
О у 2уу, дуру, ру уу, 2, у, 
оо жи и 
4. В качестве четвертого инварианта получается выражение, соста- 
вленное из предыдущих, в форме 


__ 25648 — 27 Из 
ее, 


Н 


где числитель делится без остатка на знаменатель. 

Далее мы попутно отметим, что выражение 43: УЗ представляет 
собой самый низший абсолютный инвариант. Все рациональные целые 
диференциальные инварианты 00 седьмого порядка включительно 
(т. е. такие, которые содержат производные не выше чем седьмого 


порядка) составляются рационально и цельно из этих четырех - 


инвариантов 0, У, А и Н, а все рациональные абсолютные инвари- 
анты составляются рационально из одного Аз; УЗ. 

Каково геометрическое значение четырех инвариантов (, И, А 
и Н? Разумеется, таковое может ожидаться, если мы приравняем нулю 
заданные выражения. При этом мы будем производить рассмотрения 
с двух точек зрения. С одной стороны, мы рассмотрим, что означает 
для определенной заданной кривой тот факт, что для одной из ее 
точек удовлетворяется рассматриваемое диференциальное уравнение, 
а с другой стороны, спросим: каковы те кривые, для всех точек 
которых обращаются в нуль наши диференциальные инварианты? Разу- 
меется оба взгляда теснейшим образом связаны друг с другом. Рас- 
смотрим теперь отдельные выражения. 

К 1. Если уравнение И==0 выполняется для одной отдельной 
точки заданной кривой, то, как известно, это означает, что рассматри- 
ваемая точка является точкой перегиба кривой, т. е. что три беско- 
нечно близкие точки кривой в этом месте распотожены на одной 
прямой. С другой стороны, И ==0 является, как мы уже сказали 
раньше, диференциальным уравнением прямой линии и как таковое 
выражает, что все ее точки ‘являются точками перегиба. 

К 2. Уравнение У==0 выражает соответственно для произвольной 
кривой условие того, что. шесть бесконечнб“ близких точек кривой 
лежат на одном коническом сечении; такие точки называют секстати- 
ческими точками. Именно поэтому У==0 является, как уже упоми- 
налось, одновременно диференциальным уравнением конических сечений. 
Аналогичным образом следующие инварианты А и Н приводят нас 
к У- кривым, так что мы получаем, таким образом, примыкание 
х ранее изложенному. 


„Зак. 799. — Клейн. и в 12 


= 
— 
(©. 
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К 3. А=0 является диференциальным уравнением тех \-кривых, 
представителем которых в проективном смысле является логарифми- 
ческая спираль, пересекающая радиусы под углом т: 6. Если известно, 
что в некоторой отдельной точке произвольной кривой ДА ==0, то это 
означает, что восемь бесконечно близких точек лежат на логарифми- 
ческой спирали названного типа, так как уравнение Д = 0 является 
диференциальным уравнением седьмого порядка. 

К 4. Диференциальное уравнение Н == 0 дает нам те кривые, которые 
при выборе надлежащей системы координат определяются уравнением: 


вв 
жа х 


7 3 ==С или а: = 

т. е. опять специальный тип \У-кривых, являющихся кривыми 
третьего порядка с острием. Если в некоторой отдельной точке 
произвольной кривой удовлетворяется уравнение Н==0, то значит 
восемь бесконечно близких точек лежат на кривой названного типа. 

Выясним теперь еще геометрический смысл’ абсолютного инва- 
рианта Дз: УЗ. Очевидно таковой получится, если мы 43: Уз положим 
равным произвольной постоянной А и в соответствии с.этим напишем 
уравнение 48 — № УЗ ==0. 

Это диференциальное уравнение седьмого порядка 43— ^У8—=0 
вообще дает \У-кривые, двойное ‘отношение ») которых связано 
с значением постоянной ЕЁ посредством следующего уравнения: 


25.27 09—21 


^=16. 343 ° О-о -и} ° 


Если вместо Х мы введем абсолютный инвариант / или относитель- 
ные инварианты ©. и 2, то будут иметь место уравнения 


64 . 343Е 


1= 51.3488 —55.57 
и 
о . 34 
аа. 
83 


Если мы перейдем, далее, к диференциальным инвариантам более 
высокого порядка, чем седьмой, то диференциальные инварианты вось- 
мого порядка приведут нас, например, к диференциальным уравнениям 
кривых третьего порядка, имеющих заданный абсолютный инвариант. 
Более обстоятельное изложение имеется у Гальфена. 

Но из сказанного уже видно, сколь трудно обозримы исследования 
Гальфена; это связано с тем, что вычисления производятся в несим- 
метричной форме. Но эти исследования принимают уже более прозрач- 
ный вид, если, следуя Штуди (Ге1р2вег ВейсШе, т. 53, 1905), ввести 
„интегральный инвариант“ (аналог длине дуги) посредством формулы: 
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С помощью этого параметра можно, например, как показал Виртингер 
(\Лелег МопаЁВеНе, т. 34, стр. 37—40, 1926), придать более изящный 
вид теории плоских кривых третьего порядка без особенностей. 

Здесь уместно сказать кое-что о том, как развивалась, в последние 
десятилетия „проективная диференциальная геометрия“. Случай кривых, 
который был рассмотрен Гальфеном, мало интересен в сравнении 
с исследованиями поверхностей, точно так же, как это имело место 
в элементарной диференциальной геометрии. 

Первая существенная работа по проективной теории поверхностей 
(и о других вещах) восходит к Дарбу [в ВиПеНп 4ез з<1епсез тай е6- 
шаНацез (2), т. 4, (1880) [, стр. 348—384]. Позднее проективная теория 
поверхностей систематически развивалась Вильчинским (род. в Гам- 
бурге, 1876) и его американскими учениками, главным образом при 
использовании асимптотических линий в качестве параметрических 
кривых [ср., например, Атейсап МаетаНса! Фосеёу ТгапзасНолпз, 
т. 8 (1907), т. 9 (1908) и т. 10(1909]]. 

Новый толчок в этой области исходит от итальянского математика 
Фубини (рол. в Венеции, 1879), который прежде всего ввел инвари- 
антные диференциальные формы и устранил ограничение выбора 
специальных параметров. См., например, его обзорную работу в „Веп- 
ФЧсопН @4е1 сисою @ Раегто“, т. 43 (1919). Затем к Фубини при- 
соединились некоторые другие, особенно итальянские геометры; в'насто- 
ящее время находится в печати книга Фубини и Чеха, которая дает 
исчерпывающее изложение этой молодой ветви диференциальной гео- 
метрии (1 т. Болонья, 1926). Здесь также всегда возникает опасность, 
что геометрические задачи совершенно закроются лесом формул 
и таким образом следует приветствовать новейшие итальянские иссле- 
дования, как, например, исследования Бомпиани (род. в Риме, 1889), 
рассматривающие, как главное, геометрическую наглядность. См. в част- 
ности доклад Бомпиани о развитии проективной теории поверхностей 
[Зепцпано шаешта#со Коша, 1923—1924, (2), Ш. Одной из значитель- 
ных работ по проективной теории поверхностей является работа 
Картана: Е. Саг*ап, Фиг ]а а6югтаНоп ргодесНуе 4ез зи{асез [Аппа!ез 
Рёсо!е' поппа!е (3), т. 37, стр. 259—365 (1920)]. Томсен построил 
проективную теорию поверхностей, исходя из геометрии прямых линий 
(6. Трошзеп, АБНап@ипееп, т. 4, стр. 232—266, Гамбург 1925). 
Ср. также Бомпиани Асса@. ГАпсе] (6), 3 (1926). 

С проективной теорией поверхностей родственна аффинная теория 
поверхностей, которая рассматривается во втором томе лекций по 
диференциальной геометрии Бляшке (Берлин, 1923). 

Обратимся теперь к другой стороне проективной геометрии, 


к учению о мнимых элементах. 
< 


$ 43. Теория конфокальных конических сечений в мнимой области. 


До сих пор, если нам встречались мнимости, то мы, например, 
мнимые точки, прямые и т. д. рассматривали просто, как если бы они 
были действительными точками или прямыми, не заботясь об их гео- 
метрическом значении. Этот наивный взгляд очень удобен для проек- 


12* 
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тивной трактовки метрической геометрии. Мы сейчас покажем это 
на примере. В качестве последнего мы возьмем теорию конфокальных 
конических сечений. Раньше они были введены посредством уравнения: 


х2 
а—^ аа—^ 


Прежде всего мы преобразуем его к линейным координатам и, т, 
которые введем обычным образом так, чтобы условие соединенного 

положения точки и прямой да- 
- валось уравнением: 


их Ну 1=0. 


Используя известным обра- 
зом уравнение касательной 
конического сечения, мы по- 
лучим: 


(ии =1 


^ ‚ ИЛИ 


(аи? -- а. — 1) — 
— А (и?-{ 9?) = 0. 
Мы уже часто встречали аналогичную форму уравнения в точечных 
координатах, например, ©. -|- №Ф, =0, и истолковали его геометрически 
как пучок всех кривых второй степени, проходящих через четыре 
точки пересечения 9. =0 и Ф.==0. Здесь мы будем также говорить 
о линейном семействе кривых второго класса. Так как кривые 


аи? | 45° —1=0 и №--9=0 


Черт. 65. 


имеют четыре общих касательных, то геометрически семейство должно 
определяться как совокупность всех конических сечений, из которых 
каждое касается этих четырех касательных. Поэтому отсюда мы 
заклочаем, что все конические сечения конфокального семейства 
‚ имеют четыре общие касательные, т. е. все они вписаны в общий 
четырехсторонник. 

Разумеется непосредственное рассмотрение показывает, что эти 
четыре касательные вовсе не являются действительными, вследствие 


чего мы как раз и вступаем в область мнимостей. Мы выскажемся. 


определеннее, если рассмотрим ближе вторую кривую и?-|- 9? ==0. 
Это уравнение нам дает просто систему обеих абсолютных точек, 
которая, следовательно, образует вырождающуюся кривую из конфо- 
кального семейства С.. Итак, названный четырехсторонник состоит 
из четырех мнимых касательных, которые могут быть проведены 
из обеих абсолютных точек к какой-нибудь кривой семейства. 

Чтобы составить себе об этом лучшее представление, мы выясним, 
какова будет система конических сечений, касающихся четырех дей- 
ствительных прямых (черт. 65), и затем полученный здесь результат 
перенесем на область мнимого. 


[1 
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В частности, в линейном семействе кривых второго класса, 
касающихся четырех заданных прямых, мы получим три особые 
кривые, вырождающиеся в пару точек. Их линии соединения АД’, 
ВВ’, СС’, определяющие предельное положение эллипса, на чертеже 
изображены толстыми линиями. Сформулированное предложение легко 
вытекает из нашего уравнения: 


(аи? -- а59? — 1) —^ (и? -- 9?) =0. 
Именно, для Х = со мы получим уравнение: 
98-08 = 0, 
т. е. обе абсолютные точки. Для Х ==а, получим уравнение: 
(а, — а) и? —1==0, 


т. е. две действительные точки, лежащие на оси х (предполагая, что 
а, > а), которые оказываются „фокальными точками“ кривой второй 
степени. Для \ = а, получаем уравнение: 


(а— а) 9—1 =0, 


т. е. две мнимые фокальные точки на оси у. О них обычно не гово- 
рят как раз потому, что они являются мнимыми. 

Этот результат, поскольку он касается наших конфокальных кони- 
ческих сечений, мы можем геометрически провести еще несколько 
далее, представив себе проведенными из абсолютных точек обе пары 
общих касательных, которые, разумеется, не являются действительными. 
Заметим, что эти прямые попарно являются комплексно сопряжен- 
ными. Поэтому должны существовать две действительные точки 
пересечения, которые дают нам действительные фокальные точки, 
в то время как, с другой стороны, пересечение не сопряженных друг 
с другом мнимых касательных приводит к дальнейшим мнимым точкам 
пересечения. В частности, мы отметим себе получившуюся здесь 
проективную трактовку фокальных точек, которую до сих пор мы 
заимствовали из элементарной геометрии. Фокальными точками кони- 
ческого сечения называют обе действительные точки, в которых 
пересекаются мнимые касательные, проведенные из абсолютных 
точек к коническому сечению. 

Исходя из нашей новой точки зрения, мы легко можем показать, 
что конфокальные конические сечения образуют ортогональную сеть 
кривых. Если мы представим себе пары касательных, проведенных 
из некоторой произвольной точки Р ко всем) коническим сечениям 
с четырьмя общими касательными, т.е. к коническим сечениям 
некоторого линейного семейства, то эти пары образуют. инволю- 
ционный пучок лучей. Это нетрудно доказать, ‹но в подробности 
доказательства мы входить не будем. Заметим только, что характерный 
признак инволюции заключается в том, что оба луча каждой пары 
расположены гармонически к двум фиксированным направлениям — 
двойным элементам, которые со своей стороны могут быть как 
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действительными, так и комплексно сопряженными. В этом смысле мы 
рассмотрим нашу конфокальную систему, как она изображена на 
чертеже, 66. Из произвольной точки Р проведенные пары лучей 117, 
22’, 33’ и т. д. гармонически расположены с касательными, построен- 
ными в точке Р к проходящим через точку Р эллипсу и гиперболе, 
так как эти касательные являются двойными лучами инволюции. Среди 
конических сечений системы, как мы раньше отметили, содержится 
также пара абсолютных точек. Поэтому, мы можем, в частности, 
провести из точки Р к этим абсолютным точкам обе касательные, и так 


как они должны быть 
гармонически  располо- 
жены по — отношению 
к обоим фиксированным 
направлениям, то эти по- 
следние должны быть 
друг к другу перпен- 
дикулярны, что и тре- 
бовалось доказать. Это 
та же самая мысль, что 
и при нитяной конструк- 
ции Гревса. 

На этих подробно- 
стях, которые были раз- 
виты уже Понселе, мы 
дольше останавливаться 
не будем. Оправдание 
изложенной в этом. при- 
мере трактовке мнимо- 
стей заключается в. том, 
что все наши построе- 
ния имеют алгебраиче- 
ский смисл независимо 
от того, будем ли мы иметь дело с действительными или ком- 
плексными значениями переменных. 

Полное действительно геометрическое истолкование этих постро- 
ений чрезвычайно интересным способом дано Штаудтом в его „Иссле- 
лованиях по геометрии положения“, 1856—1860 !). Но мы в подроб- 
ности здесь входить не будем, так как это обстоятельно излагается 
в лекциях Клейна по неевклидовой геометрии. Однако мы заметим: 
насколько эта теория важна, настолько же она неудобна и тяжело- 
весна в своих применениях, и та легкость, с которой исходят, отпра- 
вляясь от аналитической точки зрения, которой мы придаем особое 
значение, при этом совершенно пропадает. Поэтому в дальнейшем мы 
к ней также возвращаться не будем. 


Черт. 66. 


1) Новейшие подобные действительные представления мнимых образов 
можно найти в работах: Е. Зфиау, ЕБепе апа\уйзсве Кигуеп ип@ 2и Шпеп 


зенбиее АБЬИаипееп, [е1рие, 1911 и /. Г.. Соо114фе, ТВ {гу о - 
р!ех Чота!т, Оха 1924. . а 
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$ 44. Мнимые коллинеации. 


Проследим теперь в общих чертах появление мнимостей в проек- 
тивной геометрии. Общее соотношение коллинеации, выражающееся 
уравнением 


: 
рх; = У @йХь 


каждой точке х ставит в соответствие некоторую другую точку и: 
причем до сих пор мы почти исключительно ограничивались действи- 
тельными точками. Теперь мы должны произвести обобщение в двух 
направлениях. Прежде всего мы будем также рассматривать и ком- 
плексные значения хи х’. Для этого обобщения линейных преобра- 
зований сохраняется название коллинеации, потому что предложение 
о том, что прямым линиям опять соответствуют прямые, сохраняет 
свою Силу также и в комплексной области, так как это предложение 
имеет алгебраический смысл. 

Далее мы будем давать комплексные значения также и коэфи- 
циентам а. Тогда, вообще говоря, действительным Хх будут соответ- 
ствовать комплексные значения х” и наоборот. Но это, как легко видеть, 
не изменит характер преобразования, как коллинеации. Раньше мы уже 
отметили, на основании построения сети Мебиуса, что каждая колли- 
неация является линейным преобразованием и наоборот. Теперь это 
уже неверно. | 

Именно, наряду с обычной коллинеацией имеется еще второй тип 
преобразования: 


| и 
у — ХУавхь 


2де х, обозначает сопряженное значение по отношению К Ху. Эти 
„антиколлинеации“ (Сегре) неоднократно упускались из вида. В то 
время как при обычной коллинеации все двойные отношения четырех 
коллинеарных точек, т. е. также комплексные двойные отношения, 
остаются совершенно неизменными, здесь двойные отношения перехо- 
дят в свое комплексно сопряженное значение. Разумеется, при ограни- 
чении действительными значениями только что сказанное не изменяется. 
Простейший пример этого нового преобразования представляет „сопря- 
жение“, т. е. замена каждой точки пространства посредством ее ком- 
плексно сопряженной точки, что дается формулами: 
| / / о 1 ТЕ Г 5 
рж. =» РЖ =» РАН» 0%. = 
Что же даст введение названного обобщения понятий для проек-. 
тивной геометрии и для теории инвариантов? Прежде всего различные 
образы, которые до сих пор не были родственными, становятся линейно 
родственными. По нашим прежним понятиям мы, например, различали 
два существенно различных нераспадающихся типа конических сечений: 
действительные конические сечения С» (эллипс, гипербола, парабола), 


2 } 
заданные уравнением И Ех — х, =0 (отнесенное к действительной 
системе координат) и нулевые конические сечения С», заданные уравне- 
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НИИ О ЕЕ ОВ ААУ УНИИ 
2 2 2 
нием х, | х, -- х, = 0. Теперь же они переводятся друг в друга самым 
простым образом с помощью мнимых коллинеаций, например, если мы 
= ув ВА + + 
положим: рх, =х,, рх,=х., рх, ==, (Р = — 1). Совершенно анало- 


гично обстоит дело с поверхностями второй степени, которые до сих 
пор мы привыкли подразделять на 


2 2 2 2 

а 
2 

жа жж = 0, 


т. е. эллипсоид, двуполостный гиперболоид, эллиптический параболоид 
и, наконец, о 

кольцеобразные (линейчатые) Ро: Е —ж=0,т. е. одно- 
полостный гиперболоид, гиперболический параболоид. С точки зрения 
мнимых коллинеаций различие этих типов поверхностей совершенно 
исчезает. 

Идя еще далее в этом направлении, мы можем поставить вопрос 
о подразделении квадратичных форм от. п! однородных переменных, 
во-первых, с точки зрения общих линейных преобразований, во-вторых, 


с точки зрения действительных линейных преобразований. Пусть дана 
общая форма: 


нулевые Е: 


овальные Ро: 


Учить 


Тогда, прежде всего’ мы различаем такие формы, у которых опре- 
делитель О коэфициентов отличен от нуля, и такие формы, у которых 
определитель О равен нулю. Последние мы классифицируем, далее, по 
рангу матрицы из коэфициентов, т.. е. смотря по тому, все или не все 
первые миноры Д‚„ обращаются в нуль; далее, будут ли в последнем 
случае не все вторые миноры ОД;„„ обращаться в нуль или нет и т. д. 


ыы коротко можно записать в следующей схеме. 
усть: 


5 

1) р=0; Ри = 0; 
2) Рь=0, Вит 0; 
3) Хар =0, итд. 


Все формы одного и того же типа будут друг другу линейно род- 
ственными. В частности оказывается, что во всех случаях квадратичные 
формы можно свести к сумме квадратов. 

При этом различные типы характеризуются тем, что мы в ка- 
честве конической формы получаем в случае 0) сумму п квадратов, 
в случае Т) сумму п—1 квадратов, в случае 2) сумму п— 2 квадра- 
тов и т. д., следовательно, сумму г квадратов, если г является рангом 
матрицы. 

Но если мы теперь встанем на узкую точку зрения действитель- 
ных ливейных преобразований, то будут иметь место все различия, 
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связанные с законом инерции квадратичных форм, т. е. нам придется 
различать в случае 0) в зависимости от знаков. (п -|-1) подтипов 


> 2 
м. 
ее 
1 


соответственно в случае 1) п подтипов, в 2) (п— 1) подтипов и т. д. 
Это является полной классификацией, о которой здесь идет речь. 

Если геометрией в комплексной области заниматься систематически, 
то наряду с квадратичными формами можно ввести также эрмитовы 
формы, т. е. образы вида 


Уяьлиь==0, @ак=а» 


где знак черты означает переход к комплексно сопряженному значе- 
нию. Как Кели использует квадратичные формы для введения метрики, 
так с помощью форм -Эрмита можно получить новые типы „неевкли- 
довой“ геометрии. См. Сегре (С. Зезте), Оп пиоуо сашро @ псетсве 
сеотефисне, А 41 Топпо, т. 26, стр. 40 (1890); Фубини (в. Еи- 
Ь1 11), ЗиЦе шеёисве 4еНпИе Ча ипа юпа НепиШапа, 15Ни4о Уепефо,. 
т. 63, 2 (1904) и Штуди (Е. $4иау), Кшлезе \Мебе ш Кошр!ехеп. 
Сеые{, Ма ет. Аппа!еп, т. 60, стр. 321—378 (1905). См. также 
упомянутую в конце $ 43 книгу Кулиджа. 


$ 45. Стереографическая проекция. 


Рассмотрим теперь с геометрической стороны частный случай поверх- 
ностей второй степени} сопоставив друг с другом однополостный гипер- 
болоид и сферу. Так как мы знаем, что обе поверхности могут быть 
переведены друг в друга с по- 
мощью мнимой коллинеации,. 
то мы можем также все проек- 
тивные предложения, относя- 
щиеся к одной поверхности, 
перенести на другую. Рассмо- 
трим ближе однополостный 
типерболоид, представив себе 
его спроектированным из его 
призвольной точки О на неко- 
торую „основную плоскость“. 

Это соответствие издавна 
называют  стенографической 
проекцией. 

Через точку О проходят 
две образующие гиперболоида, 
одна из одного семейства, 
другая из второго; они пересекают плоскость в точках О’ и О", 
линия соединения которых на основной плоскости совпадает с линией 
ее пересечения касательной плоскостью, проведенной к гиперболоиду 
в точке О. Тогда имеют место следующие факты (черт. 67). Точ- 


Черт. 67. 


186. ТЕОРИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 


кам О’и О”, называемым основными точками, на гиперболоиде со- 
‘ответствуют все точки обеих образующих, проходящих через точку О. 
С другой стороны, самой точке О соответствует бесконечное мно- 
жество точек плоскости, именно все точки прямой, соединяющей точки О’ 
и О". Но в остальном соответствие между точками гиперболоида 
‚& плоскости является взаимно однозначным. 

Все образующие первого типа, не проходящие через точку О, 
проектируются в пучок лучей, проходящих через точку О"; все обра- 
зующие второго типа, не проходящие через точку О, проектируются 
в пучок лучей, проходящих через О”. Так как произвольное плоское 
сечение пересекает также обе образующие, проходящие через точку О 
то оно проектируется на плоскость в коническое сечение, проходящее 
через точки О’ и О". 

Эти замечания о стереографической проекции гиперболоида мы теперь 
перенесем на сферу, причем, разумеется, многое из того, что там 
было действительным, здесь будет мнимым. Прежде всего, на сфере 
также имеются два семейства прямых, которые являются комплексно 
сопряженными между собой. Если мы построим в произвольной точке О 
сферы касательную плоскость, то она пересечет сферу по двум ком- 
‘плексно сопряженным образующим сферы, из которых одна образующая 
будет первого рода, а другая образующая — второго рода. Так как 
касательная плоскость пересекает также принадлежащее к сфере абсо- 
лютное коническое сечение в двух точках, то названные образующие 
должны пересечь это коническое сечение. Прямые с этим последним 
свойством мы назовем изотропными прямыми. Ли их называет „мини- 
мальными прямыми“. Следовательно, наши прежние рассмотрения мы 
можем соединить в предложение: прямолинейные образующие сферы 
являются изотропными прямыми. 

Здесь мы приведем небольшое рассмотрение изотропных прямых. 
Все изотропные прямые, проходящие через начало координат, можно 
представить, как это легко видеть, уравнением 


№: за А: №: У, 


оо. © 

Эти прямые обладают некоторыми замечательными свойствами, являю- 
щимися парадоксальными по сравнению со свойствами действительных 
прямых. Так как всегда х?-| у?-|- г? —=0, то следует, что расстояние 
друг от друга двух произвольных собственных точек изотропной пря- 
мой равно нулю. Далее, обычно говорят, что всякая изотропная прямая 
сама себе перпендикулярна. Но это не вполне точно. Правда, условие 
хх’ уу’ 22’ == 0, которое выполняется для перпендикулярных напра- 
влений, выходящих из начала координат, для каждой отдельной’ изо- 
тропной прямой удовлетворяется, так как х?-|- у?-р 2? = 0; но все же, 
если мы рассмотрим общую формулу для угла между двумя лучами, про- 
ходящими' через начало координат 


причем 


хх’ уу’ - 22” 
Уст У ЕР, 


0$ — 
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то мы получим, сливая оба луча в одну изотропную прямую, 
ЖЕ 0 


т С ОИ 
Поэтому правильнее будет сказать не „каждая изотропная пря- 
‚ая сама себе перпендикулярна“, а „изотропная прямая образует 
сама с собой неопределенный угол“. Во всяком случае поразительный 
результат. 
Так же можно установить, что собственная точка изотропной пря- 
мой имеет от ее несобственной точки неопределенное расстояние. 


'Здесь обнаруживается известное преимущество термина „несобствен- 


ный“ перед термином „бесконечно удаленный“. „Абсолютное кониче- 
ское сечение“ не является ] 

ни бесконечно удаленным, ни 
(в обычном смысле) кругом. 
Поэтому мы избегаем названия 
„бесконечно удаленный . круг 
сферы“. 

Вернемся теперь к указан- 
ной в заглавии стереографиче- 
ской проекции, перенося ре- 
зультаты далее на сферу. 
В частности, мы выберем здесь 
основную плоскость так, чтобы 
она была параллельна каса- 
тельной плоскости сферы в 
точке О (черт. 68). При та- 
ком расположении основные 
точки О’ и О" образа, как 
сечения образующих изотроп- 
ных прямых, проходящих через `О, попадают в обе абсолютные точки 
плоскости образа. Далее, изотропные прямолинейные образующие сферы 
превращаются в оба пучка изотропных прямых, лежащих в основной 
плоскости. ‹ 

Относительно этой стереографической проекции сферы уже с древ- 
них времен (Птолемей и географы города Александрии) были известны 
лва предложения, именно, что каждый круг сферы переходит в неко- 
торый круг плоскости и, кроме того, что отображение является 
конформным (сохраняющим углы). С нашей точки зрения мы получим 
эти предложения следующим образом: каждое плоское сечение на сфере 
должно быть кругом, потому что по нашему соответствующему предло- 
жению на гиперболоиде имеется коническое сечение, содержащее точки О’ 
и О". Что касается второго предложения, то^ следуя Лагерру, мы 
определяем угол между двумя направлениями на сферу, как 


Черт. 68. 


1 
г 8 БУ, 


где ДУ обозначает двойное отнощение этих направлений с соответ- 
ствующими изотропными прямыми, выходящими из вершин угла на 
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сфере. Но это двойное отношение переносится без изменения на четыре 
соответствующих направления в основной плоскости. Из них две пря- 
мые являются опять изотропными на плоскости, так что для вычисле- 
ния соответствующего угла плоскости мы возьмем логарифм того же 
самого двойного отношения, умноженного на 1:94. 

Здесь мы дали пример того, как, пользуясь применением комплек- 
сных коллинеаций, можно получить непосредственное доказательство 
некоторых предложений, которые при других способах требуют извест- 
ных вычислений или специальных рассмотрений. Так как здесь предло- 
жения вытекают совершенно непосредственно, сами собой, то для 
занимающихся этим впервые этот метод кажется несколько таинствен- 


ным, он, так сказать, приподнимает завесу, которая раньше. скрывала 
от нас внутреннюю связь вещей. 


$ 46. Изотропные кривые и конформные отображения поверхностей. 


Прежде всего мы должны сказать об общем‘ понятии изотропных 
кривых, или, по терминологии Ли, „минимальных кривых“. Так вообще 
называют кривые, диференциал дуги 4х? 4у?-|- 42? (в прямолинейных 
координатах) которых равняется нулю. Но геометрически это означает, 
что касательные кривой пересекают абсолютное коническое сечение, 
что оно, следовательно, лежит на поверхности касательных кривой. 
Длина дуги подобной изотропной кривой, сообразно с ‘определением, 
разумеется равна нулю. Далее, так как соприкасающаяся плоскость кривой 
содержит две бесконечно близкие касательные кривой, то одновременно 
она всегда будет касательной плоскостью абсолютного конического 
сечения. Простейшим примером изотропных кривых являются изотроп- 
ные прямые, для которых понятие „соприкасающейся плоскости“ теряет 
свой смысл. 

Пусть задана некоторая произвольная, быть может действительная, 
поверхность. В каждой из ее касательных плоскостей из точки касания 
можно провести к абсолютному коническому сечению два направления, 
как мы скажем — два ‚изотропных направления“. Продвигаясь таким 
образом в каждой из них, мы объединим эти направления в опреде- 
ленные кривые, касательные которых всегда изотропны. Поэтому, 
вообще говоря, поверхность покрывается двумя семействами изотроп- 
ных кривых, которые могут быть получены посредством интегри- 
рования диференциального уравнения первого порядка второй степени. 

Пример подобного семейства кривых дают прямолинейные образую- 
щие сферы, о которых мы только что подробно говорили. 

Мы утверждаем: изотропные кривые на поверхности образуют 
специальный тип геодезических линий. Обычное определение геодези- 


ческой линии, по которому длина ее дуги экстремальна, что выража- 
ется: уравнением 


8 [4 == 0, 


мы здесь без дальнейших рассмотрений применить не можем. Потому 
что оно имеет значение, очевидно, только в действительной области, 
так как в комплексной области нужно сначала установить понятия 
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максимума и минимума. Поэтому мы должны обратиться к диференци- 
альному уравнению геодезических линий, или к тому предложению, по 
которому геодезическая линия определяется тем, что ее соприкасаю- 
щиеся плоскости являются нормальными плоскостями поверхности. 

Чтобы это провести, мы дадим, прежде всего, проективное опреде- 
ление того, что две плоскости в пространстве являются взаимно 
перпендикулярными. Рассматривая их следы на несобственной плоско- 
сти, мы получим: две плоскости мы называем взаимно перпендику- 
лярными, если названные следы являются сопряженными по отно- 
шению к абсолютному коническому сечению, т. е. если след одной 
плоскости проходит через полюс другой. 

Убедимся теперь в том, что это действительно имеет место в. соот- 
ветствующей точке поверхности для .соприкасающейся' и касательной 
плоскости. Очевидно, прямая пересечения обеих плоскостей будет 
изотропна, т. е. будет пересекать абсолютное коническое сечение. 
Так как это коническое сечение, по предыдущему, касается соприка- 
сающейся‘` плоскости как раз в точке пересечения, то следы обеих 
плоскостей на несобственной плоскости будут действительно сопря- 
женными отвосительно абсолютного конического сечения, т. е. обе 
плоскости взаимно перпендикулярны. Этим наше предложение доказано. 
В качестве примера возьмем наши прежние рассмотрения геодезических 
линий на поверхности второго порядка (см. $ 6). А 

В частности изотропные кривые на произвольной поверхности 
‘употребляются для определения угла $, под которым пересекаются 
на поверхности две. кривые. 

Именно, мы скажем, что 


1 
+=; 80, 


причем под ДУ понимается двойное отношение, которое определяет 
направления обеих кривых с направлениями изотропных кривых, выхо- 
дящих из их точки пересечения. 

На основании этого определения угла легко также понять, какая 
геометрическая картина получится при конформном отображении 
двух поверхностей друг на друга. Ведь задача конформного отобра- 
жения играет в применениях, в частности в теории функций, выдаю- 
щуюся роль, а именно при этом всегда идет речь о таких специальных 
отображениях, которые определяются какими-нибудь добавочными 
условиями. Разумеется здесь мы говорим только о конформных ото- 
бражениях вообще. Тогда имеет место следующий результат: две по- 
верхности в силу какого-нибудь (аналитического) точечного преобра- 
зования будут называться конформно отображенными друг на друга 
тогда и только тогда, когда при преобразовании“изотропные кривые 
одной поверхности переходят в изотропные кривые другой поверх- 
ности. Потому что, так как всякое преобразование, при надлежащих 
предположениях о регулярности в „бесконечно малом“, является линей- 
ным, то двойное отношение четырех направлений на первой поверх- 
ности при каждом точечном преобразовании превращается в двойное 
отношение четырех соответствующих направлений на другой. поверх- 
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ности; следовательно, угол © между двумя направлениями, который 
при привлечении изотропных кривых определяется как (1: 2112 РУ, 


при изложенном (необходимом И достаточном) условии остается не- 
изменным. 


как это бывает, например, при зеркальном отображении. То же самое 
можно сказать о проблеме конформного отображения. 

Что касается всего этого „псевдогеометрического“ способа выра- 
жения относительно наглядного представления мнимостей, то оно 0со- 
бенно развивалось Шалем и его школой приблизительно в 1860— 
1870 годах. В Германии этот способ выражения, по крайней мере 
в диференциальной геометрии, сначала пользовался очень малым успе- 
хом. Но недавно его начали охотно использовать, например, в учебнике 
по диференциальной геометрии Шефферса (одного из учеников Ли). 


В формулах конформное отображение поверхности выражается сле- 
дующим образом. Пусть 


ой и 7 , Й у 
и=С, 9=С, и и =С, 9 =С, 


— оба семейства изотропных кривых на каждой’ из отображаемых 
поверхностей, причем мы предполагаем, что нам удалось найти интег- 
ралы диференциальных уравнений именно в этой форме. Тогда, если 


мы положим 
и ==}, (и’),› 9=)(9’), 


то эти уравнения наиболее общим образом осуществят нам конформ- 
ное отображение, если {, означают аналитические функции. Потому 
что при и” == с01${ (или 9’ = сопз{) будет также и = сопз{ (или 9 = 
— с0134). С другой стороны, уравнения и ==1, (9"), о == (и”) также 
дают конформное отображение, только теперь оба семейства изотроп- 
ных кривых, сравнительно с предыдущим случаем, поменялись друг 
с другом местами. Если, в частности, мы хотим иметь действитель- 
ное конформное отображение двух действительных поверхностей 
друг на друга, то мы должны взять и их, и' и 9’ взаимно сопря- 
женными, а под }, и Г. понимать сопряженные функции. 

Этот, может быть, с первого взгляда необычный способ выражения 
в сущности нам известен уже на плоскости, в чем мы убедимся, если 
откинем здесь употребленный способ выражения. Пусть на обеих пло- 
скостях взяты прямоугольные координаты х, у соответственно х”’, у’; 
тогда: изотропные кривые на них будут определяться уравнениями: 


и=х--у=С, их НЫ =С,, 
9=х—й=С,, 9х — У =С.. 


$ 47. Теория минимальных поверхностей Ли. 


В качестве дополнительного доказательства полезности этого метода 
мы изложим в главных чертах теорию минимальных поверхностей Ли, 
которая полностью основывается на этих представлениях. Она изло- 
жена в томах 14, 15 Маш. Аппа!еп (1878, 79) и примыкает к старым 
формулам, которые были выведены Монжем в его работе АррИсаНот 
4е Гапа!узе а 1а двотеше 1) и Вейерштрассом в журнале ВегИшег Мо- 
па БенсШеп в 1866 г., если понимать эти формулы геометрически 
в только что указанном смысле. Ясно, что этим вносится совершенно 
новая струя в теорию минимальных поверхностей. Стоит только взгля- 
нуть на новые результаты, полученные Ли. 

Оставляя в стороне формулы Монжа, построенные сложнее, мы 
обратимся сейчас к следующим формулам Вейерштрасса: 


Х=9 [а — 5) 2" (5) -- 2$’ ($) — 22 ($)] = %® [2А ($)], 

у— % [1 (1-Р $2) 2" ($) — 215Е' (5) Е 2ЕЕ ($)] = [2В ($}], 

= [252" ($) —Р ()] —%[2С б)|, 
в которых Х, У, обозначают координаты отдельной точки поверх- 
ности, а \-— действительную часть функций, поставленных в скобки. 
Для них мы ввели целесообразные сокращенные обозначения. Функция 
Е ($) — произвольная аналитическая функция комплексного перемен- 
ного. 5 с Е” (5) = @Р : 4580. 

Ли вводит переменные х, у, 2, которые он полагает равными са- 

мим комплексным функциям, стоящим в скобках, следовательно, 


х=А($), у=В(5), 2==С($). 


Теперь должно быть 
х-Ну= (а); 


наряду с этим, если действительным значениям х, „У должны соответ- 


ствовать опять действительные значения Х’и У’ и наоборот, имеет 
место: 


х— = (и — 1. 

Это один тип соотношения. Другим типом будет: 
ху = — 1), 
х— (4). 

Эти формулы конформного отображения одной плоскости на другую 


хорошо известны из теории функций; они отличаются друг от друга 
тем, что в последнем случае имеет место еще изменение знака угла, 


для переменных х’, у’, 2": 
х’ — А’ ($’), у’ — В’ ($), 2’ м С’ (5’), 


—. у 
в которой $’ обозначает какое-нибудь комплексное переменное, а А’, 
В’, С’— функции, также составленные из какой-нибудь функции Р (5), 
как А, В, С ‘составлены из функции Р($). Формулы Вейерштрасса 


1) Имеется русский перевод: Монж Г. Приложение анализа к геометрии, 
ОНТИ; М. — Л. 1936. т 


о Прим. ред. 


К этому он присоединяет еще вторую аналогичную группу формул 
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приводят нас к тому, что мы всякий раз получаем минимальную 
поверхность, если положим Х=х-х’, У=у-у, В=а- г. 
Только тогда, когда получается действительная минимальная по- 
верхность, величины $ и $', Ай А’, Ви В', Си С’ должны быть 
взяты комплексно сопряженными. 

Следуя Ли, мы познакомимся ближе с геометрическим содержанием 
этого предложения. 

После простого вычисления мы получим формулы: 


ах = (1—5?) Е” ($) 4$, 
4у={(1 — 52) Е” (5) 45, 
42==2$Е" ($) 4$ 


и соответствующие формулы для 4х’, 4у’, 42’. Так как ах? -|- 4у?-- 
—- 42? =0 (соответственно 4х”? -|- 4у’?-- 42"? == 0), то мы имем резуль- 
тат: точка х, у, = (или х’, у’, г’) описывает первую или вторую 
изотропную кривую, если $ (или 5’) изменяется. Из обеих этих кри- 
вых составляется поверхность в силу уравнений: 


Х=А-А’ (5), У=В- В’ (5), 2=С®- С’). 

Теперь речь идет о значении этих уравнений. Ли заметил, что 
каждая такая группа формул для Х, У, 2 (независимо от специаль- 
ного вида функций А, В, С и т. д.) совершенно общим образом опре- 
деляет некоторую поверхность, которая двояким образом может 
быть образована путем передвигания некоторой кривой и поэтому 
называется поверхностью переноса или трансляционной поверх- 
ностью. 

Именно, если дать 5$’ некоторое постоянное значение, то мы уви- 
им, что первоначальная кривая 


х=А($), у=В($), 2=С($) 


на нашей поверхности окажется сдвинутой определенным образом па- 
раллельно самой себе, так как каждая из координат увеличивается на 
постоянную величину. Но если 5’ станет переменным, то прибавленные 
величины изменятся, т. е. кривая х, у, г будет определенным образом 
двигаться вдоль кривой х”, у’, 2’, т. е. будет транслироваться. С дру- 
той стороны, мы можем также кривую х”, у’, 2’ передвигать вдоль 
кривой х, у, 2; в обоих случаях, как легко видеть, приходят к одной 
и той же поверхности. 

Общие поверхности переноса (направляющие кривые которых 
отнюдь не обязаны быть изотропными) имеют то свойство, что 
в каждой из их точек обе соприкасающиеся касательные гармони- 
чески расположены к обеим образующим кривым. Это доказывается 
разложением 4Х, 4У, @Ё по степеням 4$, 45’. Отсюда как очевидное 
следствие получается, что в нашем случае, когда обе образующие 
являются изотропными, мы получим минимальную поверхность. В самом 
деле, соприкасающиеся касательные в произвольной точке поверхности 
будут расположены гармонически к изотропным кривым, следовательно, 
они взаимно перпендикулярны, а это, как известно, характеризует 
минимальные поверхности.. 
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Резюмируя: 

В качестве геометрического содержания формул Монжа и Вейер- 
штрасса получается, что минимальные поверхности являются част- 
ным случаем поверхности переноса, именно тем частным случаем, 
что одна изотропная кривая двигается по другой изотропной кривой. 

Вследствие только что обнаруженной тесной связи между изотроп- 
ными кривыми и минимальными поверхностями термин Ли „минималь- 
ные кривые“ (вместо „изотропные кривые“) получает теперь свое 
оправдание. 

Приблизительно одновременно с Ли Рибокур (А. ЕБаисош!) раз- 
вивает геометрическую теорию минимальных поверхностей в связи 
с известными исследованиями геометрии прямых линий, ВтихеЦе; Мёт. 
соишг, т. 44 (1880). 


8 48. Новейшие рассмотрения стереографической проекции 
и тетрациклических координат. 


Познакомимся еще ближе с стереографической проекцией сферы 
на плоскость, чтобы обобщить эти рассмотрения на случай большего 
числа измерений; именно, нашей целью является поставить их в связь 
с тетрациклическими точечными координатами на плоскости, как мы их 
определили в $ 11. 


Уравнение сферы в однородно написанных прямоугольных коорди- 
натах имеет вид: 
2 2 2 2 
ЖЕ х. —х, =0. 
Плоскость х, у мы возьмем в качестве плоскости проекции, а точку 


х=0, у=0, = =1 —в качестве центра проекции, причем х:у:2:1 = 
==5,:М0:^::Х.. Тогда имеют место формулы: 


р%: =Х, 

р%е = У, 
ж-у—1 

ох; = сень у 


21 11 
ра ЕЕ, 


которые аналитически представляют соответствие между точками сферы 
и плоскости. Вспомним теперь о том, что тетрациклические точечные 
координаты на плоскости мы ввели как величины, пропорциональные 
левым частям уравнений окружностей (которые также могли изобра- 
зить и прямые линии). 

Следовательно, наши последние формулы непосредственно показы- 
вают, что координаты х;, х., ху х, точки сферы как раз являются 
тетрациклическими координатами для соответствующих точек 
плоскости, причем эти координаты связаны уравнением сферы. 

Из какой-нибудь специальной системы тетрациклических координат 
получаются в виде линейных комбинаций общие координаты, между 
которыми опять-таки существует квадратичное уравнение ® (х,;) = 0. 


Вах. 709. — Клейн. 13 
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Если произвести такое же преобразование в пространстве, то оно будет 
означать, что сфера отнесена к новому координатному тетраэдру. 

Поэтому общие тетрациклические координаты х; некоторой 
точки плоскости мы будем рассматривать как однородные коор- 
динаты соответствующей точки сферы, причем тождество 
8(х, Хх» х» х)=0 является уравнением сферы в соответству- 
ющей системе координат. Поэтому введение тетрациклических коор- 
динат на плоскости позволяет рассматривать плоскость, как сте- 
реографический образ сферы, отнесенной к некоторому координат- 
ному тетраэдру. 

С помощью этой трактовки мы получим гораздо лучшее и более 
ясное представление о сущности тетрациклических координат и об 
основанных на них исследованиях, чем это было возможно до сих пор. 
Например, теперь будет совершенно ясно, почему бесконечно удален- 
ная область плоскости при употреблении тетрациклических коор- 
динат выступает как точка; это возможно потому, что при упо- 
треблении стереографической проекции бесконечно удаленная область 
соответствует одной единственной точке сферы, именно, центру 
проекции. 

Рассмотрим теперь в новом освещении менее простой предмет, 
именно, теорию конфокальных циклических кривых. Уравнение сферы 
мы будем представлять себе в виде 


У: 0. 


что разумеется возможно только при допущении мнимого преобразо- 


вания. Тогда ортогональная система циклических кривых плоскости дается 
уравнением: 


о 
га 


Ха 
а—^ ; 


Так как в пространстве это уравнение изображает семейство поверх- 
ностей второй степени, то конфокальные циклические кривые теперь 
являются кривыми пересечения нашей сферы с этим определенным 
семейством Р.. Чтобы определить это семейство геометрически, мы 
опять введем плоскостные координаты, т. е. координаты #11, Ш, из, и. 


и, соответственно, уравнение Ущх,=0, которое выражает соединен- 


ное положение точки и прямой. Тогда уравнение сферы перейдет 


|: Ми, == 0, в то время как семейство поверхностей будет даваться 
уравнением: : 


ха» и. =», (а; и) —^С0 и") = 0. 


Это семейство поверхностей второй степени содержит при Х == ос 
и ^=0 обе особые поверхности 


2 2 
Хш =0 и Эа: —0, 


из которых первая представляет нашу сферу; в остальном, как линей- 
ное семейство, оно определяется тем, что поверхности семейства 
огибаются некоторой общей описанной развертывающейся поверхно- 
стью. 


м 
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Мы получаем следующий результат: 

Наряду со сферой рассмотрим произвольную поверхность второго 
класса Ха — 0; построим для них общую описанную разверты- 
вающуюся поверхность и тогда отыщем все другие поверхности вто- 
рого класса, для которых эта развертывающаяся поверхность яв- 
ляется описанной. Они пересекают сферу по системе кривых, кото- 
рые, будучи стереографически спроектированы, дают конфокальные 
пиклические кривые плоскости. 

Ясно, что при подобном способе получения циклические кривые 
становятся для нас более доступными, чем раньше. 

Продолжим теперь в определенном направлении наши рассмотре- 
ния стереографической проекции сферы на плоскость. В тетрацикличе- 


Черт. 70. 


ских координатах окружности плоскости даются линейным уравнением 


а — 0: Так как в пространстве это уравнение представляет про- 


извольную плоскость, то мы имеем следующий простой результат, 
окружности плоскости соответствуют плоским сечениям сферы. 
Далее в качестве условия ортогонального пересечения двух окружностей 
Ха 0 Ух, =0 получается уравнение У аб; = 0. Перенося 
опять на пространство, получаем: окружности являются взаимно 
перпендикулярными, если оба плоских сечения сопряжены относи- 
тельно сферы. 

Что же означает инверсия на плоскости для сферы в простран- 
стве К.? Мы знаем, что две точки Ри Р’ на плоскости (черт. 69) 
соответствуют друг другу в силу преобразования посредством ‘обрат- 
ных радиусов относительно некоторой окружности, если окружности, 
проходящего через эти точки семейства, пересекают под прямым уг- 
лом основную окружность. 

Это соотношение позволяет нам сейчас же применить последнее 
предложение. Если обратить внимание на то, что пространственная 
прямая, соединяющая точки Ри Р’ (черт. 70)» перенесенные на сферу 
в силу стереографической проекции, представляется как сечение двух 
плоскостей, которые обе должны быть, сопряжены с сечением плоскости 
основного ‘круга, то получается новое предложение: 

„Два полюса, взаимные относительно некоторой окружности пло- 
скости, дают на сфере две точки, прямая соединения которых про- 
ходит через полюс М плоского сечения сферы, соответствующей 


13 - 


/ 
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заданной окружности плоскости. Следовательно, преобразование пло- 
скости посредством 'обратных радиусов дает на сфере простое пре- 
образование центрального проектирования из точки М. Ясно, что это 
представляет линейное преобразование координат х/, х., х., Х.. 


$ 49. Группа сродства кругов Мебиуса. 


Мы станем на еще более общую точку зрения, если будем говорить 
о проективной геометрии сферы. Проективная геометрия плоскости 
рассматривает, как мы знаем, все те свойства фигур, которые остаются 
неизменными при линейном преобразовании плоскости в себя. Эти 
преобразования, как совокупность тройничных подстановок, образуют 
многообразие с восемью существенными параметрами. В противополож- 
ность этому сфера переходит в себя, как мы уже раньше подсчитали, 
при проективных преобразованиях шестичленной группы пространства. 
Поэтому проективной геометрии плоскости мы противопоставляем 
проективную геометрию сферы, рассматривающую из всех свойств 
сферических фигур те, которые остаются неизменными при назван- 
ных коллинеациях сферы. 

В этой геометрии важнейшими элементами являются плоские сече- 
ния сферы и, в частности, ее изотропные образующие. Прежце всего, 
угол между двумя направлениями остается неизменным, так как он 
может быть определен проективно с помощью этих изотропных пря- 
мых. Проектируя стереографически сферу на плоскость, мы получим 
на плоскости шестичленную группу преобразований, которую мы назо- 
вем группой обратных радиусов, потому что она, наряду с обычными 
движениями и преобразованиями подобия плоскости, охватывает также 
все преобразования плоскости посредством обратных радиусов. 

В качестве аналога проективной геометрии на сфере мы полу- 
чаем, таким образом, некоторую геометрию плоскости, которую мы 
назовем геометрией обратных радиусов; в ней простейшими инва- 
риантными элементами являются окружности плоскости, ее изо- 
тропные прямые и угол между двумя направлениями. 

Эта геометрия обратных рэдиусов кладется в основу многих отделов 
математической физики, а особенно в основу теории функций, так 
ках действительные преобразования группы обратных радиусов даются 
общими формулами 


‚_ а2-В И а В В 
ЕЕ и РЕ (м0, 


причем под 2, 2 понимают комплексно сопряженные переменные, а под 
а, В, 1, 8 — комплексные коэфициенты. 

Эта геометрия обратных радиусов с точками, окружностями и уг- 
лами в качестве неизменных элементов становится здесь рядом с проек- 
тивной геометрией плоскости, рассматривающей в качестве элемен- 


тов точки и прямые линии. Ее считают, особенно в элементарных | 


учебниках, за „абсолютную геометрию“, т. е. за единственную геоме- 
трию, строящуюся на „сущности вещей“. В противоположность этому 
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следует особенно подчеркнуть, что обе названные плоские геометрии 
являются равноправными. 

Но с другой стороны, надо отметить, что геометрия обратных ра- 
диусов аналитически выражается как кватернарная теория инвариантов 
линейных подстановок при раз навсегда положенном в основу уравне- 
нии второй степени, в то время как проективная геометрия находит 
свое аналитическое выражение в тройничной линейной теории инва- 
риантов. 

Итак, обе геометрии ‘входят в состав общей линейной теории 
инвариантов, или, иначе, в состав проективной геометрии простран- 
ства достаточно большого числа измерений; вследствие этозо проек- 
тивная геометрия занимает здесь господствующее положение, если 
только мы ее не ограничим случаем плоскости. 


$ 50. Теорема Лиувилля о конформных отображениях пространства. 


Перейдем теперь к проведению соответствующих рассмотрений 
в пространстве высших размерностей, причем мы воспользуемся ана- 
логичными заключениями, которые имеют свое полное оправдание, так 
как им всегда соответствуют аналитические предложения. Представим 
себе, например, заданной сферу в пространстве четырех измерений. 
Спроектируем ее стереографически на трехмерное ‘точечное простран- 
ство. Рассматривая сферу в каких-нибудь пяти однородных координа- 
тах х, хо, Х., ХХ» мы увидим в них как раз те пентасферические 


‚координаты пространства Ю., которые мы ввели в $11 другим спо- 


собом. 
Вообще имеет место предложение: 
„Рассмотрение пространства п измерений в п-- 2 полисферических 


„координатах, связанных некоторым квадратичным условием, сво- 
’дится к тому, чтобы рассматривать пространство п измерений как 


стереографическую проекцию сферы в пространстве (п-- 1) измере- 
ний, которая со своей стороны проектируется в обычных однород- 
них координатх. 

Но при п--2 однородных переменных общая линейная подстановка 
содержит (п-- 2)? коэфициентов; с другой стороны, форма второй 
степени переменных обладает ( 


("--2) +3) 
2 


коэфициентами. Следовательно, разность обоих чисел 
(п 2) #1. ри 
2 


дает число измерений многообразия линейных преобразований, перево- 
дящих в себя каждую отдельную форму второй степени (с отличным 
от нуля определителем), которая в нашем случае выражает сферу 
пространства ^,,:. Поэтому число параметров, положенных в основу 
преобразований нашей сферы в случае проективной геометрии в про- 
странстве А„., или в случае геометрии обратных радиусов в простран 
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стве Ю, для п=2, 3, 4, равняется соответственно б6, 10, 15, вообще 
(п -- 1) (п-- 2) 
А 


В геометрии обратных радиусов особого внимания заслуживают 
прямолинейные образующие наших многомерных сфер, которые проек- 
тируютсая в пространстве Ю, как изотропные прямые. При всех наших 
преобразованиях прямолинейные образующие сферы должны непре- 
менно сохранять это свое свойство, т. е. оставаться прямолинейными 
образующими сферы и, следовательно, изотропные прямые простран- 
ства К, будут переходить опять в изотропные прямые. Вследствие 
этого все наши преобразования в пространстве и измерений являются 
конформными, т. е. они сохраняют углы. 

Теперь укажем на важное предложение, справедливое для п >. 3, 
но еще не имеющее места для п=2. Именно, если мы говорим о кон- 
формном отображении плоскости, то мы знаем, что наряду с линей- 
ными подстановками комплексных переменных 2 или 2, обладающих 
этим свойством, имеются еще другие преобразования, также сохраняю- 
щие углы. Мы о них еще недавно говорили. Если мы хотим говорить 
совершенно обще, то мы должны поставить рядом обе пары формул 


#=л@) 2/0), 
о" . — а). . 


Но если мы хотим ограничиться, как это делают в обычной теории 
функций, действительными преобразованиями, то } и /. мы должны 
взять сопряженными функциями и получим тогда только формулы: 


и=л (2), ==). 


В противоположность этому для п >. 3 имеет место предложение» 
что наряду с уже известными преобразованиями никаких других 
преобразований, сохраняющих углы, не имеется. 

Это предложение было установлено Лиувиллем; см. дополнения 
к книге Монжа АррИсаНоп$ 4е Гапа1]узе а 1а обошёШе, 1850 г. 

Попытаемся теперь выяснить это предложение геометрически. Огра- 
ничимся все же случаем пространства трех измерений (п ==3). Наше 
рассмотрение мы расчленим на отдельные предложения. : 

1. Если точечное преобразование должно быть конформным иана- 
литическим, то оно должно каждому изотропному направлению ставить 
в соответствие опять же изотропное направление. 

2. Каждая изотропная кривая переходит тогда в таковую же. 

3. Теперь мы должны обратить наше внимание на развертываю- 
щиеся поверхности, которые образуюг касательные  изотропных кри- 
вых. Каждая изотропная развертывающаяся поверхность также должна 
переходить опять в таковую же, потому что эти‘ поверхности отли- 
чаются от других поверхностей тем свойством, что несут на себе. 
только одно семейство изотропных кривых. 
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ЕАН ИЕ ЕЕ 


4. Рассмотрим теперь две соприкасающиеся изотропные Е ы 
им соответствующие поверхности касательных. Тогда они будут ке 
саться вдоль всего протяжения общей касательной, т. е. вдоль Из й 
тропной прямой. После преобразования они должны перейти опять На 
такие развертывающиеся поверхности, которые соприкасаются Е 
образующей. Отсюда следует: конформные отображения перемеш Е 
изотропные прямые между собой. Это более существенно, чем 

ое в пункте 2. 

а о откы сферы в пронстранстве К.. Среди всех прочих по- 
верхностей они характеризуются тем, что несут на себе два т 
изотропных прямых. Следовательно, по соображениям пункта ее 
сферы опять переходят в та а разумеется, плоскость р 
ивается как частный случай сферы. 
а, Так как отображение оно быть конформным, то ортогональ- 
ные сферы переходят‘ опять в о сферы. До сих пор наши 
смотрения происходили в пространстве /;. 

т я перь ыы перейдем к сфере пространства Ю.. Так как серы 
пространства А, возникаюг при проектировании плоских м а 
пространства Ю,, то, следовательно, нам надо отыскивать точечные 
преобразования этих сфер в себя, при которых каждое плоское сече- 
ние переходит опять в плоское сечение и, в частности, сопряженные 
плоскости в силу 6 переходят опять в сопряженные. 

8. Рассмотрим на мгновение, ради простоты, соответствующее пре- 
образование сферы пространства Юз в себя. Все плоскости, сопряжен- 
ные относительно этой сферы с некоторой фиксированной плоскостью, 
проходят через определенную точку пространства (полюс фиксирован- 
ной плоскости). Следовательно, речь идет о плоскостном преобразова- 
нии пространства, при котором все точки переходят в точки. 

9. Аналогичное заключение мы сделаем теперь также о преобразо- 
вании всего пространства Ю,, при котором каждая плоскость перехо- 
дит в плоскость, каждая точка — в точку. 

10. Но преобразование с подобным свойством необходимо является 
коллинеацией. Чтобы это доказать, нам только надо рассматривать 
прямую линию, как пересечение двух плоскостей. Но коллинеация 


° согласно построения сети Мебиуса, всегда является линейным преоб- 


разованием. р 

Поэтому мы получаем результат: 

Каждое конформное точечное преобразование пространства К. 
дается таким линейным преобразованием пространства КЮ, при ко- 
тором переходит сама в себя сфера пространства Ю,, на о 
мы стереографически спроектировали пространство Ю.. Таким т 
разом получается десятичленная группа конформных преобразованш } 
как мы и указали в начале. 

Теперь особенно интересно выяснить, почему это доказательство 
теряет свою силу при и==2. Легко видеть, что первые четыре пункта 
переносятся без труда, но пятый пункт для двух измерений отпадает, 
потому что для сферы не имеется на плоскости никакого соответ- 
ствующего образа с такой же характеристикой. С другой стороны, это 
доказательство тем более имеет силу для высших размерностей. На 
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плоскости геометрию, о которой идет речь, мы назвали геометрией 
обратных радиусов. При трех и большем числе измерений на основа- 
нии проведенного доказательства нашу геометрию полисферических 
координат можно назвать прямо конформной геометрией — выражение, 
перенос которого на два измерения разумеется не допустим. 

Укажем еще вкратце второе доказательство теоремы Лиувилля в про- 
странстве Ю., целиком проводимое в действительной области с помо- 
щью предложения Дюпена о тройной ортогональной системе ($ 1, 3), 
сохраняющейся при конформных отображениях; мы видим, что каждое 
такое отображение должно также сохранять линии кривизны, а вместе 
с тем и сферы как единственные поверхности с неопределенными 
линиями кривизны. Но в этом и заключается существенное содержание 
предложения Лиувилля. 


$ 51. Принцип перенесения Гессе. 


Разберем теперь в более общем виде мысль, положенную в основу 
последних рассмотрений, спросив себя: насколько привлечение высшего 
пространства может доставить лучшее представление о геометри- 
ческих соотношениях в низших пространствах? Ответим на этот 
вопрос по трем направлениям на примерах. Прежде всего мы будем 
говорить о рассмотрениях, которые относятся к парам точек, к трой- 
кам точек, короче, к множествам п точек прямой, к которым приво- 
дит бинарная теория инвариантов. Мы увидим, что при этом окажется 
полезным рассматривать прямую линию, как проекцию кривой п-го 
порядка в пространстве Ю,. Второй пример ($ 52) будет относиться 
к тёории „конфигураций“ на плоскости. Под ними мы понимаем гео- 
метрические образы из точек и прямых, облалающие определенными 
специальными свойствами в их расположении. Наконец, в $ 53 мы бро- 
сим взгляд на графическую статику, в которой известные взаимные 
фигуры могут быть представлены как проекции пространственных по- 
лиэдров при нуль-системе. Перейдем к первому пункту. 

В качестве литературы особенно следует указать на статью Гессе 
в журнале Крелля, т. 66 (1866), озаглавленную. „О принципе перене- 
сения“ (Нез$е, ОБег еш ОЪегтавипя$рИ!п71р), в которой развивается 
указанная мысль для п =2; общее представление (для произволь- 
ного п) имеется у Мейера в его книге ‘„Аполярность и рациональные 
кривые“ (Ртап2 Меует, Аро!а|! ипа гтаНопа!е Китуеп, 1883). | 

Прием Гессе заключается в следующем: пусть отношение ^, : А. 
означает абсциссы точек на прямой. Уравнение /, (\,, А) =0, если Г» 
является формой п-й степени, выражает п точек на ней, которые 
могут быть как действительными, так и мнимыми. Особенно с подоб- 
ными группами точек приходится иметь дело, если изучают бинарные 
формы: 


0» = ар, +... 9. 


Далее, существенная мысль дальнейших исследований заключается 
в том, что оперируют в пространстве п измерений и рассматривают 


ПРИНЦИП ' ПЕРЕНЕСЕНИЯ ГЕССА ПЖ, 


в нем точки пространства, координаты ^; которых пропорциональны 
различным степеням отношения А: №: 


рх, —= ^, ? 

—1 83 
ох, — . ^, › (*} 
АИС т . 

0% == №. 


Легко видеть, что если точка Х пробегает всю прямую, то точка х; 
описывает в пространстве А, определенную кривую п-го порядка. 
Так как она выражается рационально через параметры Х,:№, то ее 
называют рациональной кривой или специальным термином "нориири- 
вая пространства К„“. Следовательно, рациональная кривая й 
‘порядка является образом прямой линии. Таким приемом Гессе отобра- 
мер, прямую на коническое сечение. 
я ны ам }==0, то это приведет нас к нЕ 
ах 6х ...--9х. =0, которое в пространстве К». 1 
плоскость. Поэтому всякое множество п точек прямой т 
сечением нашей норм-кривой с некоторой плоскостью пространства К»- 
Если же заниматься теорией бинарных форм в теории инвариантов, 
то приходится рассматривать все подстановки следующего типа: 


! 
о =,» 
‚ (8—0). 
№ = 4,8, | 


Они представляют трехчленную груплу, а именно, совокупность линей- 
ных преобразований прямой линии в себя. Тогда при изучении форм Л» 
приходится’ отыскивать как раз все те свойства точечного мно- 
жества }„=0, которые остаются ‚ инвариантными при произволь- 
ных линейных преобразованиях этой трехпараметрической группы. 

Далее получается простое перенесение этих линейных прот 
ний на норм-кривую пространства Ю„. Пусть новая точка норм-криво 
задана посредством: 


г т 
„ = 
' п—1\, 
р, = Жо Ь 
' 'Ъ 
РЖ ^, } 


Вместо величин х и № мы можем подставить их выражения из формул 
подстановки и затем развернуть выражения в скобках. Так получится, 
например, 


6%, а А (| (ЕР) —= = (ах, па" Вх, ... --8х,), 


/ 
если, кроме того, ввести старые переменные х:- Мы видим, что Ху 
сделалось линейной формой х;. 
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То же самое имеет место для всех других га Следовательно, 
трехчленной группе линейных преобразований прямой соответствует 
зпрехчленная группа коллинеаций пространства Ю„, при которых наша 
норм-кривая переходит в себя при условии перестановки ее точек. 

Это само по себе является замечательным результатом, так как эти 
группы коллинеаций являются чрезвычайно важными в теории групп. 
“Следовательно, не только на плоскости существует трехчленная группа 
линейных преобразований, переводящих коническое сечение в себя, 
что мы знали уже и раньше, но также и в пространстве существует 
трехпараметрическая группа относительно С, и т. д. Для случая 
п.=2 Ли называет эти группы вообще группами конических сечений. 

Теперь уже можно бросить общий взгляд на то, какой вид примут 
дальнейшие более подробные рассмотрения. Теоретико-инвариантное 
или проективное изучение точечных множеств },=0 на прямой 
линии сводится теперь к тому, что изучаются проективные со- 


отношения, устанавливающиеся между норм-кривой и пересекающей 
плоскостью '). 


$ 52. Плоские конфигурации. 


Перейдем теперь ко второму указанному нами пункту. Рассматри- 
ваемая здесь мысль была высказана уже в 1846 г. Кели в журнале 
Крелля, т. 31 (Сау1еу, Зиг аце!дие$ #Н6огетез 4е 1а хбошёе 4е ‘роз1- 
#01) и с тех. пор неоднократно затрагивалась например Веронезе 
в Ма. Аппа]еп, т. 19, 1881 (Уегопезе, Рип2р 4ез Ргойегеп$ ипа 
Зсвпе!4епз) ?). 

Уясним‘ себе эти вещи на специальной фигуре, которая постоянно 
рассматривается в синтетической геометрии (теорема Дезарга). Эта 
‘фигура, говоря кратко, дается двумя перспективно расположенными 
на плоскости треугольниками. Пусть О центр перспективы и [М ее 
©сь (см. черт. 71). Проведем через точку О`три проективных луча и 
на одном из них, так как мы имеем в распоряжении еще один пара- 
метр, поставим в соответствие точке д некоторую произвольную 
точку а’. Теперь вычертим первый треугольник с вершинами а, 6, с 
на трех проекционных лучах. Так как «, В, 1, точки пересечения сто- 
рон треугольника с осью перспективы, остаются при перспективе не- 
изменными, то легко найти, как это показывает чертеж, соответствую- 
щий треугольник а’6’с’,. который получается при перспективе из 


1) Ср. также А. Сошезза, Ма. Аппа!еп 89, 90 (1923). Обобщение формул (*) 
на стр. 201 дают, например, следующие формулы: 


РА = М, ро ==), рхз == 18, 

4 = №53, 9х5 = За, Ав = мА. 
Таким образом получают параметрическое представление поверхности в про- 
странстве Аз с характеристическим свойством содержать двупараметрическое 
семейство конических сечений. Эту поверхность рассматривали: Кели (1868), 
Веронезе (1883—84) Асса4епиа Тлпсе! 19 (3) и Сегре (1885) А+ Тонпо 20; ее 
называют поверхностью Веронезе. См. например Е. Веций, Сеоше{на рго]е{Нуа 
„ЧерИ 1регзра21, Меззта 1923; имеется немецкий перевод (А. Пизспек) Вена 1924. 


2) Дальнейшую, литературу см. в энциклопедии: Е. З+етИ, КопйригаНопеп 
Чег рго]екНуеп’ беоте{е. Еп2укора@е ПЬ 1, 1, 5а. 


ВЗАИМНЫЕ ПЛАНЫ СИЛ ГРАФИЧЕСКОЙ СТАТИКИ оо 
КО О ие ятенИЕ 


а Вы 


нашего треугольника абс. Если мы рассмотрим всю фигуру, то 
О: из двух перспективных треугольников, г ны 
штрихованных, мы пришли к фигуре, состоящей из т ия 
десяти прямых, в которой всегда три точки лежат` на 
мой, а три прямые проходят через одну точку. а 
Внимательное рассмотрение фигуры показывает, чо т. и 
быть получена из двух перспективных треугольников м 
только, а десятью способами. Чтобы показать это нь те 
привлечем, следуя Кели, пространственное мои ый а 
простейшим образом доказывает это и все подо нее ни Е 
о полученной фигуре, заметив, что наша фигура явл а 
сечением очень простой пространственной фигуры, именно, ‚уры, 
состоящей из пяти про- 
извольных точек (из ко- 
торых никакие четыре 
не лежат в одной пло- 
скости), десяти  соеди- 
няющих их прямых ий 
десяти соединяющих их 
плоскостей. 
Действительно, эта 
пространственная фигу- 
ра легко может быть 
получена из нашей пло- 
ской фигуры. Возьмем Черт. 71. 
тве две про- 
о О у Е, лежащие на одной прямой с о 
Проведем лучи из точки р к точкам а, В, с, а из точки, г 
бо" ий аи Еа’, Оби ЕЁ’, Оси Ес будут со 
кам а’, 6’, с’. Тогда пары луче х уу о 
ответственно пересекаться в трех дальнейших точках прос р 
А, В, С. Таким образом мы получаем пять пространственных о 
А. В, С.Б Е: И, как. это ясно из рассмотрения пространст И 
фигуры, десять точек и десять прямых нашей плоской конфигур ии 
действительно являются сечением нашей плоскости с ие р ы 
и десятью плоскостями, ссединяющими названные точки А, В, С, т С 
Точка О нашей фигуры получается тогда как пересечение р 
ОЕ и поэтому ничем не выделяется среди других точек ре. ее 
‚ Следовательно, если возможно, исходя из точки О, раса Е. 
фигуру в качестве образа двух перспективных треуголь ее 
без дальнейших рассуждений можно ‘утверждать, что й 
возможности имеются для каждой из девяти других точек. 


$ 53. Взаимные планы сил графической статики. 


Как же обстоит дело с ‘нашим третьим примером, НО 
к графической статике? `В графической статике А т 
называемые „фермы“, т. е., например, жесткие плоские систе! .. ы- 
стоящие из отдельных стержней, один из простейших случаев котор 
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И 


изображен на черт. 72. Если мы имеем в этой системе п узловых 
точек, то эти узлы будут определяться 2 координатами. 

Если, теперь, подобная система может двигаться только как целое 
в своей плоскости, следовательно, имеет только три степени свободы, 
то очевидно, что координаты должны быть связаны я — 3 условиями. 
Это означает, что для определения фермы необходима наличность 
2п— 3 ребер или стержней. 

Если, сверх того, булут введены еще другие стержни, то ферма, 
вообще говоря, будет „переопределена“. Едва ли нужно указывать 
на то, что система может быть еще неопределенной с более чем 
2п—3 стержнями в том случае, если в одной части введено больше 
стержней, чем это необходимо, а в другой, наоборот, менее. Но в та- 
кие подробности, которые легко трак- 
товать строго математически, мы здесь 
входить не можем. 

Теперь предположим, что к неко- 
торым узловым точкам в нашей пло- 
скости приложены силы. В нашей твер- 
дой системе они должны все вместе 
находиться в равновесии, т. е. они 
должны удовлетворять трем хорошо 
известным уравнениям. Возникает во- 
прос, какие напряжения будут наблюдаться в отдельных стержнях 
системы? Вводя напряжения, как неизвестные (причем мы будем 
различать с помощью знаков, будет ли соответствующий стер- 
жень претерпевать сжатие или растяжение), мы получим, как легко 
видеть, как раз 2и—3 уравнения для 9и—3 неизвестных напря- 
жений. 

В высшей степени интересно познакомиться с различием точек 
зрения чистой и прикладной математики на эту систему уравнений. 
В то время как теоретики удовольствуются указанием на то, как, не- 
известные могут быть выражены с помощью определителей, практики 
имеют перед собой гораздо более затруднительную задачу — вычислить 
в каждом данном случае неизвестные численно. И ясно, что здесь, 
как только 2п—3 является достаточно большим, общее вычисление не 
может быть проведено. 

Поэтому для практики требуется наличие метода, позволяю- 
щего удобно разрешить численно эти 9п— 3 ‘уравнений. Разумеется 
эта система уравнений зависит от устройства нашей фермы. Например, 
во многих случаях вычисление неизвестных можно вести таким обра- 
зом, что всегда друг за другом вычисляются только три неизвестных 
из трех линейных уравнений (способ Риттера). 

Но, кроме того, на практике привыкли вместо вычисления эти на- 
пряжения отыскивать с помощью чертежа. Таким образом возникла 
особая ветвь графической статики. Поэтому ее можно рассматривать 
прямо как учение о графическом решении 2и —3 линейных уравнений 
со столькими же неизвестными, в частности, как учение о тех упро- 


щениях, которые дает графическое решение в зависимости от устрой- 
ства системы линейных уравнений. 


Черт. 72. 


5 
ВЗАИМНЫЕ ПЛАНЫ СИЛ ГРАФИЧЕСКОЙ СТАТИКИ 20 
ОЙ АЕ Е 


Этот метод прежде всего появился у Максвелла ее 
в 1864 году в РИЦозор са! Маражпе и в 1870 году т ин 
ТтапзасНоп$. Позднее этим занимались многие техники, так а 
ческих высших школах появились специальные а Е. 
Из литературы назовем особенно книгу Кульмана. и, 166) 
ской статики“ (Си1тапп, ГертБисв 4ег Баре а, и с 
так же как и а т а те 
17ите гесртосне пейа за х 
и в в г. 1). 9 работа Кремона а и 
по причине исключительно элегантного изложения. е. ее Е 
во французском переводе с В к Савиотти (. , 
щими большого внимания. 
рн Ко основывается на применении а 
чего, конечно, общая задача графической статики не мог о: 
решена. Действительно, с помощью нуль-системы р 
строить напряжения для определенных простых случаев фр ; а 
Для этого плоскость нашей фермы выбирают в те а 
скости и затем пишут ес п к 
тобы ее ось стала осью 2: (ху — —2) = 0. } 
Е пространстве задан ии Е и не 
бер и граней. Спроектируем Е 
м: г у. Эту „нормальную, проекцию“ И т 
лиэлра называют и/л0ской И и в Е м 
кже и в ней. Построим - й 
аиный о Мы знаем, что каждой вершине и т 
вать грань, каждой грани — вершина, каждому ре о и. 
Таким образом из и о м ето а 
напротив, — октаэдр. Взаимный поли р 
‚на плоскость х, у и назовем эту нормальную пр 
ной диаграммой по отношению к прежней. Тогда т 
первой диаграммы будет соответствовать ребро НР и 
Ребра, сходящиеся в одной вершине первой оцагра : И 
охватывать некоторую грань во второй диаграмме, 
Е ‘утверждаем, что соответствующие друг ор ие . О 
диаграммах являются друг другу параллельными. у а 
с ‚вершинами (х, у) и (%., у,) на первом чертеже; э р. Г 
являются проекциями пространственных точек (х, У, 2) нь 
Вершине (х, у, 2) соответствует плоскость (ху — х Ща т ти 
а ‚(5 и 21) ее ве т Е и 
т Ре = , › 
о Обе эти плоскости пересекаются . и 
ствующему ребру взаимного полиэдра, проекция м ера и 
плоскость х, у легко получается, путем исключения = 
следних уравнений, в виде нового уравнения: 


(иж) уф) (2—2) =0. 


1) Г.. Стешопа, Ореге майешайсНе 1—3 (МИапо 1914—1917), том 3, стр. 336. 


1 
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Напротив, первоначальная линия соединения точек (х, у) и (ху!) 
дается уравнением: 


(му — (фу) м Гу— ху’) =0. 


Из обоих последних уравнений ясна справедливость нашего утвержде- 
ния о том, что два взаимных ребра плоскости х, у параллельны друг 
другу. Следовательно, каждый раз, когда три ребра сходятся в од- 
ной вершине первой фигуры, соответствующие три параллельные 
ребра ограничивают некоторую грань второй фигуры, и наоборот. 

Эти соотношения могут быть наглядно представлены с помощью 
диаграммы тетраэдра и его взаимного тетраэдра в их расположении 
друг к другу (черт. 73). 

Известно, что п (например, три) сил, приложенных в одной точке, 
находятся в равновесии, если из изображающих их отрезков можно 
построить замкнутый многоугольник (треугольник), стороны которого 

: равны и с одинаковой 
ориентацией параллельны 
названным отрезкам. Это 
и есть так называемая 
теорема о силовом много- 
угольника. 

Поэтому, если мы 
теперь заставим дей- 
ствовать напряжения 
вдоль ребер первой диа- 
граммы (1), которые по 


своей величине даны дли- 
нами соответствующих ребер второй диаграммы (П), тогда наша 


первая диаграмма под влиянием этих напряжений будет находиться 
в равновесии. Ибо силы, приложенные к отдельной вершине первой 
диаграммы, находятся все в равновесии, так как соответствующие 
отрезки во второй диаграмме образуют замкнутый многоугольник. 

Следует только всегда принимать во внимание знаки напряжений, 
т. е. направление отрезков на черт. 73, П, что, однако, не предста- 
вляет никаких затруднений. 

Диаграмма [| в нашем примере является переопределенной фермой;. 
мы можем, например} ребро @& удалить и направление в нем: заменить. 
внешними силами, приложенными к концевым точкам. Поэтому, если. 


Черт. 73. 


мы нашли для переопределенной фермы состояние собственного. на- ^ 


пряжения, при котором она находится в равновесии, то отсюда 
(при удалении нескольких стержней переопределенной фермы) выводят 
заключение о напряжениях равновесия в некоторой определенной 
ферме, на которую действуют определенные внешние силы. 

Это и есть способ взаимных диаграмм в графической статике, 
возникающий из нуль-системы. Как этот метод примейяется к отдель- 
ным определенным примерам, мы, конечно, здесь подробнее рассматри- 
вать не можем. В качестве нового учебника по этой ветви статики 
следует назвать „Лекции по графической статике“ Шура (Е. спит, 
УоПезипреп @Бег этарЬзсве З4аНк, Лейпциг, 1915). } 
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Вся эта теория дает нам здесь только пример того, что иногда 
фигуры на плоскости лучше изучать, если рассматривать их как про- 
екции пространственной фигуры. 

До сих пор мы говорили о линейных точечных преобразованиях 
и рассматривали, как с. их помощью различные образы могут быть. 
переведены друг в друга; далее мы говорили 0 „линейной теории 
инвариантов“, задачей которой является нахождение таких свойств, 
которые остаются неизменными при линейных подстановках. Таким же 
образом мы обратимся теперь к общим отображениям. 


$ 54. Общие аналитические точечные преобразования. 
Рассмотрим теперь отображения, заданные формулами: 
Хх =0(х, у, 2), 
у = (х, у, =), 
ее =-Х (у, 2). 


Функции ©, 4, у будем предполагать аналитическими функциями, 
которые в рассматриваемой части пространства являются регуляр- 
ными. Позднее мы будем, в частности, рассматривать алгебраические. 
и рациональные подстановки и тогда, разумеется, не будем ограничи- 
ваться частью пространства, а будем рассматривать преобразование 
всего пространства. Диференцируя наши формулы, получим следующие 
уравнения: 


д д д 
ах! => ах ое 9 42, 


‚_ 4% 06| 0 
9%. 


А _9% 9%. - 
4’ =-- ах-- бу ау-- 5: 4г. | 


Если точку х, у, = рассматривать как неподвижную и наше внимание 
направить на постоянные направлений 4х, 4у, 42, то мы увидим, что 
эти последние претерпевают линейную подстановку. Это предложе- 
ние мы уже формулировали раньше в следующем виде: в бесконечно, 
малом всякая аналитическая подстановка является линейной. Разу- 
меется, это предложение справедливо только при некоторых ограниче- 
ниях. Следует обратить внимание на ганг определителя подстановки, 
т. е. будет ли определитель подстановки последней системы уравнений 
отличен от нуля или не обращаются ли в нуль хотя бы один или 
несколько его первых миноров или вторых его миноров, или, наконец, 
по крайней мере сами элементы. В последнем случае, если все произ- 
водные обращаются в нуль, вообще, не имеет смысла обрывать раз- 
ложение в.ряд Тейлора на первых членах, но следует перейти к чле- 
нам высшего порядка. В этом случае предложение о линейном преоб- 
разовании в бесконечно малом теряет смысл. 

Определитель подстановки последних формул (элементами которого 
являются частные производные функций о, $, у) обыкновенно называют 
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функциональным определителем или определителем Якоби (якобиа- 
ном) функций о, %, Х и, как правило, мы будем рассматривать только 
такие точки, в которых этот функциональный определитель отличен 
от нуля. 

С помощью формул подстановок нашего общего вида для х', у’, 2’ 
можно очевидно в малом каждую (регулярную) поверхность превратить 
во всякую другую поверхность, точно так же, как всякую (регулярную) 
кривую — во всякую другую. Следует только надлежащим образом 
выбрать функции ©, $, у. Имеются ли такие образы, которые уже 
в малом имеют какие-нибудь инвариантные свойства при подобных 
общих подстановках? Достаточно только бросить один взгляд на дифе- 
ренциальные уравнения и диференциальные выражения, чтобы ответить 
утвердительно на этот вопрос. 

Простейшими диференциальными выражениями являются линейные 
диференциальные выражения, даваемые для случая п переменных Хх; 
формулой 


т 
х а, 


з которой А; могут быть произвольными функциями переменных х;. 
Подобное диференциальное выражение называют просто выраже- 
нием Пфаффа, потому ито приравненное нулю оно приводит к так 
называемой проблеме Пфаффа. 
В соответствии с этим уравнение 


71 
Ух, ах, =0 
1 


называют уравнением Пфаффа. 

Теперь направим наше внимание главным образом на то, какие 
свойства выражений Пфаффа остаются инвариантными при совокуп- 
ности точечных преобразований. } 

Мы тотчас хотим добавить, что второй очень важный пример дадут 
‘нам квадратичные диференциальные выражения 


Уаках,аху, 
1, 


в которых ал опять являются функциями х,. Они играют очень важную 
роль во многих областях математики, как, например, в теории кри- 
визны поверхностей, в неевклиповой геометрии и, наконец, в механике 
и в новейшей теории относительности Эйнштейна. Нам опять надо 
спросить себя: какие свойства подобных выражений остаются неизмен- 
ными при произвольных точечных преобразованиях? 

Чтобы говорить совершенно обще, мы получим таким образом выс- 
шую теорию инвариантов, в которой так же, как в обычной теории 
инвариантов линейных подстановок, мы можем различать коварианты, 
просто инварианты, контраварианты. Переменными, которые линейно 
преобразуются, являются теперь диференциалы 4х, Вследствие этого 
здесь в качестве ковариантов называют диференциальные выражения 


КЛАССИФИКАЦИЯ ВЫРАЖЕНИЙ ПФАФФА 209 


< одним или несколькими рядами переменных, например, 4х\, ах. ..., 
4х; 6х, 6х. ..., 6х, и т. д, которые при произвольном точечномн 
преобразовании находятся в неизменяющемся отношении к данному 
выражению. Напротив, инвариантами являются выражения, которые 
зависят только от самих переменных х; и обладают свойством 
инвариантности. Наконец, контравариантами являются выражения 
такого же свойства, в которые входят частные производные до: дх., 
9у: 0х; и т. 9. Именно таковые появляются вместо плоскостных коор- 


динат и, как это показывает сравнение с контравариантами обычной 
теории инвариантов. 


$ 55. Классификация выражений Пфаффа. 
Начнем с выражения Пфаффа 
1% 
Ух, ах;; 
1 


здесь очень легко можно образовать ковариант. Будем исходить ИЗ 


вариации 
8 (У, х,а.) = УУ о вх» -- У хаах, 


к которой мы присоединим другое уравнение, получающееся. путем 
перестановки операций 4 и 8: 


а (№ Ху и») = У Ч 
о 


Посредством вычитания обоих уравнений, если операции @ и 8 пере- 
становочны друг с другом !), мы получим 


8(х, ах) —а(У х, 3х) = > [2 Е] ах, дх,, 


ах,ах, -- У, Х:а5ж.. 


где 


Я 
[ и] М Я 9%; й 


> [2, &] ах; 8х, 


является ковариантом выражения Пфаффа; мы его будем называть 
„билинейным“, „косым“ ковариангом, так как, с одной стороны, дифе- 
ренциалы 4х; и 8х, фигурируют как независимые переменные, а с дру- 
гой стороны, для коэфициентов существует условие [6] =— [А, д. 
Его инвариантность следует непосредственно из того, что наше новое 
выражение получено из выражения Пфаффа посредством вариирования 


(диференцирования) и потому, что вариирование имеет свое значение 
‘независимо от системы координат. 


Это выражение 


1) Именно, х;, а сдедовательно, также и Х; можно рассматривать как 
функции двух переменных и, 9 и обозначать частную производную по и бук- 
вой 4, а частную производную по 9 буквой 8. НН 


Зак. 199. — Клейн. у 4. 
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На этом инварианте мы тотчас уясним себе, что никоим образом 
все выражения Пфаффа не могут быть переведены друг в друга посред- 
ством точечных преобразований; скорее между ними существуют инва- 
риантные различия. Пусть, например, Хх. 4х; является полным дифе- 
ренциалом &ЁР некоторой функции Р; тогда должно иметь место 


9х; _ ОХь 
дх & дх $ 


=0 


для всех комбинаций [, А; с другой стороны, это условие одновременно. 
является достаточным для того, чтобы заключить о наличии полного 
диференциала. Но для нашего коварианта это означает тождественное 
обращение его в нуль. Очевидно, это имеет место не всегда. В соот- 
ветствии с этим выражения Пфаффа распадаются в зависимости 
от обращения или необращения в нуль нашего коварианта на такие, 
которые являются полным диференциалом, и на такие, которые им 
не являются. 

Как же обстойт дело с дальнейшей классификацией выражений 
Пфаффа? Что касается общей теории, то следует назвать почти одно- 
временные работы Ли и Фробениуса (Етофепи$). Работа Ли находится 
вт. 2 норвежского архива математических и естественных наук (1877); 
работа Фробениуса находится в журнале Крелля, т. 82. Приведем без 
доказательства полученные там результаты в изложении Фробениуса. 
В этой работе выражение Пфаффа и его коварианты рассматриваются 
так, как будто бы диференциалы в них являются переменными, а их коэфи- 
циенты являются постоянными. Тогда поступают в точности так же, 
как если бы’ имели перед собой алгебраические формы. И ‘вопрос 
о том, когда два выражения Пфаффа могут быть с помощью точеч- 
ного преобразования переведены одно в другое, сводится к тому, что: 
изучают, когда косаябилинейная форма и линейная форма с постоян- 
ными коэфициентами могут быть переведены друг в друга с помощью: 
линейного преобразования переменных. 

Следовательно и здесь линейная теория инвариантов дает оконча- 
тельное решение. 

Этот алгебраический вопрос приводит нас к следующему критерию: 

Прежде всего образуют матрицу билинейной формы 


> 


0 [1.2] 1,31... п] 
[2,0 1[2,3]...[2, п] | 
[8.1]. [8. 210 


5 И СИ АСИ 


СО 


которую мы обозначим через А. Она является косой симметрической,. ’ 


так как симметричные относительно диагонали члены равны по абсо- 
лютной величине и противоположны по знаку, а диагональные члены 
равны нулю. Затем эту матрицу окаймляют коэфициентами Х., не нару- 


` 
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ммм 


шая ее кососимметрического характера. Таким образом получают вто- 
рую матрицу 


й 


Е 
ом 


С В ВСТО 


с 
а №. 40 


которую мы обозначим через В. Теперь речь будет итти о ранге этих 
матриц А и В. Именно, мы спросим себя, будет ли определитель 
тождественно равен нулю, и в случае утвердительного ответа, будут ли 
также все первые миноры обращаться тождественно в нуль и т. д.р 
При этом имеет место теорема теории определителей, что у косо- 
симметрической матрицы высший не обращающийся в нуль минор 
непременно будет четного порядка. Порядок высшего не обращающе- 


гося в нуль минора, т. е. ранг матрицы, мы обозначим теперь для’ 


матрицы А через 27, причем 27 < п. Тогда более подробное исследо- 
вание показывает, что ранг матрицы, В будет равен 9 или 27-2. 
Образуем теперь из этих обоих характеристических для А и В чисел 
среднее ‘арифметическое, которое будет равно 2г или 27-1. 

‚Оказывается, что выражение Пфаффа в своем отношении к точеч- 
ным преобразованиям полностью определяется посредством харак- 
тера 2г или 27-1, так что выражения с одним и тем же. харак- 
тером могут быть преобразованы друг в друга, но два выражения 
с различными характерами — никогда. 

Установим теперь для выражений Пфаффа определенного характера 

р. формы, именно, изберем для характера 9 нормальную 

орму 


2+1 42 ра -- 2», 4=,, . 


а. для характера 2г--1 нормальную форму 


4202,1 42, --...-Н2ь, 42, 


где, следовательно, фигурируют 2г и 2-1 переменных. 
Подробнее: 


Низшим характером, который вообще существует, является харак- 


тер 1; он дает нормальную форму 4>% и, следовательно, соответствует 
тому случаю, когда выражение Пфаффа является полным диференциа-`' 


лом. Затем идет характер 2; для него в качестве нормальной формы 
получается 2542. которая, будучи умножена на 1:2., переходит в форму 


‚предыдущего случая. Следовательно, характер 2 относится к тому слу- 


чаю, когда выражение Пфаффа с помощью надлежащего множителя 
может быть превращено в полный диференциал. Но это можно тотчас 
обобщить. . 

Характер 27 означает ввегда, что выражение Пфаффа с помощью 
надлежащего множителя может быть превращено в некоторое 


другое выражение Пфаффа, принадлежащее к характеру 2" — 1. 


©, 


) н . КУ >. й 14% 
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Если мы перейдем от выражения Пфаффа к уравнению Пфаффа, 
то прибавленный множитель не внесет никакого изменения: поэтому, 
если дело идет об уравнениях Пфаффа, то характеры 2г и 2—1 
дают одно и то же. 

Рассмотрим далее следующий пример. Напомним, что обычный 
линейный комплекс нуль-системы дается уравнением: 


ху —уУ-ЕА(г— 2’) =0. 


Вследствие этого уравнения каждой точке ставится в соответствие 
плоскость, содержащая эту точку. Теперь положим: х'’ = - ах, 
у’=у-Рау, 2’=г-Р 42, ограничиваясь окрестностью точки х, у, г. 
Тогда мы получим уравнение х4у— у4х—42==0 или, написав 
вместо х, у, 2 теперь х, х» Хз уравнение (— 5) 4х, | х! 1х — 
— 4х, =0. Это и есть, как мы уже заметили, уравнение Пфаффа. 
В нем коэфициенты — Х., х/, —№ соответствуют нашим прежним обо- 
значениям Х., Х., Х.. Образуем теперь для этого случая матрицы А 
и В. Тогда получим: : 
0 —20 


` 


и 
о 00 


Сам определитель равен нулю; но мы еще имеем миноры второго 
порядка; 
0 


2 


так что ранг равен двум. Напротив, определитель матрицы будет равен: 


Е, 
О 


0 —2 0 —4% 
2 0 0. м, 
0 0 0 А 
Нл —х, —№ 0 


18| = — 442, 


т. е. | В] отличен от нуля и, следовательно, ранг равен 2--2=—4, 
что согласуется с нашим прежним утверждением. Если мы составим 
из обоих значений среднее арифметическое, то получим, что левая 
‘часть нашего уравнения Пфаффа имеет характер три. Но отсюда сле- 
дует, что она может быть приведена к нормальной форме 42 -|- 25 21; 
действительно, это легко удается, если мы напишем 


а(— их, — Вх) Е 2:4» 


и затем 4(— хх. —х.), 2х, 4х. соответственно обозначим через 
42 25, аи. 

То, что мы здесь наглядно вицим для выражения Пфаффа с хара- 
ктером 3 в нуль-системе, к сожалению, не удается достигнуть 
таким же образом для уравнений Пфаффа с высшим характером 


* 
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в обычной точечной геометрии нашего пространства; для этой цели 
придется перейти в высшее пространство или в качестве элемента 
взять вместо точки высший образ. Позднее для этого представится 
случай. 


$ 56. Проблема Пфаффа. 


В чем же заключается проблема Пфаффа? Мы вилим в ней задачу 
интегрального исчисления, связанную с уравнением Пфаффа У, Хх, = 0. 
Геометрический смысл этого уравнения заключается в том, что каждой. 
точке пространства в силу этого уравнения ставится в соответствие 
плоскость, проходящая через эту точку. Дело идет о том, чтобы точки 
пространства таким образом объединить в определенные многообразия, 
кривые, поверхности и т. п., чтобы в каждой своей точке они касались 
соответствующей плоскости. В частности, проблема Пфаффа требует 
(если мы хотим сформулировать ее, охватив все случаи) определения 
многообразий высших размерностей, которые, обладая этим свой- 
ством, заполняют все п-мерное пространство. 

Сообщим теперь, сколь велика будет максимальная размерность этих 
искомых многообразий, которые мы назовем „интегральными много- 
образиями“. 

Максимальная размерность всегда равняется п—т как для 
четного характера 27, так и для нечетного хароктера 2—1. 
(Поэтому мы можем, например, в случае линейного комплекса 
трехмерного пространства требовать только одномерных много- 
образий, т. е. интегральных кривых.) 

Покажем теперь на нормальных формах выражений Пфаффа, что 
подобные интегральные многообразия действительно существуют, но 
ограничимся при этом случаем четного характера. Ведь случай нечет- 
ного характера 2—1 включается в предыдущий, так как выражение 
Пфаффа для 2г отличается от выражения Пфаффа для 2—1 только 
некоторым множителем. Рассмотрим уравнение: 


2,1Ч2,--.-. -- 2», 42, = 0. 
Оно дает различные серии интегральных многообразий, которые мы 
приведем по порялку. 
1. Будем исходить из уравнения /, (21, 25... 2,) =0, где  — про- 
извольная функция. Высшие переменные должны относиться между 
собой, как частные производные ];, т. е. 


д.0). ‚ А 


= : 2 оне: Фор. нее . 
7+1 7+2 2" 021 ° 022 92» 


Эти г Уравнений очевидно удовлетворяют уравнению Пфаффа. Они 
определяют в пространстве А, многообразие п — г измерений. 
2. Но можно также исходить из двух уравнений 
Л (21, 2%...) 2») = 0, 
ЛЬ @ь 25... 2,) 0, 


(в 07. 
Ра ба. Нда? 


и тогда положить 


-1т 
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т Х — новый произвольный па 
образ п—г измерений, удовлет 
интегральное многообразие. 


д. 
’ 


раметр. Эти уравнения также дают 
воряющий уравнению Пфаффа, т. е. 


можем притти, наконец, к г уравне- 


Е = 0; ; 
о ‚2„)=0: ен а. У (< 2.) = 
и тогда положить о. 


где ^, в,... опять обозначают параметры 


Следовате 
дьно, все интегральные многообразия размерности п— 
, 


р р 


только различн 
р о ориенти 
о переменных положенной в основу Вр Ноа формы о 


Новая работа, в кот 
з орой излагается : 
и ее рассматри 
5иг ие НЕ принадлежит Гурса и 
а е Че РЁаН, Париж 1922). См. также Картан (Е а 
› -ес0опз зиг 1е5 шуаНап шбетаих, Париж 1922) о 


р 3“ ? * 
р 


Свое начало 
она берет для слу 
а чая двух 
Гаусса (баизз, 0131$ пез и р 
Способ - введения а Бепега]ез сиса зирегНез сигуаз, 1827) 
тх ДИ > 
бот еее диференциальных выражений в этой 


м. Координаты по 
НЫМИ верхности Гаусс п 
функциям двух параметров и, 9; Е А 


& => (и, 9), 
У= (и, 9), 
Если мы об и 
образуем диференциалы 4х, ду, а 
2 и за 
квадрат элемента дуги перо: О По а 
2 74-2 
о 253 — ах -Е 4-Е 42? = Е 4? -- 2 Е аи 40-0 44°, 
де В, Р, С сокращенно обозначают: 


ГОА ГУ 8 
Е=(5.) (5. +(%), 
дх дх ду д 
Е— 9%.0% | ду. ду | 02 02 
ди 058 Е о 90 


а 


ВВЕДЕНИЕ КВАДРАТИЧНЫХ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ФОРМ ГАУ СОмМ ча 
ЗЕ Е ето 


ВНЕ ИНЕТЕ 


Следовательно, квадрат элемента дуги является квадратичной фор- 
мой диференциалов аи, 40. В действительном и регулярном. случае 
она будет положительно определенной. Диференциальное уравнение 
45? =0 определяет лежащие на поверхности изотропные линии. 

Сюда примыкают дальнейшие исследования в двух направлениях. 

а) Одну и ту же поверхность можно представить еще бесконечно 
многими другими способами с помощью двух параметров. Достаточно 
только положить и! =, (и, 9), 9; = (и, 9), а затем выразить коор- 
динаты Хх, у, 2 через новые параметры и, 9. При этом выражение 
для 45? перейдет в Е, аи" --2 Е, аи. 40-Е О, 49%. Возникает вопрос: 
что общего имеют обе эти формы для 45?? Другими словами: какие 
свойства 45? остаются инвариантными при подобном преобразовании? 
В частности, как можно увидеть, что две подобные квадратичные 
формы можно перевести друг в друга с помощью надлежащего. „точеч- 
ного преобразования“ и; =], ®\ ЕР 

Ь) Второе- направление исследований занимается вопросом, как 
много имеется поверхностей для одного и того же элемента дуги 45°. 
Такие поверхности называют изгибаемыми друг на друга; одна полу- 
чается из другой посредством простого изгибания. 

Следовательно, в то время, как в пункте а) поверхность остается 
неизменной, а параметры и, 9 преобразуются, в пункте Ь) выражение 
для элемента дуги остается неизменным, а поверхности изменяют свой 
вид посредством изгибания. Разумеется здесь мы особенно интересу- 
емся постановкой вопроса а). 

Инварианты и Коварианты, которыми обладает квадратичная, дифе- 
ренциальная форма Е 41? --2 Е аи 49-0 45? при произвольных пре- 
образованиях переменных и, 9, называют инвариантами и ковариан- 
тами изгибания, потому что они для всех поверхностей изгибания 
имеют то же самое значение, как ‘и для первоначальной поверхности. 

Результат работы Гаусса относительно постановки вопроса 
а) заключается в том, что Гаусс первый нашел важный инвариант 
изгибания, показав, что кривизна К = 1: р; р» может быть выражена 
через величины Е, Е, Ч и их производные первого и второго порядка 
по и, ч. 

Что это выражение действительно является инвариантом, следует 
при таком выводе непосредственно из того, что оно имеет свое гео- 
метрическое значение независимо от параметров #, 9. Если поверхность 
изгибается без растяжения, то, следовательно, кривизна К остается не- 
изменной для всех точек. Это обстоятельство легко можно представить 
себе наглядно на модели поверхности из бумаги или тонкой жести!). 

Как кривизна К выражается через Е, Е С и их производные, мы 
покажем позднее. Все же коротко следует указать на поверхности, имею- 
щие во всех своих точках одну и ту же кривизну. Оказывается, что 
все поверхности. одной и той же постоянной кривизны в малом 
изгибаемы друг на друга и что, в частности, всякая поверхность 


1) Об открытии ‘инвариантности кривизны К, так называемой „ТВеогета 
ертершт“, см. книгу Штеккеля, Гаусс как геометр (Р. $1аске!, С. Б: бац$$ 
а!5 Сеоте{ег, Лейпциг 1918). 


| 
| 
| 
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постоянной кривизны изгибаема сама на себя (с тремя степенями 
свободы), как мы это знаем о плоскостях и сферах, которые дают 
простейший пример подобных поверхностей. Само собой понятно, 


что постоянство кривизны является также необходимым условием для 
этого изгибания на себя. 


$ 58. Диференциаторы Бельтрами. 


Мы будем теперь говорить о простейших величинах изгибания, 
введенных в науку Бельтрами (Е. Ве!гапй род. в 1835 г. в Кремоне, 
умер в 1900 г. в Риме)!) в неоднократно цитированной работе: 
ЕсегсНе 41 апа!$1 аррИсайа аЦа беотеёа в С!огпа1е 4 Маештансве, 
т. 2, 3 (1864, 65); Ореге, 1, стр. 107. Об этих исследованиях по 
случаю выхода 1 тома Ма. Аппа]еп (1869) сам Бельтрами написал 
обзор „О теории кривизны“. 

Прежде всего Бельтрами устанавливает два контраварианта 
изгибания, которые он называет диференциальными параметрами 


(лучше сказать „диференциаторами“), т. е. выражения, в которые ' 


входят частные производные некоторой функции Ф (и, 9). В этом он 
следует Ламэ, который уже прежде рассматривал эти величины для 
случая трехмерного элемента дуги 4х? -- 4у?-|р 42?, как мы сейчас 
еще упомянем. 

Оба эти диференциатора Бельтрами, которые он обозначил через 
А.Ф и А.Ф, гле Ф — какая-нибудь функция параметров и; о, определяются 
следующим образом: 


ЕЕ $, 
Е ох 
а ›, Ф. 0 
А.Ф (и, 9) = р Е 
ОКЕ: 
и 
1 90 / СФ, — ЕФ 0 / ЕФ, — ЕФ, ` 
А.Ф (и, о Е (И == ( 54 | 
6:0) У ЕС Е? \0и \У ЕВ № "90 УЕ) 


При этом, например, Ф, обозначает ОФ: ди. Первое уравнение подчи- 
няется просто обозреваемому закону образования, в то время как вто- 
рое уравнение построено сложнее. Утверждается, что оба эти выра- 
жения Д; и Д, являются контравариантными, т. е. они имеют значение 
независимо от выбора параметров и, ч. 

Будем считать их инвариантность доказанной и спросим себя об их 
значении. Что касается А.Ф, то мы рассмотрим на поверхности систему 
кривых, определяемую условием Ф = сопз{. Если, затем, считать эту 
постоянную за один параметр, а длину дуги кривой за второй пара- 
метр вместо и и 9, то уравнение, определяющее А.Ф (и, 9), перейдет 
(после простого вычисления) в А.Ф =Ф), где под Ф, = 0Ф : ди пони- 
мается производная в направлении нормали кривой Ф = сопз{ на поверх- 
ности. 

Следовательно, первый диференциатор дает квадрат величины, 
которую называют „падением“ функции Ф в соответствующем месте. 


1) См.Е. Ве!+ гаш 1, Ореге тафетасНе, том, 1—3, Милан 1902—1911; некро- 
лог, написанный Кремоной в т. [. 
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Если положить А.Ф —1, то получим, в частности, такое семейство. 
кривых, которое всюду имеет „падение“, равное единице; такие кривые 
называют хривыми-параллелями, так как ведь две соседние кривые 
Ф=Си Ф=С-Н@С вдоль всего их протяжения имеют друг от друга 
постоянное расстояние &С. 

Не так просто значение диференциатора А.Ф. Поэтому мы не будем 
входить в подробности, а удовольствуемся следующим определенным 
предложением: А.Ф — 0 является диференциальным уравнением с част- 
ными производными потенциала функции на поверхности \). 

С помощью диференциальных параметров А.Ф и А.Ф Бельтрами 
овладел всей геометрией на кривых поверхностях, поскольку она зави- 
сит только от 45°, т. е. является общей всем поверхностям изгибания. 
Приведем несколько примеров. 

а) Предположим, что мы нашли решение уравнения А.Ф —= 1 с про- 
извольным параметром ), следовательно Ф (и, о; №). Дадим тогда пара- 
метру два бесконечно близкие значения \ и ^-|- 4 и рассмотрим оба 
семейства кривых Ф (\) =Си Ф(\-- 4^) =С-- 4С, отдельные кривые: 
которых, разумеется, бесконечно мало отличаются друг от друга. Если 
разложить Ф ()\-- 4\) = С-Н4С по степеням 4\ и оборвать ряд на 
члене с 4), то вместо только что приведенных получатся следующие 
два уравнения: Ф —=Си 5Ф:8\ =С, где С, обозначает новую посто- 
янную. Геометрическое место точек пересечения соответствующих 
кривых из обоих семейств Ф()) =С и Ф(\-- 4^) =С- @4С дается 
здесь последним уравнением ОФ: 0) = С. Мы утверждаем: этим гео- 
метрическим местом является геодезическая линия и посредством 
изменения обоих параметров \ и С, можно получить все достаточно. 
близкие геодезические поверхности. Разумеется, при этом предпола- 
гается, что Ф (и, 9; Х) содержит параметр Х не аддитивно, следова- 
тельно Ф не имеет вида Ф=Ф (и, о) 2()). 

Мы набросаем вкратце доказательство этого важного предложения, 
которое, в частности, находит свое применение в механике. 

Следовательно, надо показать, что кривые, удовлетворяющие урав- 
нению ХФ, (и, о, \) = сопзф являются геодезическими. Возьмем постоян- 
ное значение / и покажем, что кривые Ф, = 0Ф : д) — сопзЁ пересекают 
ортогонально семейство кривых-параллелей Ф — соп$ для того же 
самого значения Х. По предположению: 


ЕЕ $ 
Е ах 
Ф, ©, 0 
А, Ф (и, 9; №) = — ТЕ = 
[Е а 
а отсюда следует после частного диференцирования по ^ 
ЕЕ Ф). 
йа. 
бе А, (Ф, Ф,) —0. 
Е С 


1) См., например, Бляшк е, Диференциальная геометрия, том |, изд. ОНТИ, 
М.— Л. 1935, 58 79—81. | 
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Но значением этого инвариантного соотношения как раз и является 
‚ортогональность семейств кривых Ф — соп5ё и Ф, =соп$. Именно, 
инвариантность соотношения А, (Ф, Ф,) = сопз{ следует просто из того, 
что „смешанный диференциатор“ А, (Ф, Ф,) является полярным образо- 
ванием от А, (Ф). Если, далее, ввести на мгновение, например, орто- 
‘гональные параметры Ф, № вместо и, 9, то из нашего уравнения, если 
положить 45? = Е*4Ф? --‘*а?, следует: 


0 Фу 
о 0*Ф, |=0, 
190 


‘или Ф‚=0, или, наконец, Ф, = (1), в чем и заключается утверждае- 
мая ортогональность. В новых параметрах Ф, Ф инвариантное уравне- 
ние А.Ф =1 принимает вид Е*=1, т. е. наш элемент дуги имеет 
форму Гаусса 45? = 4Ф?-- @*4?, из которой параметрические линии 
1 — сопзё, или что то же, Ф (\) = сопзЪ определяются как геодезиче- 
ские линии. 

Б) Дальнейшее’ применение диференциаторов заключается в следую- 
щем: если на поверхности задана произвольная кривая, то. говорят 
-0 „геодезической кривизне“ в произвольной точке кривой. Под этим 
понимают обычную кривизну плоской кривой, которая получается 
< помощью ортогональной проекции кривой, лежащей на поверхности, 
на касательную плоскость в соответствующей точке. Для этой геоде- 
зической кривизны кривых Ф = сопзё Бельтрами получил: 


1 А.Ф | 
т Улх \\ ’УлФ 
В ней 
Е в 
0 
А, Ао 
ва 


‚обозначает опять „смешанный“ первый диференциатор, который возни- 
кает из первого путем полярного. образования. 

с) Далее, в качестве формулы для гауссовой кривизны в некоторой 
точке поверхности, получается ] 


К=3 (А 106 р), = о» 


‘где под р понимается геодезическое расстояние, измеренное от точки 
поверхности. 

Подобным образом овладевают с помощью диференциаторов раз- 
личными величинами, не изменяющимися при изгибании поверхности. 
`В самом деле, рассмотренные нами выражения остаются инвариантными 
при изгибании, так как они олределяются инвариантным образом. 
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. Перенесем теперь определение диференциаторов А, и АД. на случай 
олее высоких размерностей. Пусть вместо параметров и, 9 имеется 
п переменных х,. Тогда, если 


45? — Ъз а; ах; Ах 
$, К 


то А.Ф будет определяться так: 


9х 
г 
Со 


0Ф 
до — 9% ° | 
[аз 

т. е. в знаменателе этого выражения стоит определитель из коэфициен- 
тов нашей квадратичной формы, в то время как определитель, стоящий 
в числителе, получается из предыдущего путем окаймления частными 
производными функции Ф. Каким образом обобщается диференциатор Д 
мы здесь рассматривать не станем, так как формулы получаются 
слишком запутанными. Вместо этого мы сделаем некоторые. историче- 


й 


’ ские замечания. 


Прежде всего, упомянем о работе Ламэ „Криволинейные коорди- 
наты“, в которой исследуется обычное пространство с его прямыми 
в качестве геодезических линий. Ламэ вводит там произвольные кри- 
волинейные координаты, т. е. он полагает х = (и, 9, %), у=ф (и, ,%), 

==Х (и, 9, &), причем всюду предпочитает ортогональные координаты. 
Тогда квадрат элемента дуги 45? == 4х? -|- 4у?-- 42? превращается 
в некоторую квадратичную форму от 41, 49, 4. . Относительно нее 
Ламэ устанавливает диференциаторы А, и А.,. Исследования Ламэ поя- 
вились раньше исследований Бельтрами, но они менее общи, потому 
что его’ квадратичные формы по своему происхождению очень спе- 
циальны, именно посредством повторного введения х, у, = могут 
быть приведены к виду ах? - ау?-| 42?. Совершенно общее рассмо- 
трение с и переменными дал Бельтрами в 1868 г. в Мешоне 41 Во1о5па, 
2 серия, 8 том, в работе ЗиЙа {еопса сепега!е Че! рагатеёй @1НегепАаН; 
Ореге И, ‚стр. 74. 

При этом Бельтрами замечает, что таким образом обобщенная тео- 
рия совершенно непосредственно получается в механике, в так назы- 
ваемой теории Гамильтона. Что касается этой связи, то мы все же 
установим ее основные пункты с помощью некоторых предложений. 

Оказывается, что в обычных задачах механики центральное поло- 
жение занимает некоторая квадратичная форма от п переменных. При 
этом п означает число степеней свободы, которой обладает механиче- 
ская система. Если мы будем считать эту квадратичную форму за 
квадрат (45?) линейного элемента и-мерного пространства, то можно 
показать, что геодезические линии этого пространства являются обра- 
зом движения нашей механической системы, т. е. образом различных 
состояний, которые пробегает наша система в течение времени. Дифе- 


ренциальное уравнение с частными производными Д4.Ф = 1,-с помощью ` 


которого можно ранее указанным способом определить геодезические 


+ 
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линии, о которых идет речь, является как раз диференциальным урав- 
нением с частными производными, введенным в механику Гамильтоном. 
Приведем теперь еще некоторые сюда относящиеся формулы. Пусть 
91, 9, ..., 9» — общие или, как говорят в механике, „обобщенные“ ко- 
ординаты системы. Живая сила Т будет тогда равна 


У 
Т=» Са Я ,› 


т. е. квадратичной форме от производных 4; по времени. Предположим 
теперь для системы справедливость закона сохранения энергии, кото- 
рый мы возьмем в форме: кинетическая энергия -- потенциальная энер- 
гия = сопз% или в буквах: Т--О=й. Тогда квадратичная форма, 
которую мы истолковываем как 45°, примет следующий вид 5: 


45 =У— Сс 44, 44») = У (И й— Ось 44, 94»). 


Резюмируем наши последние рассмотрения. 

Теория квадратичных диференциальных форм, как это видно из 
прелыдущего, находит себе применение в трех областях: 

а) В теории инвариантов изгибания поверхностей. 

Ь) В теории криволинейных координат на плоскости и в простран- 
стве, как она употребляется в математической физике. 

с) В механике, которую при этом можно рассматривать как гео- 
метрию в л-мерном пространстве. 


5 59. Пространство Римана. 


Обратимся теперь к перенесению теории кривизны на многообра- 
зие п переменных. В этом направлении имеются две работы Римана 
(В. БЧетапи, 1826-66), которые были опубликованы только после 
его смерти. Эти работы стали в настоящее время особенно важными, 
так как они образуют геометрическую основу для теории относитель- 
ности Эйнштейна. 

а) Диссертация: „О гипотезах, лежащих в основе геометрии“ (Сез. 
\М/етке, № Х!!). Она была написана в 1854 г., а впервые опубликована 
в 1867 г. в СоНшеег АБпап@ипееп, т. 13 2). Здесь Риман дает только 
общие рассмотрения, но еще не приводит формул. 

5) Это исследование проведено затем в так называемой „Париж- 
ской работе на премию“, относящейся к 1861 г.; она имеется в Се$. 
\МТегке под № ХХИ, снабженная длинным комментарием Г. Вебера. 1858 г. 
Парижская академия выдвинула для разработки вопрос о теплопровод- 
ности. Риман показал, что при решении этой задачи приходится иметь 
дело с известными случаями квалратичных диференциальных форм от 
трех переменных и набросал общую теорию этих диференциальных 
форм. Но так как он дал результат без точного доказательства его 
вывода, то премии Парижский Факультет ему не присудил. 


1) Основы механики имеются, например‚в книге Уиттекера, Аналитиче- 
ская динамика, ОНТИ, М. — Л. 19837. 
2) Вновь переиздана с комментириями Г. Вейлем, Берлин 1919. 
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Чтобы показать, как Риман перенес гауссову кривизну на произ- 
вольные квадратичные диференциальные формы Жал. 4х; Ах» мы пре- 
жде всего скажем об известных диференциальных ковариантах, обра- 
зованных Риманом. Они являются функциями вгорой степени миноров 
(ах. 6х,—8х,4х,), где 4х и 8х обозначают два произвольных напра- 
вления, исходящих из некоторой точки пространства А. Напомним, 
что формы первой степени подобных определителей мы уже имели 


при рассмотрении линейных диференциальных выражений я, ахь т.е. 
в теории проблемы Пфаффа. Там мы образовали ковариант 


ах 0% 
№ т м дх; ) 4х; Чу» 


‚в котором выражение в скобках мы обозначили через [Е]. Но здесь 


оба члена [1, №] и [&, Й можно соединить, тогда мы получим форму: 
У [6 #| (4х; 8х, — 8х, ахь. 


Что означают геометрически миноры 4х,5х, — 8х, 4х? Прежде, в обыч- 
ном пространстве, мы образовали матрицу из однородных коорпинат 
двух точек х,, Х», Х» ХИ Уь, Уз Уз У. И ввели, в качестве коорди- 
нат их соединяющей прямой, миноры второго порядка; следуя Грас- 
сману, мы распространили этот метод на произвольные пространства. 
Здесь мы поступим аналогично. Пусть даны оба направления: 


ах, ах. -, Ч, и 6%, ВА: 0 


Линейным образом, их соединяющим, здесь является „пучок“ направ- 
лений, однородными координатами которого тогда. как раз и будут 
определители 4х;8х,—6х,4х,. Поэтому впредь мы будем называть 
(45) „координатами пучка“, а построенные из таких определителей 
коварианты „ковариантами пучка“. 

Прежде всего Риман строит два таких коварианта пучка к задан- 
ной квадратичной форме. Первый дается: 


В = У, аз, ах; ахь У, а.8%:65,— (0 ал, ах; 6%), 


или соответственно преобразовывая, чтобы выделить малые опреде- 
лители, 


В = > (а, али — и ар) (4х,8х, — 8х; ах;) (ахь8х, — вх, Ах). 


Чтобы составить второй ковариант, мы введем сначала следующие 
сокращенные обозначения: 


ИА дазд дан дазь 
Раш — 9% Е ху И 9 


ь 1 А 
[^, т] = 2 № (РижтРуп — РытРуа) =”. т 
у 


т о а ба 
Г Од т 0х0 ’Охькдм дх;д0хт ’ 
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где Д обозначает определитель |ал| из коэфициентов нашей квадратич- 
ной формы, А,,— минор, соответствующий элементу а,,. Тогда второй 
риманов ковариант пучка будет: 


1 ; ь 9 
А = — 5 ь [[№, 11] (43), (43), 


где (40) обозначает малый определитель из 4х и 8х. 
Наконец, в качестве аналога введенной Гауссом кривизны, Риман 


рассматривает частное обоих ковариантов А и В пучка К => . 


Посмотрим, что получится из выражения А:В для п=? В этом 
случае мы будем иметь только единственный определитель (45)15; А и В 
сводятся к одному члену, содержащему в качестве множителя квадрат 
этого (48),. Поэтому в их частном этот квадрат выпадает и выраже- 
ние А:В действительно сводится к чистому инварианту. Этот инва- 
риант, если сравнить формулы, как раз совпадает с формулой гаус- 
совой кривизны. 

Теперь интересно подробнее проследить, каким образом Риман 
образовал общую формулу меры кривизны. От точки х пространства А, 
проводятся два направления 4х и 0х, которые определяют плоский 
пучок направлений. Риман строит для каждого такого пучка двумерное 
многообразие, состоящее из геодезических линий, которые в своем 
первом элементе определяются направлениями пучка. При этом вообще 
сами геодезические линии определяются тем условием, что первая 


вариация интеграла [& должна обращаться для них в нуль. Риманова 


кривизна К, зависящая от координат пучка в нулевой степени (в числи- 
теле и в знаменателе во второй степени), является не чем иным, 
как гауссовой кривизной К, вычисленной в точке х для двумерного 
2еодезического многообразия, которое мы ввели. 

Ясно, что это К совершенно не зависит от системы координат. 
Действительные вычисления, приводящие к только что сформулирован- 
ному результату, являются, конечно, очень хлопотливыми. Позднее 
(стр. 326) мы рассмотрим новое направление, которое дал Леви-Чивита 
этой теории. 

Но мы еще здесь познакомимся с тем, какие специальные рассмотре- 
ния Риман связывал со своей формулой. Под многообразием постоян- 
ной кривизны понимают, следуя Риману, такое многообразие, для кото- 
рого выходящее в произвольном направлении из произвольной точки х 
пространства К, геодезическое иногообразце всегда имеет одну и ту же 
гауссову кривизну, для которого, следовательно, коварианты А и В 
являются пропорциональными. В это понятие многообразия постоян- 
ной кривизны включается, в частности, многообразие обращающейся 
в нуль кривизны. Примером его является обычное евклидово` простран- 
ство трех и большего числа измерений, где 45? можно придать вид: 


а = ах, аж... ах. 


Обратно можно ‘показать: коль скоро К=0, т. е. А является тожде- 
ственно нулем, то 45? можно всегда придать эту форму, так. что 
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в случае обращающейся в нуль кривизны, в малом мы всегда имеем, 
евклидово пространство. 

Дальше можно сказать, что многообразие постоянной меры кри- 
визны, вообще, в малом полностью определяется значением К, т. е.. 
что в этом случае посредством надлежащего выбора координат можно- 
линейному элементу придать такую форму, в которую кроме числовых. 
коэфициентов входит еще только значение К. Как поверхность посто- 
янной кривизны можно „сдвигать“ по самой ‘себе, так же, вообще.. 
можно „передвигать“ по себе без изменения метрических соотношений 
многообразие постоянной кривизны, в частности, евклидово простран- 
ство п измерений, т. е. многообразие, обращающейся в нуль меры 
кривизны, причем это „движение“ зависит еще от п(и-1):2 суще-- 
ственных параметров, так как общая точка и п попарно ортогональных 
направлений, проходящих через нее, могут быть переведены в. любое, 


наперед заданное, положение. Различие между случаями А =0и К-Е 0. ‹ 


совершенно аналогично различию между сферой и плоскостью, которые. 
также доставляют такую же возможность движений. Этим замечанием, 
мы примыкаем к лекциям Клейна по неевклидовой геометрии. 


$ 60. Дальнейшая литература 
о квадратичных диференциальных формах. 


Расскажем теперь о работах Кристоффеля и Липшитца, относящихся" 
к квадратичным диференциальным формам. Кристоффель опубликовал: 
свои исследования в журнале Крелля, т. 70 (1869), Липшитц в том же: 
журнале, т. 70, 71, 72, 74, 78. 

Кристоффель и Липшитц, разрабатываля в то время еще мало 
известные исследования Римана и, во-первых, подтвердили результаты 
Римана, а, во-вторых, прибавили от себя новые диференциаторы и пр. 
В частности, Кристоффель исследовал вопрос о том, когда две квадра- 
тичные диференциальные формы являются эквивалентными и нашел,. 
что это сводится к тому, чтобы исследовать эквивалентность известных 
алгебраических форм в смысле линейной теории инвариантов. Соответ-- 
ствующий результат мы уже упоминали в случае выражений Пфаффа. 
Из обойх примеров (выражений Пфаффа и квадратичных диференци- 
альных форм) следует, что в конце концов теория инвариантов: 
группы всех’ аналитических точенных преобразований опять-таки. 
сводится к задачам линейной теории инвариантов. , 

О новейшем дальнейшем развитии геометрических идей Римана см.. 
стр. 326 и след. ) ы 

Прибавим еще некоторые замечания к обычной теории поверхно-- 
стей. 

Мы положили: `х==Ф(и, 9), у=ф(и, 9). === (и, 9) и вычислили’ 
45° = Е аи? | 2Е 4иао-Р С 49?, где Е, Е, С сокращенно обозначают 
известные выражения. Е, Р, @ называют также фундаментальными 
величинами первого порядка теории поверхностей, так как они соста- 
в ены из первых производных. Все же рассмотрения диференциальной: 
формы 45? дают только некоторую часть из всей теории пэверх- 
ностей, именно совокупность. свойств, которые заданная повеэхность: 


й 
у 
У 
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имеет общими со всеми поверхностями, получаемыми из нее путем 
азгибания. 

Что же надо добавить, чтобы овладеть общей теорией, т: е. всеми 
свойствами отдельных поверхностей? В этом отношении уже. со вре- 


мен Гаусса привыкли ‘рассматривать фундаментальные величины второго 
порядка: : 


ОЕ ду 02 
ПА аж ТВ 0 Оба, 

т 08% ду д: 
о. дидо В Вне С дидо › 
и__ 0х д?у 022 
м См - 


А, В, С обозначают косинусы углов, образованных нормалью поверх- 
ности с координатными осями; следовательно: 


ду 02 _ ду 02 
ди д ду (и 
УЕ — Е? 


м аналогично для Ви С. 
Теперь образуем новую диференциальную форму: 


О аи? -- 20'’4ц 45 -- О" 4? = 42. 


Она оказывается равной (45:р)?, где р — радиус кривизны нормального 
сечения в точке поверхности и, 9, определяемой диференциалами 4, 4. 

Когда же 45 =0? Уравнение 45 —0 дает асимптотические кривые, 
так как для соответствующих направлений р = со. Можно было бы 
подумать, что 4 == 45:р будет также равно нулю и для 4$ =0, т. е. 
для изотропных кривых на поверхности, но это неверно, так как для 
них р также будет разно нулю, как это легко проверить. 

„Далее выяснилось, что посредством обоих дифференциальных форм 
45$? и 43? полностью определяется вид поверхности, при этом, однако, 
45° и 43? не могут быть взяты независимо друг от друга, а должны 
быть связаны диференциальными уравнениями Майнарди. и Кодацци. 

В этих фактах мы имеем основы, на которых строится большинство 
новых изложений теории поверхностей. В них более. или менее явно 
спрашивается о свойствах совместных диференциальных форм 45? и 43, 
остающихся неизменными при каких-либо точечных преобразованиях 
и, 9. С этой исходной точкой быть может связано то, что. в большин- 
стве этих книг на идеи Ли, которые мы здесь развиваем в первую 
очередь, обращается мало внимания; мы имеем в виду такие вещи, как 
отношение между геометрией прямых линий и геометрией сфер, обшую 
теорию преобразований прикосновения, не говоря уже о теории групп 
‘преобразований. 

В заключение можно еще отметить, что учение о квадратичных 
‚диференциальных выражениях находит своеобразное геометрическое 
применение в исследованиях Кенизса по геометрии прямых линий. 
См. Диссертацию Кенигса, 1882: Зшг1ез ргорНе $ 1иИпИзитаез 4е [’езрасе 
16516; далее, С. Коел! 55, Га гбошёне т6р16е её зез аррИсаНоцз, 


че 
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Париж 1895 г. Кенигс исходит из того, что бесконечно малый „момент“ 
двух соседних прямых Г, $, р, с иг-|- 47, $ 4$, р 4р, ‹-|- 4 (если 
пользоваться обычными неоднородными координатами Плюкера) дается 


выражением 
р } аг- 45 — @5 - ар 


1-Е из- $2 


и затем применяет к этому выражению общую теорию квадратичных 
диференциальных форм. Впрочем эти его результаты отчасти были уже 
опубликованы А. Фоссом в @бпвег МасписШеп в 1875 г. Дальнейшие 
геометрические применения квадратичных, а также кубических, дифе- 
ренциальных форм можно найти, например, в указанной на стр. 179 
литературе по проективной и аффинной диференциальной геометрии. 

Этим мы заканчиваем наше рассмотрение точечных преобразований 
произвольного аналитического характера; следует еще только рас- 
смотреть особо алгебраические точечные преобразования. 


$ 61. Кремоновы преобразования. 


Как мы уже раньше сказали, теперь, при рассмотрении алгебу 
ческих точечных преобразований, мы будем принимать во внимае 


преобразование всего пространства. В частности здесь будет рассматр’ | 


ваться важный вопрос о том, существуют ли такие преобразовани 
которые каждой точке одного (и-мерного) пространства ставят в соо, 
ветствие, вообще говоря, одну и только одну точку другого пространств: 
и наоборот. Разумеется линейные преобразования тотчас же дают 
пример преобразований, удовлетворяющих этому требованию. Пусть 
имеем: У 

Хх’ == (х, у, 2), 

У’ = (х, у, 2). 

А А 


Если теперь ©, , Хх будут однозначными алгебраическими. функциями, 
равно как и функции, получающиеся при разрешении этих уравнений 
относительно х, у, г (которые, следовательно, дают зависимость пере- 
менных '(х, у, 2 от Хх’, у’, 2’), то вообще мы будем иметь дело 
С ›рациональными“ функциями и в соответствии с этим будем называть 
подобные преобразования бирациональными. Существуют ли еще 
другие бирациональные преобразования в пространстве КЮ» кроме 
линейных преобразований? 

Легко видеть, что в случае и==1 получается: в одномерном про- 
странстве не существует (как это. следует из основных теоретико- 
функциональных предложений) никаких других бирациональных пре- 
образований, кроме линейных преобразований, как мы на это уже 
указывали раньше (стр. 156). 

Иначе обстоит дело в случае и ==2. Мы должны здесь назвать две 
работы Кремона во 2-м и 5-м томах 2-й серии Мешоне @ Во1опа 
{1863 и 1865) !), в которых он, вообще, занимается бирациональными 


1) Г. Стетопа, Орете, том 2, стр. 54 и 193. 


\ 


Зак, 199. — Клейн, . 15 
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преобразованиями на плоскости. По этим исследованиям рассматривае- 
мые преобразования называют также кремоновыми преобразованиями. 
Более обстоятельное изложение этих вещей можно найти, например, 
у Клебш-Линдемана, т. [ (1876), стр. 474 и след. Разумеется еще и 
до Кремона рассматривали примеры подобных преобразований. Первым 
таким примером является, повидимому, квадратичное преобразование 
плоскости, которое рассматривалось Плюкером в журнале Крелля,, 
т. 5 (1830); см. также РШйскегз АБнапашиееп (1895), стр. 132. Это 
преобразование определяется следующими ‹ормулами, в основу кото- 
рых -положен произвольный координатный треугольник: 


Мы тотчас видим, что и обратно: 


фе И 
М1: Ло: Ав: —:—^ 


М9 
жом 


‹овательно, преобразование действительно бирационально и притом 

эт инволюционный характер, так как соответствие между точками, 
имно. Это преобразование можно представить также и в слелующем 
де: 


/ ЕЙ 
р%; = ХХ, сх, —=х,%,, 

/ А 
РЖ, и ях, 


у т: 

0%; =, Х, 9%; =^,^,, , 
где р и с — множители пропорциональности. Как раз благодаря этому 
представлению и говорят о квадратичных преобразованиях, так как Хх’ 
пропорциональны квадратичным выражениям, составленным из х и наобо- 
рот. Посмотрим теперь, во что переходят вершины координатного тре- 
угольника. Пусть, например, х, =0; тогда будет х, =0 и х.— 0, т.е: 
каждой точке стороны х, =0 будет соответствовать противолежащая 
вершина координатного треугольника и наоборот. Следовательно, при 
таком преобразовании, которое, вообще говоря, является однозначным, 
существуют три „фундаментальные точки“ и три „фундаменталь- 
ные прямые“, именно вершины и стороны треугольника: каждой вер- 
шине соответствуют все точки противолежащей стороны и наобо- 
рот. Аналогичное обстоятельство, именно, что отдельной точке может 
Ссоответствовать бесчисленное множество точек, нам уже встречалось 
при стереографическом проектировании гиперболоида на плоскость, 
так что это обстоятельство никоим образом не является для нас новым. 
Если наряду с линейными преобразованиями будут существовать еще 
другие бирациональные преобразования, то это может произойти только’ 
в случае наличия указанного обстоятельства. 

Рассмотрим теперь какую-нибудь прямую ил, | их их == 0. 
Так как она пересекает каждую из сторон координатного треугольника, 
то преобразованная кривая должна проходить через три его вершины. 
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И в самом деле, это видно из уравнения преобразованной кривой 
иж Е их, х, == 0, которое изображает некоторое кониче- 
ское сечение, проходящее через вершины координатного треугольника. 
Соответствующий факт имеет место для кривой п-го порядка. Именно, 
оно, вообще говоря, переходит в кривую С», с тремя п-кратными 
точками в вершинах координатного треугольника. 

Далее, если мы вновь подвергнем кривую С», нашему преобразова- 
нию, то опять-таки должна получиться первоначальная кривая. Как же 
это происходит, что получается не кривая 4п-го порядка? Пусть дана 
кривая п-го порядка, которая проходит через три вершины коорди- 
натнаго треугольника, соответственно а, а, и а; раз. Тогда она при 
нашем преобразовании действительно превратится в некоторую кривую 
2п-го порядка. Но вершина А треугольника превращается в противо- 
лежащую сторону х, =0 и притом взятую «а, раз; аналогичное имеет 
место для вершин В и С. Эти прямые мы, разумеется, не будем при- 
числять к преобразованной кривой. Поэтому, если мы удалим из этой 
последней три стороны треугольника, взятые с кратностями а, %, @., то 
оставшаяся преобразованная кривая будет иметь порядок п” = 21 —& — 
—@, —@:. Сколь же часто, наоборот, преобразованная кривая будет 
проходить через вершины А, В, С? Если мы опять вспомним, что, 
например, те из и точек пересечения прямой х, == 0 с данной кривой 
С,›, которые находятся в вершинах В и С, не причисляются в указан- 
ном смысле к преобразованной кривой, то мы найдем следующие фор- 


мулы для чисел, показывающих сколько раз кривая проходит через 
вершины Д, Ви С: 


/ 

1=7 —@& — а 
№ 

а, —=п—@— 9, 
РА 
а. =п— а, —а.. 


Инволюционный характер соответствия между кривыми Си у выра- 


жается, как Это и должно быть, в строении полученных формул, так 
как эти последние симметричны в буквах со штрихом и без штриха. 
Прекрасным упражнением будет проследить на примерах за квадратич- 
ным преобразованием, например, за тем, как. коническое сечение 
превращается в кривую С, и т. п. Но время не позволяет нам на этом 
дольше останавливаться. Еще следует указать на тесную связь, которая 
существует между квадратичным. преобразованием и преобразованием 
обратными радкусами. Это последнее в прямоугольных координатах 
задается формулами: 


х 
х’ ’ 


АОН а ЧИНУ 
т: у. 
Произведем над ними еще небольшое видоизменение, именно, заменим 
У через — у; это означает простое зеркальное отображение плоскости 
относительно оси х. Тогда из полученных формул можно образовать 
следующие формулы: | 

1 
х—й` 


, 1 ) 
Е их — у = 


р 15% 


5 


иди 247 чеки 
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Положим: 


и аналогично: 


7 / 
и 
тогда 
БИ = о ь им. И 
©? +: т ё—М 
или иначе 
И 


Ем ЕМ’ 

Но это в точности формулы квадратичного преобразования, нам 
нужно только для М), *’и для ЕЁ М, < ввести обозначения 6 
и х,. Так как, далее, &—= м ==0 являются прямыми, выходящими из ну- 
левой точки к обеим абсолютным точкам, и < ==0 представляет несоб- 
ственную прямую, то мы получаем следующий окончательный резуль- 
тат: я 

Если соединить преобразование обратными радиусами с измене- 
нием знака у; т. е. с зеркальным отображением относительно оси х, 
то мы получим специальный случай нашего квадратичного преобра- 
зования, который характеризуется тем, что две вершины фунда- 
ментального треугольника переходят в абсолютные точки. 

Применим теперь это специальное преобразование к упомянутым 


ранее циклическим кривым четвертого порядка, т. е. к кривым чет-. 


вертого порядка, для которых обе абсолютные точки являются двой- 
ными точками. Для них п =4, &. ==; =; что же касается , то оно 
равно 1 или 0 в зависимости от того, взято ли начало. координат 
на кривой или же нет. Тогда в силу преобразования возникает неко- 


торая кривая С для которой: 
п’ =4—0 или 4—1, а=0, аа =2—0 или 2—1, 


т. е. если центр инверсии не лежит на циклической кривой, то мы 
получаем при инверсии опять-таки циклическую кривую четвертого 
порядка. Если же, напротив, заданная циклическая кривая проходит 
через центр инверсии, то мы получаем кривую Су, проходящую одно- 
кратно через обе абсолютные точки. 

Наконец, мы можем еще рассмотреть особый случай, когда цикли- 
ческая кривая четвертого порядка имеет в центре инверсии даже 
двойную точку; тогда & =2, ап =2 и а, =, ==а, =0, т. е; пре- 
образованная кривая является коническим сечением, не проходящим 
через абсолютные точки. 

Что касается кремоновых преобразований, то мы должны еще 
упомянуть о важной теореме, установленной одновременно (1870/71) 
Клиффордом (в личном сообщении Клейну), Нетером (Мое{пег, Аппайеп, 
т. 3) и Розанесом (Козапез, журнал Крелля, т. 73). Дело идет о сле- 
дующем: если мы скомбинируем какое-нибудь квадратичное преобра- 
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зование с произвольным вторым квадратичным преобразованием, то 
мы очевидно получим некоторое преобразование четвертой степени, 
являющееся также бирациональным. Указанные математики доказали, 
что при последовательном проведении различных квадратичных преоб- 
разований получаются не только примеры высших кремоновых преоб- 
разований, но вообще все кремоновы преобразования на плоскости. 

Однако сюда причислены предельные случаи квадратичных преоб- 
разований, при которых совпадают две или даже все фундаментальные 
точки 1). 

Что же касается бирациональных преобразований пространства Юз 
(вообще пространства Ю,), то до сих пор рассматривали, главным 
образом, только отдельные примеры. Мы приведем следующие из них: 

а) Пусть опять: 


Для пространства Ю, это дает нам некоторое преобразование ‘1-й 
степени, следовательно, для обычного пространства некоторое преоб- 
разование третьей степени, соответственно квадратичному преобра- 
зованию на плоскости. 

Ь) Вторым примером, который точно так же является обобщением 
квадратичного преобразования на плоскости, может служить преобра- 
зование обратными радиусами или инверсия: 


ри —\ 
Гру’ = У 
ре? == 21, Е 


Вега 
Если мы положим #=0, то получим х” Ну’ =’ ==0. Это означает: 
всей несобственной плоскости соответствует начало координат, центр 
инверсии. В соответствии с этим мы назовем несобственную плоскость 
фундаментальной плоскостью, а центр инверсии — фундаментальной 
точкой второй степени. Кроме того все точки абсолютного кони- 
ческого сечения являются фундаментальными точками первой сте- 
пени, и притом отдельной точке этого конического сечения соответ- 
ствует изотропная прямая, соединяющая ее с началом координат. Мы 


Убедимся в этом, если напишем последние уравнения в следующем 
виде: 


ож -=х, : 
ру’ = У, 
ра 


РУ 2 
р ИИА 


Тогда для абсолютной точки #=0 и х? -Н у? -Е г? ==0. Поэтому для 


нее рЁ’=0:0, т. е. неопределенно, откуда и следует справедливость 
нашего утверждения. 


1) Об одном исключительном случае, пропущенном при упомянутых дока- 
зательствах, см. С. Зерте н @. Сазепцоуо, А Тонпо 36 (1901). 
. > ) } 


} 
| 
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Для этой инверсии в пространстве мы можем произвести те же 


рассмотрения, как и в случае квадратичного преобразования на пло- , 


скости. Пусть задана поверхность и-го порядка, которая а раз прохо- 
дит через начало координат и В раз проходит через абсолютное кони- 
ческое сечение. После преобразования эта поверхность перейдет 
в поверхность п-го порядка, для которой и’ = 2и —«—28 и которая 
а’ =п—2В раз проходит через начало координат и В’ =и—“— В 
раз проходит через абсолютное коническое сечение. 

Перейдем теперь к новым вопросам, которые касаются теории 
инвариантов бирациональных преобразований, и притом сначала 
ограничимся случаем плоскости, спросив себя: существует ли теория 
инвариантов кремоновых преобразований. Пусть задана кривая 
(и, хо, хз) =0. Каковы те ее свойства, которые остаются неизменными 
при применении всех кремоновых преобразований. В теории рима- 
новых функций и связанных с ними геометрических исследованиях 
алгебраических кривых изучают вообще свойства кривых при таких 
преобразованиях, которые для отдельных кривых являются однознач- 
ными; там выяснили, что отдельная кривая относительно этих преоб- 
разований имеет определенный род р и, кроме того, некоторое число 
постоянных абсолютных инвариантов, которые называют модулями 
кривой. Напомним теорию абелевых интегралов, в которой эти числа 
имеют основное значение. Но рассматриваемые здесь однозначные 
преобразования кривой /=0 никоим образом не являются обязательно 
кремоновыми преобразованиями, т. е. однозначными преобразованиями 
всей плоскости. 

Отсюда следует, что число р и модули римановой теории также 
остаются инвариантными при всех кремоновых преобразованиях; но 
сверх того имеются еще такие свойства данной кривой, которые 
не принимаются во внимание при римановой точке зрения, но являются 
инвариантами при кремоновых преобразованиях. Однако, системати- 
ческих исследований об этом еще не имеется. 

Совершенно аналогично обстоит дело в пространстве. Пусть задана 


зтоверхность /(х/, Х», №, 4) =0; она имеет два родовых числа р; и 


рои ряд модулей. Подробное изложение этого можно найти, например, 
в. статьях Кастельнуово и Энриквеса в 3 т. „Математической энцик- 
леопедии“. Разумеется эти родовые числа и модули остаются неиз- 
„менными при бирациональных преобразованиях всего пространства, 
(но вообще они не исчерпывают совокупности бирациональных инва- 
риантов. 

Наконец, мы перейдем еще к теорий инвариантов диференциаль- 
ных форм относительно бирациональных преобразований, но ограни- 


чимся только рассмотрением выражений Пфаффа УХ До сих пор 
подобное выражение мы подвергали произвольному точечному преоб- 
разованию и в соответствии с этим требовали от Х; только аналитич- 
ности в рассматриваемой части пространства. Если же теперь мы 
будем рассматривать взаимно однозначное преобразование всего прост- 
ранства, то целесообразно будет считать коэфициенты Х; алгебраи- 
ческими или рациональными и в соответствии с этим предполагать их 
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определенными во всем пространстве. В связи с этими специальными 
выражениями Пфаффа мы рассмотрим теорию инвариантов, во-пер- 
вых, при произвольных проективных преобразованиях и, во-вторых, 
при произвольных бирациональных преобразованиях. По этому поводу 


можно сказать: подобное уравнение Пфаффа Ухах,=0 относи- 
тельно произвольного однозначного преобразования Х; обладает рядом 
инвариантных родовых чисел р., р»... Потому что, если мы будем 
рассматривать 4х; наряду с самими х; как независимые переменные, 
а уравнение У хах, =0— как алгебраическое уравнение между 2п 
переменными, то согласно Нетеру это уравнение относительно одно- 
значных преобразований в пространстве 2п переменных имеет свои 
родовые числа, которые при преобразованиях п-мерного простран- 
ства и подавно остаются инвариантными. 

Значение этих последних, пока еще до конца не проведенных, 
рассмотрений должно быть особенно важным. Большой задачей мате- 
матики является классификация трансцендентных функций, появляю- 
щихся при интегрировании алгебраических диференциальных уравнений, 
подобно тому, как это давно делается в случае абелевых интегралов, 
связанных с алгебраическими кривыми. При этом основным является 
как раз выяснение тех свойств алгебраических кривых, которые остаются 
неизменными при произвольных однозначных преобразованиях. Точно 
таким же образом в случае трансцендентных функций, возникаю- 
щих, например, из алгебраических задач Пфаффа, основными будут 
те свойства выражений Пфаффа, которые остаются неизменными 
при произвольном однозначном преобразовании переменных х; если 
говорить как раз о числе родовых чисел ру, рь..., которыми обладает 
подобное выражение Пфаффа относительно произвольных однознач- 
ных преобразований переменных х, в качестве неизменных харак- 
теров, то мы, вследствие этого, получим столько же с ‘ущественных 
характеров, сколько и для тех трансцендентных функций. 


Для этих рассмотрений проблем Пфаффа будет полезно ввести 
однородный способ записи. Мы положим: 


Уп-2 


и из уравнения »Л.4х,=0 получим новое, состоящее из (п. 


членов, уравнение № У,4у; = 0, где У, являются однородными функциями 
от у; с одинаковыми показателями однородности, удовлетворяющими 
тождеству У, У.у; =0. 

Здесь надо указать на работу, опубликованную А. Фоссом в т. 93 
Маш. Аппа!еп (1884). Эти исследования Фосса касаются проектив- 
ных свойств рациональных проблем Пфаффа— „точко-плоскостных 
систем“, как их называет Фосс, потому что в силу уравнения Пфаффа 
каждой точке ставится в соответствие определенная плоскость напра- 
влений — следовательно, эти исследования являются первой работой 
8 указанном направлении. Общал программа для изучения трансцен- 
дентных функций, как мы 0б ‘этом только что говорили, является 
по существу такой же, какую развил Клебш в своей теории „коннексов“ 
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в последний год своей жизни (в 1872 г.) для обычных диференциаль- 
ных уравнений первого порядка. Причина, вледствие которой в последнее 
десятилетие мало занимались этой программой, имеет свое естественное 
основание в том, что эта работа требует больших познаний в различных 
областях математики. Только тот, кто хорошо овладел проективной гео- 
метрией, теорией инвариантов и теорией функций, может за нее взяться 
и действительно продвинуться в этом направлении вперед. Вообще, 
в современном развитии математики недостатком является то, что мате- 
матика распадается ва слишком различные области, которые изучаются 
различными специалистами совершенно изолированно друг от друга. 
Наряду с геометрией и теорией функций играет, например, особую 
роль, сама по себе, теория чисел. Разумеется надо стремиться к. тому, 
чтобы эти отдельные области поставить по возможности в определенную 
связь друг с другом, так как только таким образом могут быть дости- 
гнуты действительно большие успехи. 

`° Теперь мы перейдем к новому предмету наших лекций, имеющему 
дело с преобразованиями, при условии 


ЗАМЕНЫ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ. 


Особенно мы займемся тремя вещами: 
| а) Двойственным преобразованием, которое противопоставляет 
на плоскости точку и прямую, а в пространстве — точку и плоскость. 

Ь) Затем нам придется вернуться к геометрии сфер и к геометрии 
прямых линий, различные связи которых мы только теперь будем 
в состоянии понять. 

с) Наконец, мы вообще поговорим о преобразованиях прикосно- 
вения Ли, которые охватывают все сказанное до сих пор. 


5 62: Двойственное преобразование, 
как преобразование прикосновения. 


Что касается двойственного преобразования, то при его рассмотрении 
мы ограничимся обычным, т. е. проективным трехмерным пространством. 
Как и до сих пор, мы будем обозначать точечные координаты через 
Хх, А» ль Х ПЛОСКОСТНЫе — через и:, и, и, и. Будем исходить. 
из общих подстановок: 

ри; = $; (№1, Хо, Хз» Хи). 


Среди этих общих преобразований мы особенное внимание обратим 
на линейные преобразования: 


4 
РН > Че 


В последнем случае линейному соотношению между х; соответствует 
опять-таки ‘линейное соотношение между и; и обратно. Это соответ- 
ствует следующим предложениям: точке х; ставится в соответствие 
некоторая плоскость и; и эта плоскость будет вращаться вокруг неко- 
торой прямой, если точка х; ‘двигается по некоторой другой прямой. 
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Сообразно с этим прямой всегда соответствует опять прямая. Далее, 
плоскость и; вращается вокруг некоторой точки, если точка х; произ- 
вольно двигается по некоторой плоскости. Так как получается взаимное: 
соответствие между обоими пространствами, то это преобразование назы-. 
вают также взаимностью обоих пространств. Шаль здесь ввел выраже- 
ние „корреляция“. Среди двойственных преобразований особенно. 
заслуживает внимания случай ад==а,. Это специальное линейное 
соответствие совпадает с полярным соответствием относительно поверх- 
ности второй степени: 


У @ьхжухт, = 0. 
,Ё 


Разумеется, простейший случай дается уравнениями ри; = Хх; тогда все 


а для == № равны нулю, а все а,=1. Эти формулы устанавливают 
полярное соответствие относительно нулевой поверхности второй сте- 


пени: ь В 
2 2 
жж Ех, = 0. 


Приведем теперь ряд простейших результатов, которые мы здесь 
только кратко сформулируем, так как они и без того имеются во всех. 
соответствующих учебниках проективной геометрии. 

а) Первый пункт касается двойственного преобразования заданных. 
фигур. Особенно замечательным является, например, то, что конус 
при произвольном двойственном преобразовании переходит в плоскую 
кривую; вообще, каждая развертывающаяся поверхность, рассматри-- 
ваемая как геометрическое место касательных ‘плоскостей при произ- 
вольном двойственном преобразовании переходит в пространственную. 
кривую. Подобные преобразования являются прекрасным упражнением 
в пространственных представлениях. 


Ь) Что касается положения координат и; в теории инвариантов, то» 
они связаны с координатами х; тем, что имеет место условие совмест- 
ного положения 


После подстановки 
= Хауь 
левая часть этого уравнения переходит в 
абаыщуь 
и если мы это опять: положим равным 


ХУ оьуь 
то увидим, что 


у —= Хари. \ 


В то время как лри подстановке Х; суммирование . велось по’ин- 


дексу А, теперь суммирование производится по’ индексу #. Другими. 


о 
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словами: в распорядке коэфициентов обеих подстановок строки и 
столбцы поменялись местами друг с другом. Из-за этого свойства новую 
подстановку называют транспонированной относительно первой. Коор- 
динаты же и; называют контраградиентами по отношению к коор- 
динатам х; и находят объяснение этого термина в предложении: 8 то 
время, как старые х выражаются через новые у посредством данной 
линейной подстановки, ноеые 9 выражаются через старые и посред- 
ством транспонированной подстановки. 

с) Наконец укажем еще на ту роль, какую играют двойственные 
преобразования в синтетической геометрии, где они наряду с про- 
ективными соотношениями служат для образования высших алгебраи- 
ческих образов из низших. . 

Скажем теперь подробнее о том, какое значение имеет преобра- 
зование 


и; —= х ах 


для диференциальных уравнений. Мы уже рассматривали ($ 32) это 
при неоднородном способе записи формул. Тогда мы ввели вместо 
точечных координат х, у, = плоскостные координаты Х, У, 2, которые 
‚определялись следующим условием соединенного положения: 


2— Хх — Уу— 2 ==0. 


"Тогда нам была дана некоторая поверхность в точечных координатах 
х, у, 2, ккоторым мы прибавили частные производные первого и второго 
порядка р, 9; г, $, Ё Затем мы обозначили координаты соответствую- 
цей касательной плоскости через Х, У, Й, а соответствующие частные 
производные через Р, ©; Ю, $, Ги вычислили, как эти новые величины 
выражаются через х, у, 2; р, 4; Г, $, (. р 

Эти формулы можно теперь рассматривать некоторым другим обра- 
зом. Представим себе произведенным двойственное преобразование, 
которое каждой точке х, у, = ставит в соответствие плоскость с ко- 
ординатами х, у, 2, а`каждой плоскости Х, У, 2 ставит в соответствие 
‚точку с координатами Х, У, 7. Таким образом из данной поверхности 
с элементами х, у, 2; р, 9; Г, $, Ё возникает преобразованная поверх- 
ность, взаимная поверхность, точечными координатами и соответствую- 
щими производными которой являются Х, У, 7; Р, О; КЮ, $, Т. 

Мы уже вычислили тогда следующую таблицу, в которой стоящие 
‚друг под другом выражения являлись равными: : 


х 


та 


—Р|—0|2-РХЬ—ОИ х| У я 


4 


2—рх—йу и 


Е, ееЕИ ВЕ. 
$2—АТ | 52—АТ| $2—АЮТ| $—АТ 


В частности из левой группы формул здесь следует, что 
47 —РАх— ОУ = 42 —р4х — ау. 


= 
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Заметим прежде всего, что посредством х, у, 2; р, 4 определяется точка 
поверхности с ее касательной плоскостью и что Х, У, 7; Р, О зависят 
только от х, у, 2; р, 0. 

Какие геометрические следствия можно вывести из этого обстоятель- 
ства. Здесь получается: две касающиеся в некоторой точке поверх- 
ности, следовательно, поверхности, имеющие одну ш ту же систему 
значений х, у, 2; р, 49, переходят в две опять-таки касающиеся по- 
верхности, т.е. в такие, которые имеют одну.и ту же систему 
значений Х, У, 7; Р, ©. Это надо понимать так: если из некоторой 
точки поверхности возникает касательная плоскость взаимной поверх- 
ности, то одновременно из касательной плоскости поверхности возни- 
кает соответствующая точка прикосновения взаимной поверхности. 

Теперь можно было бы, прибавив вторые производные, установить 
соответствующее предложение для соприкасающихся поверхностей (при- 


косновение второго порядка), но мы ограничимся предложением о ка- 


<ании первого порядка. 


Именно с этим предложением связана общая идея преобразований 
прикосновения. 


$ 63. Первое введение общих преобразований прикосновения. 


Обратимся теперь к общему значению преобразований прикоснове- 
ния, а дальнейшие рассмотрения дадим позднее. Начнем с величин 
х, У, 2; р, 4, как если бы они были произвольными переменными. Что р 
и 4 являются частными производными, выражается в том, что 42 —рах — 
— 9 4у = 0. Поэтому это диференциальное соотношение мы должны всегда 
считать выполненным. Введем теперь пять новых величин с помощью 
уравнений: 


Х =, (х, у, 2; р, 4), 

У 9» (х, У, 2; р, 4), 

2 ==: (х, У, 2; р, 9), 

Р= $ (х, У, 2; р, 9, 

@= 9% (%, у, 2; р, 4), 
где ©; до дальнейших оговорок обозначают произвольные аналитические 
функции,. регулярные внутри рассматриваемой части пространства 
и обладающие отличным от нуля функциональным определителем. При 


этом наши подстановки должны быть такого рода, чтобы из них то- 
ждественно следовало: 


42 —Рах — 9 аУ==р (4г—рах— аау), 
где р==р(х, у, 2; р, 9) какой-нибудь множитель. 


Такое преобразование, следуя Ли, называют преобразованием 
прикосновения. Этот термин обусловливается, разумеется, тем свойством, 


что из двух касающихся’ „поверхностей“ получаются опять две касаю-\ 


щиеся „поверхности“. Очевидно каждое точечное. преобразование 


является преобразованием прикосновения. “Оно вообще дается фор-^ 


мулами: 
Х=Ф(х, у, 2), У—=У(х, У, =), = (х, У, =), 
из которых получаются обе дальнейшие формулы для Ри О. 


236 ТЕОРИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 


Второй пример нам дает двойственное преобразование, с которого. 
мы как раз и начали $ 62. Чтобы составить себе общее представление 
о преобразованиях прикосновения, введем, следуя Ли, некоторые общие 
геометрические понятия. Совокупность величин х, у, 2; р, 4, точки 
и ее касательной плоскости, или вообще точки и проходящей через 
нее плоскости, называют элементом поверхности (двумерным элемен- 
том), и притом удобно представлять себе только малый кусок каса- 
`тельной плоскости вокруг точки прикосновения. Этот ‘элемент поверх: 
ности, зависящий от пяти параметров, будем впредь рассматривать 
как элемент пространства, так что наше пространство будет тогда 
представлять собой многообразие пяти измерений. Мы должны позна- 
комиться с тем, как оперируют в этом М;. Наши величины х, у, 2; р, 4 
очень удобно истолковывать как обычные точечные координаты. 
в пространстве пяти измерений. Уравнение 42 —р4х— 9 4у==0 тогда 
представляет собой в пространстве Ю; уравнение Пфаффа и именно 
‚уравнение Пфаффа характера пять в нормальной форме, как мы с этим 
познакомились в $ 55. Поэтому в пространстве КЮ; преобразование: 
прикосновения является точечным преобразованием, переводящим 
‘уравнение Пфаффа 42 — рах—494у=0 само в себя. 

Займемся теперь ближе уравнением 42 — рах —94у==0. Если мы 
рассмотрим два близких двумерных элемента некоторой поверхности. 
х, у, 2; р, Чи х-- ах, у-- ау, 2--4г, р ар, 9-44, то между ними: 
будет существовать как раз это соотношение. В соответствии с этим 
назовем наше диференциальное уравнение условием соединенного поло- 
жения обоих элементов. В самом деле, 
первого элемента лежит на плоскости второго элемента“ 
В текущих координатах плоскость первого элемента будет: 


=’ —2==р(х’ —х)-а(у’— у), 


и если подставить в ее уравнение 2’ = 2 -- 42, Хх’ —=х-Н ах, у’ =у-Р ау, 
т.е. точку второго элемента, то мы получим 42 =рах-аа4у, следо- 
вательно, наше вышеприведенное уравнение. Обратно, уравнение пло- 
скости второго элемента имеет вид: 


(—2— 4) = (р-+-4р)(х' —х—а®-- (4-44) ('—э—4) 


и если теперь положить 2’=2, х’=х, у’=у, то опять, при огра- 
ничении членами первого порядка, мы получим уравнение 


‚ @42=рах- аау. 


Все же, во избежание недоразумений, мы выразимся точнее: эту 
формулировку, что вторая точка лежит в плоскости первого элемента, 
а первая точка лежит в плоскости второго элемента, надо понимать 
‘только с точностью до величин второгб порядка, т. е. вторая точка 
удалена от плоскости первого элемента на величину второго порялка 
малости и наоборот. Это обстоятельство имеет значение при следую- 
щем рассмотрении. Можно было бы подумать, что прямая пересечения 
обеих плоскостей должна быть вместе с тем линией соединения обеих 
точек, как это было бы конечно справедливо для двух точек в том 


и обратно. 


можно сказать, что „точка. 


ПЕРВОЕ ВВЕДЕНИЕ ОБЩИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ПРИКОСНОВЕНИЯ 237 


‘случае, когда их плоскости точно проходят через другую точку. Однако 
здесь этого отнюдь не будет, напротив того, прямая пересечения 
может образовывать с линией соединения произвольный конечный угол. 


Уравнение первой плоскости в координатах, отнесенных к точке АЕ 


будет С =рё-- 41, а уравнение плоскости, проходящей‘ через ту же 
самую точку х, у, 2 параллельно второй плоскости, будет: 


= (Е ар --(а-- 49 т. 


'Из обоих уравнений получается 
$:1:6 = 49: —ар:р 44 — ар 


в качестве направления прямой пересечения. Это направление не обя- 
зательно совпадает с 4х:4у:42. Скорее наши формулы показывают, 
что оба направления только тогда совпадают, т. е. что прямая 
пересечения обеих плоскостей только тогда сливается с линией сое- 
динения обеих точек, когда 444у--арах=0. В этом случае говорят, 
что оба элемента находятся в положении соприкосновения. Конечно, 
это будет инвариантом не при произвольном преобразовании прикос- 
новения, а только при проективном и двойственном преобразованиях. 


Точнее, мы назовем 42 — р 4х —44у==0 проблемой Пфаффа и по-^ 


ставим себе задачу отыскать такие интегральные многообразия; 
которые удовлетворяют этому соотношению. Можно отыскивать инте- 
гральные многообразия первого и интегральные многообразия второго 
измерения; эти последние будут (по общей теории 5 56 проблемы 
Пфаффа) многообразиями максимальной размерности, удовлетворяю- 
щими нашему уравнению Пфаффа. 

Начав с рассмотрения интегральных многообразий М, мы видим, 
прежде всего, что уравнение 42 — р 4х — 4 4у == 0 удовлетворяется, если 
положить 42 = 4у==4х =0. Это дает нам в качестве первого примера 
“М; элементы, проходящие через вершину какого-нибудь конуса, или 
элементы, имеющие, как пучок плоскостей, общую прямую пересече- 
ния, при лежащей на ней фиксированной точке х, у, 2. Мы получим 
второй пример М;, если будем исходить из некоторой пространствен- 
ной кривой и по какому-нибудь определенному непрерывному закону 
будем рассматривать последовательность касательных плоскостей вдоль 
кривой, которые, следовательно, будут огибать некоторую разверты- 
вающуюся поверхность. Принадлежащие к этим касательным пло- 
скостям элементы образуют также интегральное многообразие М;; 
такое многообразие М, мы будем называть полосой. Впрочем этот 
термин при случае распространяется также и на первый приведенный 
пример многообразия М.. 

Когда же, в частности, интегральное многообразие М, будет со- 
прикасающимся многообразием /М,? Очевидно тогда, когда для всяких 
двух соседних элементов будет выполняться условие 4аау | арх —0. 
Мы видим, что, во-первых, всякая вершина конуса (как и всякий 
пучок элементов) является соприкасающимся многообразием М;; 
80-вторых, мы получим подобное многообразие М., если поспи-яим в 
соответствие точкам пространственной кривой ее соприкасающиеся 


1 
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плоскости. В частности, каждая прямолинейная полоса является 
соприкасающейся полосой, поскольку у прямой линии каждая касатель- 
ная плоскость является также соприкасающейся плоскостью. 

Перейдем теперь к интегральным многообразиям М.. 

Существуют ли многообразия двух измерений, образованные из. 
двумерных элементов таким образом, чтобы каждый элемент находился. 
в соединенном положении с каждым соседним элементом? Простейший 
пример интегрального многообразия М, дают все элементы, проходящие 
через некоторую фиксированную точку; мы скажем коротко: сама точка, 
х, у, 2. Второй пример дают все элементы, касающиеся фиксированной 
пространственной кривой. Наконец, нам приходится рассматривать 
совокупность всех элементов, касающихся некоторой пространственной 
поверхности, как интегральное многообразие М,. Таким образо 
точка, кривая и поверхность, т. е. основные образы старой геоме- 
трии, в новой геометрии двумерных элементов являются равно-- 
правными. 

Действительно, мы приходим к этим трем образам (если рассма- 
тривать проблему Пфаффа 42 —р4х — а 4у=0, как указано в $ 56), 
отыскивая многообразия максимальной размерности: , 

а) Прежде всего мы исходим из произвольного уравнения о (х, у, 2)=0° 
и полагаем: 


ее 9$. 

9х ие ду 
2 89" 

д 02 


Эти уравнения дают тогда первое ‘семейство интегральных много- 
образий. 

5) Или же мы исходим из двух уравнений ©(х, у, 2) =0 и 
Ф(х, у, 2) =0 и полагаем: 


09 28 ОЕ 
с т ры ду" ^ту 
МЕ т т. 

Е та 


где ^ означает произвольный переменный параметр. 
с) Или же, наконец, мы исходим из трех уравнений: 


Ф (х, У, 2) =0, ф(х, У, г) == 0, х (>, у, 2) =0 
и полагаем: 


| 
г т в. Ее ду РР ду 
9% 9% ду ел 9% 9 
= Гоа "ба Ра ГВ 


где Х и ь — параметры. 

Интегральное многообразие в случае а), определяемое одним урав 
нением ©(х, у, 2) =0, дает нам элементы, примыкающие к данной, 
поверхности. Случай Ъ), напротив, дает нам элементы поверхности 
пространственной кривой, так как в каждой точке кривой ® = 0, $ = 0, 
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соответственно введению произвольного параметра \, мы имели пучок 
элементов. Наконец, случай с) дает нам одну или несколько точек 
со всеми ее двумерными элементами. Следовательно, различие точки, 
кривой и поверхности, как разных форм двумерных интегральных мно- 
гообразий, совершенно аналогично тому различию разных интегралов, 
которое мы вообще проводили при рассмотрении проблемы Пфаффа, 
исходя из нормальной формы. Обратно, можно сказать, что теория 
интегрирования проблемы Пфаффа, если в основу положен двумерный 
элемент в качестве пространственного элемента (здесь, в простран- 
стве К, при рассмотрении точек, кривых и поверхностей), находит. 
свое хорошее геометрическое истолкование, значительно более общее, 
чем это возможно, если в основу положена, в качестве простран- 
ственного элемента, только точка. 

С другой стороны мы заметим, что подразделение интегральных 
многообразий /М на точки, кривые и поверхности основывается на 
том, что мы рассматриваем точки как основу. Если же как основу 
наших рассмотрений мы возьмем плоскости, то нам придется рас- 
сматривать опять три типа интегральных многообразий М,; но они 
уже не будут совпадать с прежними, а будут им только родственных 
именно: 

а) все элементы, примыкающие к поверхности, не являющейся раз- 
вертывающейся поверхностью; Б) все элементы развертывающейся 
поверхности; с) все элементы, примыкающие к некоторой фиксирован- 
ной плоскости. 

Теперь мы можем бросить взгляд на существующие типы преоб- 
разований прикосновения. Из каждого интегрального многообразия М, 
должно получиться опять интегральное многообразие М,; из интеграль- 
ного многообразия М, будет опять-таки интегральное многообразие М.. 
Исходя из рассмотренной точки зрения, мы теперь сразу увидим, что. 
при выборе точки в качестве пространственного элемента должно, 
иметься ири типа преобразований прикосновения. 

1. Переводящие точки в точки. Таковыми являются общеизвестные: 
точечные преобразования. 

2. Переводящие точки в кривые. Это для нас является новостью. 

3. Переводящие точки в поверхности, первым примером чего служат 
двойственные преобразования. Если опять в качестве пространственного- 
элемента с самого начала взять плоскости, то получилось бы соответ-. 
ственное разделение на три типа преобразований прикосновения, только, 
отнюдь, не совпадающее с тем разделением, когда в основу положена,. 
в качестве пространственного элемента, точка. 

Что в качестве пространственного элемента можно вместо точки, 
и плоскости рассматривать также прямые, сферы и тому подобное 
и этим дать пространству более высокую размерность— давно уже 
известно и применялось. Отсюда тот специальный случай, что.мы рас-- 
сматриваем пространство как многообразие М; двумерных элементов.. 
Но этот специальный случай имеет совершенно особое вначение.. 
поскольку он ставит в один ряд точки, кривые и поверхности как рав- 
ноправные образы. Эта мысль была развита Ли. Мы скоро увидим, как: 
все будет выглядеть весьма целесообразно с этой иовой точки зрения, 
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‘например то, что касается диференциальных уравнений с частными 


производными и т. д. К нашим прежним рассмотрениям мы теперь еще 


алтрибавим некоторые добавления. 


Всякое интегральное многообразие М, мы вообще будем называть 
полосой и среди них будем отыскивать специально соприкасающиеся 
полосы в указанном смысле. Очевидно всякое интегральное многооб- 


‚разие /М,, протекающее целиком на некотором интегральном многооб- 


разии /М., является полосой. В частности на отдельных интегральных 
многообразиях М, протекают соприкасающиеся полосы. Если инте- 
гральное многообразие М. является точкой, то всякая полоса будет 
соприкасающейся полосой. Если интегральное многообразие Мо 
является кривой, то существует только одна соприкасающаяся 
полоса, доставляемая соприкасающимися плоскостями. Наконец, на 


‘произвольной поверхности лежит два семейства соприкасающихся 


полос, именно тех полос, которые примыкают к асимптотическим 
линиям; это соответствует как раз тому факту, что касательные плоскости 
тотической линии пересекаются 

по касательной этой асимптотической ‘линии. 
Далее, надо еще сказать об однородной формулировке. Эта последняя 
окажется весьма целосообразной всегда, когда мы будем иметь дело 


С алгебраическими функциями или операциями, для которых мы при- 


‚‹влечем все пространство. Мы скажем: 

а) Отдельный элемент получает восемь однородных координат, 
отношения четырех величин Хх, №» Ху Хх, ий отношения четырех 
величин и, ио, из» и, связанных условием Ущх,=их==0, которые 
‚определяют точку и плоскость элемента. 

Ъ) Если перейти к соседнему элементу, то для него условие их ==0 
переходит в иах-- х4и==0, т. е. в более подробной записи, 


и! ах: -- шах. | шах, шах, Е Чи х -- ах. | ах дих, =0. 


с) Соседние элементы находятся в соединенном положении, если 
написанное уравнение распадается на два уравнения, именно, если 


‚и4х=хаи==д0. Это уравнение, в котором всегда их —=0 выступает, 


теперь вместо уравнения Пфаффа 42— рах— а4у==0. 

4) В противоположность этому в качестве условия положения со- 
прикосновения двух соседних элементов получается 4и 4х ==0. 

Мы видим, какой наглядный и простой вид имеют все эти урав- 
нения. 

е) Каким же образом представляется преобразование прикосновения? 
„Положим: г . 

=, (ом И), 


7’ Г ; 
ви; ==; (Хи Ш еМ,). 
Разумеется функции ©; и $; должны быть однородными относительно 


переменных х; и и, взятых по отдельности. Тогда, прежде всего, они дол- 
экны удовлетворять условию: 


рви’х’ = Мих; 


Так как уравнением основной сферы 
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з противном случае мы вообще не будем иметь никакого преобразова- 
ния элементов. Далее, должно быть: 


ри’ ах’ = па 4х. 


Тогда мы получим преобразование прикосновения. При более подроб- 
ном исследовании можно, например, опять спросить себя, существует 


ли взаимно однозначное преобразование п 
рикосновения (преоб 
ние Кремона) и т. д. (преобразова 


$ 64. Обе группы преобразований геометрии сфер. 


Обратимся теперь к уже ранее указанному отделу, посвященному 
новейшим рассмотрениям геометрии сфер и геометрии прямых 
линий. Мы уже раньше много говорили 0б обеих областях. Теперь 
мы можем глубже проникнуть в эти области, оперируя с такими поня- 
тиями, как понятия преобразования, группы преобразований инвари- 
антов, и особенно с понятием преобразования прикосновения Ради` 
ббльшей наглядности мы почти исключительно ‚ограничимся обычным 
пространством К;; но наши рассмотрения почти без исключений могут 
быть перенесены на пространство А. ) 

Прежде всего мы напомним о том, что говорилось в $ 050 о введении 
пентасферических координат х;,...,х„, связанных условием 8 (х) =0 
Наши рассмотрения свелись к тому, чтобы точечное пространство трех 
измерений трактовать как стереографическую проекцию сферы прост- 
ранства Ю; и затем оперировать над ней проективными средствами 
Исходя из этой трактовки, мы, в частности, получили’ десятичленн ю 
группу конформных преобразований в пространстве Ю., с ке. 
нием Лиувилля о том, что никаких других конформных преобразований 
не имеется. Это были просто линейные преобразования переменных х 
которые переводили в себя квадратичное уравнение © — 0. . 

В связи с этим мы направим свое внимание на элементарную геомет- 
рию сфер, оставляя пока в стороне высшую геометрию сфер. Урав- 
нение сферы в пентасферических координатах было линейным ране 
нием Ушх, =0. Мы получали элементарную геометрию сфер, рас- 
сматривая физурирующие здесь коэфициенты и. как ный 
координаты сферы. Следовательно, элементарная геометрия сфер сво- 
дится к тому, что наряду с координатами х; вводятся еще, 
диентные координаты и,; таким образом, и в области пентасферических 
координат х;.вводится принцип двойственности. Разумеется мы можем 
также сказать, что сферы пространства Ю, являются стереографи- 


Теперь мы легко получим основной п 


м и, если спросим себя, когда сфера и; пространства Ю.; сводится 
ей точке. Очевидно, этот случай будет иметь место тогда, когда 
скость сечения пространства А, касается своей основной сферы. 


пространства А, является 
о == ра ах, — 0, 


контрагра- 


рием для употребления коор- 


Зак. 799. — Клейн. 
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причем мы считаем положенной в основу совершенно произвольную 
систему координат, то мы получим в качестве условия для точки 
сферы Ю, приравнивая нулю окаймленный определитель, уравнение 


а 1... @46 #1 


Фф = аз. и 


55 


м0 


потому что это уравнение изображает нам основную сферу в плоскост- 
ных координатах. Это уравнение занимает центральное место в эле- 
ментарной геометрии сфер; мы познакомились с ним раньше, в том 
частном случае, когда в уравнение 9 —=0 входили только чистые квад- 
2 
раты: Зи. =0. 
Так как координаты и; преобразуются линейно, если то же самое 
имеет место для переменных х„ то мы получаем предложение: кон- 
формные преобразования пространства КЮ; оказываются линейными 
преобразованиями координат и, переводящими уравнение Ф = 0 само 
в себя. Отсюда мы получаем более точное определение элементар- 
ной геометрии сфер, как учения о таких свойствах, возникших из 
сфер образов, которые остаются инвариантными при десятичлен- 
ной группе названных линейных преобразований. > 
Разберем теперь соответствующие формулировки для высшей гео- 
метрии сфер., Прежде всего мы введем ее элементарным образом, как 
это было сделано раньше. В $ 25 мы исходили из уравнения сферы 
в прямоугольных координатах: 


(ж-у?- =?) — Зах —2Ву— 22-2 С=0; 
радиус сферы получился равным: 


= Узи 


Мы опять обращаем здесь особое внимание на двойной знак; эту дву- 
значность мы устраняли „ориентацией“ сферы. Координатами сферы 
‘уже больше не должны быть а, В, 1 и С, но должны быть а, В, 1, 
С иг, причем между ними существует соотношение а? -|- В? — 
—/?— С==0. Как раз принятием г в качестве добавочной координаты 
и характеризуется высшая точка зрения. Затем мы ввели’ еще одно- 
родную форму, положив 


НИЕ о И 


У ы 


после чего &: м: С: Л: ш:у мы рассматривали как однородные коор- 
динаты сферы в высшей геометрии сфер, координаты, связанные 
‘условием второй степени 


уе №—ь 0. 
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Как мы уже видели, с этим уравнением было связано  оперирование 
с нашими координатами сфер. Так, например, полярное уравнение 


2-2 и Е 2 — АА’ — У — му=0 


дает условие касания (в одинаковом смысле) двух сфер. Это полярное 
уравнение находится в неразрушающемся при линейном преобразовании 
соотношении с уравнением 4 = 0. 

С нашей более общей точки зрения, основанной на понятиях группы 
и инвариантов, мы теперь вообще можем выдвинуть на первый план 
следующее определение. 

Высшая геометрия сфер имеет дело с теми свойствами каких- 
либо полученных из сфер образов, которые остаются инвариант- 
ными при пятнадцатичленной группе линейных преобразований шести 
однородных переменных &Ё, 1, &, \, в, у, при которых уравнение Ф—=0 
переходит само в себя. 

Наряду с таким образом изложенным введением высшей геометрии 
сфер, исходя из обычных прямоугольных точечных координат, сущест- 
вует более общая геометрия, начинающая сразу с любых пентасфери- 
ческих точечных координат. Уравнение сферы в них имеет вид: 


ших... | щх, == 0. 


Тогда как раз коэфициенты и; и вводят как координаты сферы и 
таким образом получают низшую геометрию сфер. Теперь радиус сферы 
получается в виде: 


р Ух (%1,...,45) 
У бич 


где Ф =0 является условием точки-сферы, а Уса, = 0 дает условие 
того, что сфера содержит несобственную точку, т. е. переходит в плос-' 


кость. Теперь мы просто можем ввести шестое однородное переменное, 
положив 


и =УФ ош) 
так что. : 


7 = т м 
Усиц 


Тем, что эту шестую координату мы присоединяем к координатам 
сферы и1,...,иь низшей геометрии сфер, мы поднимаемся к высшей 
геометрии сфер. При этом соотношением, связывающим шесть коор- 
динат, будет уравнение: 


Т = (# —Ф(и,...,и.)} =0. 


В связи с этим сущность высшей геометрии сфер заключается в том, 
что мы привлекаем к рассмотрению ббльшее многообразие преобра- 
зований. Именно, группа преобразований высшей геометрии сфер 


состоит теперь из всех линейных подстановок переменных и... И» - 


переводящих в себя Ф =0. 


_16* 
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В то время как группа низшей геометрии сфер была десятичленная, 
группа высшей геометрии сфер содержит пятнадцать существенных 
параметров. И притом низшая группа содержится в высшей в каче- 


стве подгруппы, как это видно из сопоставления уравнений Ф = 0 и 
0. 


$ 65. Изотропная проекция К,., на К, 


Посмотрим теперь, какие геометрические представления отвечают 
этому аналитическому введению высшей геометрии сфер. Мы вернемся 
к ранее изложенной мысли. Тогда мы говорили, что сфере с коорди- 
натами центра а, В, { и радиусом г мы поставим в соответствие точку 
пространства ©; с прямоугольными координатами х =а, у==В, 2=1 
и =". Это соотношение, так называемую „изотропную проекцию“ 
между сферами А; и точками Ю,, которая является преобразованием 
с заменой пространственного элемента, мы теперь исследуем несколько 
ближе. Как известно, условием касания (в одинаковом смысле) двух 
сфер является: 


(а Р-ифтф@—7 0. 


Для соответствующих точек в четырехмерном пространстве это озна- 


чает: 
Еф -е—=-арЫ-#=0. 


‚ Следовательно, мы находим (как мы это видели и раньше), что две касаю- 
щихся сферы дают две точки, находящиеся друг от друга на нулевом 
расстоянии, т. е. лежащие на некоторой изотропной прямой. 
Рассмотрим теперь это соотношение между обоими пространствами 
непосредственно геометрически. Мы можем провести из некоторой 
произвольной точки пространства А, изотропный конус, образующими 
которого являются изотропные прямые, и этот конус пересечем затем 
пространством Ю,. Тогда мы утверждаем по поводу соответствия 
точек пространства Ю, и сфер пространства Юу, как оно дается 
нашей формулой, что всякая сфера пространства К; является 
сечением, которое пространство Ю, имеет общим с изотропным 
конусом, исходящим из точки пространства К.. Это утверждение 
сейчас же может быть доказано с помощью выкладок. Уравнением 
изотропного конуса, исходящего из точки х, у, 2, # пространства Ку, 
в текущих координатах х”, у’, =’, #’ является: 


ео фа —фэ@—0=0. 


Этот конус пересечем нашим пространством А., заданным уравнением 
Г ==0. Тогда получим: 


гота те о 
р п 


что и утверждалось. 


или: 
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Таким образом полученную связь между точками А, и сферами А, 
впредь мы будем называть для краткости изотропной проекцией 
пространства Ю, на пространство Ю,. 

Наряду с а, В, |, г мы взяли еще координату С, определяемую 
равенством С = 0? -- В? -|[- 1? — 7? и затем для однородности положили: 

Ё И] ё » | 
Я? В=-, И” г=—, С=-.. 
Введем теперь для точечных координат пространства А, шесть одно- 


родных координат сферы в пространстве Ю, для соответствующей 
точки А.. Мы имели: 


|. 
а=х, В=у, 1=2, Г=-; 
теперь еще добавим: 
СА -НУ-Е 2-Е. 
Тогда пусть для однородности: 
а №2 Хз А+ о С] 2 р Хб 

х=-—- а — 8. И 2 5 

ег ие 


Условие, связывающее шесть однородных координат, примет тогда 
следующий вид: 


2 2 2 2 
джем м - а 


Тотчас видно, что однородные координаты Х;,...,Х связанные 
последним условием, оказываются „гексасферическими координатами“, 
т. е. являются аналогом в пространстве Ю, пентасферическим коорди- 
натам пространства АЮ,. Общие координаты и:,..., в высшей геомет- 
рии сфер получаются из &, м, 6, Х, в, у посредством произвольной 
линейной подстановки; и таким же образом из х/,...,^5 мы получаем 
наиболее общие гексасферические точечные координаты пространства КЮ, 
посредством произвольной линейной подстановки. Итак, мы видим: 
введение шести однородных. координат для сферы Ю;, сводится к тому, 
что точки Ю, определяются с помощью зексасферических координат 
и затем эти точки с помощью изотропной проекции отображаются 
на ориентированные сферы пространства К.. 

Так как в обоих случаях квадратичное соотношение + = 0 остается 
неизменным при линейных подстановках шести однородных координат, 
то опять получается следующее предложение: пятнадцатичленная 
группа линейных преобразований шести однородных координат, поло- 
женных в основу высшей геометрии сфер пространства Ю., является 
просто образом группы конформных преобразований, которые допу- 
скает точечное пространство четырех измерений. 

Напомним, наконец, что точки пространства АЮ, при употреблении 
гексасферических координат рассматриваются как стереографические 
образы точек сферы пространства Ю;. Мы теперь можем установить 
следующее предложение: высшая геометрия сфер в Ю. сводится 
к тому, что сферы пространства Ю; рассматриваются как образы 
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точек некоторой сферы, лежащей в пространстве Ю;; эта последняя 
сфера изучается в обычном проективном смысле. 

Этот заключительный результат мы повторим еще раз совершенно 
общим образом для пространств высших размерностей. Пусть дана 
некоторая определенная сфера в Ю,.5; эту сферу мы будем тракто- 
вать проективно и таким образом получим группу линейных преобра- 


п-- 2) (п--3 
зований с ЕЕ» параметрами в и -- 3 однородных координатах. 


Затем эту сферу отобразим стереографически на точки пространства 
Ю„.1, которые мы далее с помощью изотропной проекции отобразим 


на сферы пространства Ю,. Тогда в пространстве Ю,., мы будем иметь ` 


п-- 3 полисферических точечных координат и соответствующую группу 
конформных преобразований. В пространстве же Ю, мы будем иметь 
(п-- 3) сферических координат и сферические преобразования, геоме- 
трическое значение которых остается еще выяснить ближе. 

Рассмотрим теперь подробнее связь между высшей геометрией 
сфер пространства Ю, и конформной точечной геометрией простран- 
ства А,,!, противопоставив друг другу соответствующие образы 
в обоих пространствах. Мы ограничимся низшими случаями п для 
которых еще хватает наших пространственных представлений, по 
крайней мере, что касается геометрии сфер. 


$ 66. Изотропная проекция К. на К.. 


Пусть, прежде всего п==2; тогда, в силу изотропной проекции, 
точкам обычного пространства должны соответствовать направленные 
или ориентированные окружности плоскости (в качестве сфер про- 
странства Ю.). В пространстве мы имеем десятичленную группу кон- 
формных точечных преобразований, которые переносятся на плоскость 
в качестве преобразований ориентированных окружностей по своему 
существу пока еще неизвестных. Мы подробно осветим это соответ- 
ствие с. помощью некоторых сопоставлений. 

Прежде всего мы видим: я 

Поверхностям пространства Ю, будут соответствовать „ком- 
плексы кругов“ пространства Ю5; кривым пространства Ю,— „ряды 
кругов“ Ю.. При этом выражениями „комплекс“ и „ряд“ кругов здесь 
указывается на размерности два и один. В частности, сферы простран- 
ства Юз отображаются в линейный комплекс кругов пространства Ко. 
Мы уже раньше нашли, что он является семейством кругов, , пере- 
секающих некоторый определенный основной круг под заданным 
постоянным углом. Если, в частности, сфера КЮ, переходит в точку- 
сферу, то мы получаем в А. некоторый „специальный“ линейный ком- 
плекс кругов, т. е. касательные круги основного круга. Через неко- 
торый круг в пространстве Ю, (как правило) проходят две точки 
сферы, следовательно, точкам сферы соответствуют все круги Ю., 
касающиеся двух основных сфер. Кроме того мы отметим еще пре- 
дельный случай „параболических кругов“, которому на плоскости Ю; 
соответствует переход одного из основных кругов в прямую. 

Из изотропной прямой пространства Ю, мы получаем пучок кругов Ю, 
с общим направленным линейным элементом, т. е. семейство всех 
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кругов, соприкасающихся друг с другом в одинаковом смысле в одной 
и той же точке. Обратно, мы можем сказать, что каждому напра- 
вленному линейному элементу Ко соответствует изотропная пря- 
мая Ю.. На это предложение следует обратить особое внимание для 
дальнейших применений. 

Здесь явно бросается в глаза то, что наше соответствие будет 
иметь много исключений, если значение геометрических образов (как 
например „линейный элемент“) не изменить надлежащим образом. 
Именно, изотропным прямым А., уже лежащим в нашей плоскости К», 
не соответствует никакой направленный элемент в обычном смысле. 
Каким образом надо определить эти понятия, чтобы избежать исклю- 
чений, и как „построить“ геометрию сфер Ли в обычном проективном 
пространстве, подробно изучал Штуди вместе с другими вопросами 
в ряде работ, опубликованных в томах 86 (1922) —91 (1924) Мае- 
таНзсвеп Аппа!еп под названием: „О геометрии кругов и сфер Ли“. 

Пусть в Ю, дана некоторая изотропная кривая, определенная 
тем, что две ее соседние точки имеют нулевое расстояние. В К. ей 
соответствует ряд кругов с тем специальным свойством, что соседние 
круги этого ряда касаются. В соответствии сэтим мы говорим о хаса- 
тельном ряде кругов Ю. Мы получим такой ряд касания, построив 
круги кривизны кривой Ю.. Мы имеем здесь убедительный пример 
того, как при перенесении образов Ю, на КЮ. в пространстве А. полу- 
чаются важные для геометрии сфер образы. 

Далее, к каждой изотропной кривой К, принадлежит изотропная 
развертывающаяся поверхность, образованная из ее касательных. 
Очевидно она дает специальный комплекс кругов, состоящий из сово- 
купности кругов касания некоторой плоской кривой. Поэтому ребро 
возврата этой развертывающейся поверхности дает, в частности, ряд 
кругов кривизны. 

Мы рассмотрим дальнейшую ортогональную проекцию изотропной 
кривой Ю. на плоскость х, у. Каждая точка кривой доставляет нам 
как раз центр соответствующего круга, круга кривизны плоской кри- 
вой. Отсюда предложение: нормальная проекция изотропной кривой 
на плоскость 2 ==0 дает эволюту плоской кривой. 

Теперь; очевидно, мы можем изотропную кривую произвольно 
сдвинуть по ее вертикальному цилиндру „вертикально“, если мы пред- 
ставляем .себе плоскость 2—0 горизонтальной. Тогда бесконечно 
многим положениям соответствующей изотропной развертывающейся 
поверхности будет соответствовать бесконечное множество друг другу 
„параллельных“ кривых плоскости, имеющих одну и ту же эволюту, 
т. е. бесконечное семейство эвольвент одной и той же эволюты. 

Пусть, далее, задана произвольная поверхность в К,;, не являю- 
щаяся изотропной развертывающейся поверхностью. Тогда на ней 
имеется ва семейства изотропных кривых. Задаче их определения 
соответствует на плоскости задача нахождения обоих семейств ‘кри- 
зых, круги кривизны которых принадлежат плоскому комплексу 
кругов, определяемому поверхностью в К.. 

На поверхности имеются особые точки, в которых ее изотропные 
направления совпадают. Вокруг абсолютного: конического сечения и 


| 
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данной поверхности можно’ провести общую описанную развертываю-' 
щуюся поверхность, которая дает на поверхности кривую прикосно- 
вения. Ее точки, очевидно, являются точками названного свойства. 
Имеет место замечательное предложение, впервые высказанное Дарбу, 
что эта кривая прикосновения является линией кривизны, так как 
соответствующие нормали поверхности совпадают с образующими 
развертывающейся поверхности и следовательно непременно образуют 
развертывающуюся поверхность. 

Что же соответствует этой кривой в К? Вообще говоря, каждый 
круг плоского комплекса имеет два соприкасающихся соседних круга. 
Но круги, соответствующие точкам этой кривой соприкосновения. 
имеют только один соприкасающийся соседний круг комплекса. Эти 
исключительные круги обыкновенно называют особыми кругами ком- 
плекса. Элемент, по которому подобный круг касается соседнего 
круга комплекса, называют соответствующим особым элементом. 
Этому элементу в ранее изложенном смысле соответствует образующая 
нашей изотропной развертывающейся поверхности. Так как эти обра- 
зующие составляют развертывающуюся поверхность, то эти особые: 
элементы соединяются в кривую, называемую особой кривой комплекса. 
Особые круги комплекса касаются этой последней в каждом своем 
особом элементе. 

Аналогичным образом мы можем также рассматривать заданную 
пространственную кривую с отличной от нуля длиной. Через нее всегда 


можно провести изотропную развертывающуюся поверхность, имею- 


щую эту кривую в качестве двойной кривой. Надо только изотропную. 
плоскость заставить двигаться таким образом, чтобы она касалась нашей 
пространственной кривой; тогда она будет огибать эту изотропную 
развертывающуюся поверхность. Отсюда следует: ряд кругов Ю., вообще` 
говоря, имеет некоторую огибающую кривую, которой круги ряда 
дважды касаются. Опять можно спросить, когда обе точки прикос- 
новения каждого отдельного круга совпадают и т. п. 

Эти примеры, относящиеся к комплексам и рядам кругов плоскости, 
легко могут быть произвольно продолжены, если взять за исхолную 


точку какие-либо геометрические соотношения кривых и поверхностей ` 


пространства Ю., которые не изменяются при группе конформных преоб- 
разований, и перенести их на А.. Таким образом можно, например, 
взять линии кривизны на поверхностях или ортогональную' систему: 
поверхностей, для которой тогда будет иметь место теорема Дюпена 
о том, что поверхности пересекаются по их линиям кривизны. Наи- 
более общей системой этого типа, с которой мы уже. познакомились, 
являются конфокальные циклиды. Можно спросить, что соответствует 
этим образам в Ю.? К сожалению здесь мы этим заниматься не можем, 
но вернемся к родственным вопросам в ближайшем параграфе (5 67). 

Теперь же мы обратимся к группе рассматриваемых здесь преобра- 
зований. Мы имеем в А; десятичленную группу преобразований, пере- 
водящих каждую точку опять в точку. Аналогичное преобразование, 
переводящее каждый круг опять в круг, мы имеем, следовательно, и 
в Ю.. Так как пространственное преобразование является одновременно 
конформным, то изотропные прямые пространства Ю; опять-таки пере- 
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ходят в изотропные. На плоскости это означает, что круги, касаю- 


щиеся в одинаковом смысле в некотором элементе, сохраняют это 
свойство при преобразовании. Другими словами: из каждого (напра-- 
вленного) элемента кривой возникает новый элемент кривой, так как 
элемент можно рассматривать как носитель пучка кругов. Следова- 
тельно, во всяком случае мы имеем перед собой преобразование  эле- 
ментов. Далее, в пространстве А; изотропные развертывающиеся, 
поверхности остаются опять таковыми же. Но их изотропные образую- 
щие доставляют все элементы кривой, которые прикасаются к неко- 
торой фиксированной кривой. Следовательно, в Ю› из каждой кривой; 
возникает новая кривая, или элементы в соединенном положении дают 
опять элементы в соединенном положении. Поэтому мы имеем следую- 
щий важный результат: десятичленная группа преобразований кругов, 
которые мы рассматриваем в высщей геометрии кругов на плоскости, 
состоит из преобразований прикосновения. 

Но предложение Лиувилля показывает, что вообще существуют: 
только те конформные точечные преобразования, которые образуют: 
нашу группу. При отображении пространства Юз на Ю› каждое точеч-. 
ное преобразование ЛЮ; доставляет соответствующее преобразование: 
кругов К. и наоборот. Так как касающиеся круги в К. должны перейти: 
опять в такие же, ` потому что этого требует всякое преобразование: 
прикосновения, то в А; изотропные направления должны перейти. 
опять в такие же, т. е. в Ю; мы необходимо имеем конформное преоб- 
разование. Следовательно, наши преобразования кругов дают не только- 
пример преобразования прикосновения, но вообще они являются един- 
ственными преобразованиями кругов, одновременно являющимися преоб-- 
разованиями прикосновения. 

Добавим еще некоторые подробности об этих преобразованиях. 
В пространстве А; каждая отдельная точка определяется координа-. 
тами х, у, г; в пространстве Ю. каждый отдельный круг определяется, 
координатами центра а, В и радиусом г. Затем мы полагаем «=х, 
В = у, и==2. Оставим сначала координату = (или же плоскость 2 = 0) 
пространства К; неизменной и рассмотрим следующие подстановки: 


а) Ха УНУЧЬ #2, 


Этот параллельный сдвиг пространства Ю; означает в Ю. просто соот 
ветствующий сдвиг, определяемый формулами: 


а’ =а-а, =, г’ 


Ь) х' = -Нхсозо-Р узто, 
У =— хзшо- усозо, 


7—2. 


Этому вращению пространства А, вокруг оси 2 соответствует опяты 
соответствующее вращение плоскости а, В. 


с) и. =, Уи —=- у, 2 г. 
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Этому зеркальному отображению пространства Ю;, на плоскости у,2 
‹противопоставляется соответствующее зеркальное отображение Л... 


И Е 
Г Я жути, 
В 
7 — яуи, 
Е 2 
ул. 


'Эта подстановка А, (инверсия относительно начала координат) дает 
в А, соответствующую инверсию, именно ту, которая в точечных 
координатах а, В определяется формулами: 


а СЫ 8 те В ) 
2, в 
Эти примеры отображений пространства А», 
переводящего в себя наше А, дает ‘в К: 
всегда опять старые преобразования. Пусть 
теперь 


а 


В пространстве Ю. этой подстановке соот- 
ветствует: 


8 
& ==а, 8 = В, ии, 


т. е. центры кругов остаются неизменными, а их радиусы увеличи- 
ваются на —& (черт. 74). Это преобразование плоскости называют 
параллельным преобразованием. Оно хорошо известно из применений 
диференциального исчисления к плоским кривым, как это делается 
в учебниках. Представим себе нормали построенными в точках неко- 
торой плоской кривой и затем отложим на них в одну и ту же сто- 
рону определенный конечный отрезок; таким образом мы получим 
кривую, „параллельную“ первой. 

Она будет огибающей кривой всех кругов, которые получаются 
‘из кругов прикосновения заданной кривой, если их центры оставить 
неизменными, а их радиусы увеличить на заданный отрезок. . 

Г) Наконец, замечательным преобразованием А. является преобра- 
зование, соответствующее вращению пространства А, вокруг оси х 
или оси У: 


х=х, у’==созо+ у зшо. 2, 2’=— по. у--с0$Ф-2, 
к чему мы еще вернемся. 
Легко показать, ито приведенные здесь подстановки х, у, = с0в- 


местно порождают всю десятичленную группу конформных преобра- 
зований. 


Черт. 74. 


$ 67. Группа Лагерра и эквилонгальные отображения на плоскости. 


Здесь возникает вопрос: что соответствует в силу изотропной 
проекции шестичленной группе движений пространства К; на пло- 
скости Юэ? 
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Например, сюда относится отображение, только что приведенное 
з $ 66, в пункте +. Очевидно мы получаем в плоскости шестичленную 
подгруппу @; десятичленной группы преобразований прикосновения 
кругов, группу, которая в качестве подгруппы содержит трехчленную 
группу движений плоскости. Для этого следует только обратить вни- 
мание на то, что всякое движение Ю,, переводящее в себя с сохра- 
нением ориентации наше Ю., отображается. с помощью изотропной 
проекции нато же самое движение К. [ср. в $ 66 примеры а) и Б}]. 

Но преобразование из С; не только обладает свойством переводить 
направленные круги в направленные круги, но еще более простым: 
направленные прямые переводить опять в направленные прямые. 
Чтобы в этом убедиться, надо только подумать о том, что при дви- 
жениях изотропные плоскости, т. е. плоскости, касающиеся абсолют- 
ного конического ‘сечения, между собой перестанавливаются и что 
в силу изотропной проекции точки изотропных плоскостей отобра- 


СУ ос 


Черт. 75. 


жаются в направленные круги Ю., которые касаются в одинаковом 
смысле ориентированного следа изотропной плоскости на Ю.. 

Из найденных свойств преобразований прикосновения из группы @;— 
именно ориентированные прямые, с одной стороны, и ориентированные 
круги, с другой стороны, переводить опять в таковые же, — легко 
следует, что параллелизм (в одинаковом смысле) ориентированных 
прямых сохраняется. Именно, две (в одинаковом смысле) параллельные 
прямые являются единственными парами прямых, для’ которых не су- 
ществует никакого одновременно (в одинаковом смысле) касающегося 
ориентированного круга. 

Если, наконец, мы возьмем два круга а, В, г; а, В’, г’, то всякое 
отображение из С; должно оставлять неизменным выражение: 


Еее) 


Но это выражение дает квадрат отрезка касательной (см. черт. 75) 
между обоими кругами. 

Геометрия этой группы Сх изучалась Лагерром в названной на стр. 111 
работе, и поэтому эта группа называется группой Лагерра. 

Чтобы составить себе наглядное представление об отображениях 
этой группы, рассмотрим „зеркальное отображение Лагерра“, соот- 
ветствующее зеркальному отображению А, относительно некоторой 
плоскости Е, которую мы возьмем не параллельно нашей плоскости Юо, 
так что, следовательно, наше А. пересечет Е по некоторой собствен- 
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ной прямой $. Если обратить внимание на то, что рассматриваемое 
отображение в А. переводит: 

1. в одинаковом смысле параллельные ориентированные прямые, 

2. ориентированные круги, 

3. нуль-круги прямой $ опять в таковые же, то нам надо только: 
задать ориентированный круг Ко, являющийся образом точки плоскости Е, 
не лежащей на 5, чтобы следующим образом построить соответствую- 
щую прямую С’ для каждой прямой С (см. черт. 76). Проведем к К 
касательную @’, параллельную (в одинаковом‘ смысле) к Ц, встречаю- 
щую прямую 5 в точке Ру. Затем из Ру проведем к Ку вторую каса- 


# 
тельную С”,. Тогда искомая прямая С будет проходить параллельно 


(в одинаковом смысле) ей через точку пересечения прямых С и 5. 
Эта „инверсия Лагерра“ является изящным аналогом ранее рассмот- 
ренной „инверсии относительно круга“ или преобразованию посред- 
ством обратных радиусов ($ 10). 

Если мы воспользуемся обыч- 
ным представлением изотропных. 
плоскостей: 


ших Е у -Е иг = 0, 


посредством координат цу, свя- 
занных условием: 


ищи =0, 


то увидим, что в силу изотропной 
проекции этими же самыми коор- 
динатами можно воспользоваться для изображения ориентированной 


прямой на плоскости. Квадратичному уравнению Уалши, =0 в этих 
координатах соответствует на плоскости ориентированная кривая, 
названная Лагерром „гиперциклом“. Внутри геометрии Лагерра эти 
гиперциклы образуют аналог циклическим кривым Дарбу ($ 12) и свя- 
заны очевидно посредством изотропной проекции с конфокальными 
поверхностями второго порядка. Они изучаются в диссертации Бляшке 
Ощегзиспипееп йБег 41е Сеотейе ег Зрееге ш 4ег ЕцкИа1зсНеп ЕБепе“, 
МопаёзНеНе #. Ма. и. Рнуз., \Меп, т. 21 (1910), стр. 3— 60. 

Подобно тому, как преобразования кругов Мебиуса содержатся 
в группе конформных или сохраняющих углы отображений плоскости, 
можно также найти груйпу отображений, стоящую выше группы Ла- 
герра и зависящую ‘от произвольных функций. Для этого следует только 
спросить себя о всех отображениях (ориентированных) прямых пло- 
скости, сохраняющих „касательное расстояние“ между кривыми; дру- 
гими словами: пусть линейные элементы одной и той же ориенти- 
рованной прямой переходят опять в линейные элементы той же 
самой прямой, причем расстояние точек подобных „коллиннеарных“ 
элементов должно оставаться неизменным. 

Шефферс называет эти отображения „эквилонгальными“ и опреде- 
ляет их следующим образом в работе, опубликованной в Ма етаНзсвел 


Черт. 76. 
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Аппаеп, т. 60 (1905). Пусть: | 
$ 05 узтше=о 


— уравнение некоторой (ориентированной) прямой. Если считать хи © 
зависящими от парамерта #, то после диференцирования нашего урав- 
нения по # (если производные по & обозначить через 8) мы получим 
для точки прикосновения второе уравнение: 


— хто у сое = =. 


Очевидно это будет уравнением‘ нормали нашей кривой. Если же перво- 
начальная прямая также является касательной и к некоторой второй 
кривой Ф(Ё), ф(Ё), то мы найдем для „касательного расстояния“, т. е. 
для отрезка между обеими точками прикосновения (= расстоянию 
между соответствующими нормалями) значение: 


В 
5$ 05’ . 


®Г 
если 0 означает производную по {. Отображение прямых, записанное 
в прямолинейных координатах ®, х так: 


*=Р (+, $), 
*—=0С ($, 9), 


-6 | -6 


должно сохранять касательное расстояние. Мы найдем (Е, =0Е: 0$) 


к _ бб а 


9" И 
ни 


Если эта дробно линейная подстановка величины 80:82 должна сохра-` 
нять разность (80 : 60) — (5’о : 5’), то получится: 


а=0, 6—е=0, } 
ИЛИ 


Е; =0, Е, = 0. +0. 
Поэтому наше отображение изображается уравнениями: . 
Ф* = (9), 
9—8 (Л (9) 5, 


а это уже и есть искомая группа эквилонгальных отображений 
Посредством введения надлежащих „комплексных“ чисел 


оз =Ф 
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с соотношением =? =0, найденные формулы можно соединить в одну, 
если положить: 


фе — Е (Ф), 


где 2 означает степенной ряд, коэфициентами которого являются опять- 
таки „комплексные“ числа с той же самой единицей е. Именно, пусть 
по Тейлору; 


РФ) =Е@Ф-е) =Е (9 + =5Ё' (9), 


так как высшие члены в силу =?==0 выпадают. Если здесь отделить 
действительную часть от мнимой части, то получим прежние формулы 
преобразования. 

Если хотят группу Лагерра записать в подобных комплексных чис- 
лах, то поступают следующим образом. Для прямой с координатами, 


©, < вводят новые координаты %, + посредством требования: 


уе а 9-22 
ИЛИ 


РО РИ 
о Ре. 
2 


В этих новых координатах преобразования Лагерра (или по крайней 
мере те из них, которые могут быть названными „одинаково напра- 
вленными“) записываются как дробно линейные подстановки 


ие ЕЕ ОР ЕВ 
Г Се (а 9 


При вычислении с этими „дуальными числами“, как их назвал  Штуди, 
надо иметь в виду, что деление на „делители нуля“ (а-Р еб при а = 0) 
недопустимо, — затруднение, которое можно было бы преодолеть введе- 
нием однородного способа записи: 

Вследствие этого Далеко идущая аналогия между конформными 
точечными преобразованиями и эквилонгальными преобразованиями 
прямых становится весьма отчетливой. Первым геометром, который 
применял дуальные числа в геометрии, был, повидимому, английский 
математик Клиффорд (\. К. СПНота, 1845—79). 


аа—6с = 0. 


$ 68. Перенесение на высшие размерности. 


Мы вкратце изложим отношение конформной точечной геометрии. 
пространства Ю, к высшей геометрии сфер пространства Ю.. Однако 
при этом мы ограничимся приведением отдельных примеров. Каждой 
изотропной прямой в А, соответствует в АЮ;, пучок (в одинаковом 
смысле) касающихся сфер, т. е. (ориентированный) двумерный элемент. 
Некоторой изотропной кривой в Ю, соответствует касательный ряд’ 
сфер в Ю. так как каждые две соседние сферы этого семейства каса- 
ются друг друга. Мы тотчас спросим себя: каким характерным свой- 
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ством обладает ряд двумерных элементов, которые соответствуют: 
касательным изотропной кривой? Они образуют „полосу“ в ранее опре- 
деленном смысле, в которой нормали двух следующих друг за другом 
элементов пересекаются. Подобную полосу, вследствие этого, мы назовем: 
полосой кривизны. Итак, изотропные кривые пространства Ю, дают: 
полосы кривизны в пространстве Ю.. 

Далее, сфера в А, доставляет в Ю, линейный комплекс сфер. Как 
мы уже знаем, он, вообще говоря, определяется как совокупность всех. 
(ориентированных) сфер, которые пересекают под постоянным углом 
некоторую фиксированную сферу. В частности, он переходит в неко-- 
торый специальный комплекс, т. е. в совокупность всех ‘сфер про- 
странства К, касающихся некоторой основной сферы, если соответ-- 
ствующая сфера А, будет точкой-сферой. 

Если мы перенесем произвольное многообразие М; пространства И 
то получим в А; общий комплекс сфер. Произвольное многообразие 
М; пространства К, имеет в каждой своей точке свою „касательную- 
плоскость“, которая, конечно, также является многообразием М... 
В пространстве КЮ; оно доставляет нам специальный линейный комплекс 
сфер, который мы назовем касательным комплексом заданного. ком-- 


’ Этот касательный комплекс имеет свое особое значение, если обратить, 


от он касается заданного комплекса в „некоторой своей сфере“. 


внимание на соотношения прикосновения. Вопрос о том, будут ли. 
в общем комплексе содержаться сферы, соседние к данной сфере, ее` 
‚касающиеся, совпадает с соответствующим вопросом о том, имеется. 
ли на многообразии М, в пространстве А, к заданной точке такие- 
соседние точки, которые находятся от нее на нулевом расстоянии. 
Так как для каждой точки на М, существует конус подобных изотроп-- 
ЕЕ направлений, то каждая сфера комплекса имеет однопараметри-- 
ческое семейство касающихся ее соседних сфер. При этом достаточно- 
многообразие М; заменить, относительно выбранной точки, которую. 
мы хотим рассматривать, его касательной плоскостью. Тогда в Ю, этой 
‘касательной плоскости будет соответствовать касательный комплекс, 
‘все сферы которого пересекают некоторую определенную основную 
|сферу под постоянным углом. Круг пересечения сферы линейного ком-- 
`плекса с соответствующей основной сферой мы вообще будем называть 


‚траекторным кругом сфер комплекса. Сферы линейного. комплекса, 


касающиеся некоторой отдельной сферы комплекса, касаются ее в неко- 
торой точке ее траекторного круга. Все эти результаты переносятся» 
на регулярные точки любого комплекса, если только мы ограничимся 


| соседними сферами отдельных сфер комплекса. Мы скажем: каждый“ 


комплекс сфер имеет свой траекторный круг, и далее, используя 
понятие двумерного элемента: единственными двумерными элемен-: 
тами, которые сфера имеет общими с соседними сферами комплекса, 
являются двумерные элементы ее траекторного круга. 

Линейный касательный комплекс может сделаться специальным для. 
особых сфер нашего комплекса и следовательно траекторный круг 
сведется тогда к одной точке. Подобную сферу нашего комплекса 
называют тогда особой сферой. Ей соответствует особый элемент—тот- 
двумерный элемент, в котором ‚особая сфера касается основной сферы. 


\ 
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ее касательного комплекса. Особые сферы с особыми элементами 
огибают так называемую особую поверхность комплекса. Особая 
поверхность будет тогда образом огибающей изотропных касательных 
плоскостей, которые можно провести в ‘пространстве АЮ, к нашему 
многообразию /М,. Вообще, каждая огибающая двупараметрической 
совокупности изотропных „плоскостей“ (т. е. многообразий /;) ото- 
бражается как специальный комплекс, состоящий из совокупности сфер 
соприкосновения ‘некоторой поверхности. 
Наконец, произвольное многообразие /И, в Ю, дает в Ю конгруен- 
цию сфер. Изотропный образ, который можно провести через Мь, 
‚дает в А; „фокальную поверхность“ конгруенции, т. е. поверхность, 
огибаемую ее сферами. Эти примеры можно легко продолжить, но мы 
на этом прервем изложение. 
Мы только еще отметим, что конформные_. точечные преобразования 
К, на Ю; дают пятнадцатичленную группу преобразований сфер, кото- 
рые одновременно являются преобразованиями прикосновения. И при 
том это опять следует из предложения Лиувилля о том, что группа 
этих преобразований исчерпывает совокупность всех преобразований 
прикосновения, являющихся одновременно преобразованиями сфер. 
Можно также в пространстве, в соответствии с тем,. что мы делали 
в $ 67 для плоскости, геометрию сфер Лагерра расположить между. 
элементарной геометрией и высшей геометрией сфер Ли, определяя 
-десятичленную группу Су Лагерра в пространстве Ю.; как изотропную 
проекцию группы евклидовых движений пространства те \ 
Алгебраически эту группу С, получают, если Ж=х, = 
‚Хз ==2; Хх. ==7 будут центром и радиусом ориентированной сферы Ю.: 
Рассматривают все те линейные подстановки \ 
а 
и Очиь 


в которых а. ограничены. тем условием, что соответствующая одно- | 
фодная подстановка 


Е 4 
_ => аб, 


Ё=1 


‘оставляет инвариантной квадратичную форму: 
2 2 2 2 
НЫ ие: 


Если же в этих формулах х, У, = истолковывать как пространст- 
‘венные координаты, а х, ==г==ё как время, то получится группа 
‚Лоренца, сделавшаяся в новейшей физике знаменитой. Частный принцип 
относительности Эйнштейна и заключается в требовании инвариант- 
ности уравнений физики относительно группы „Лоренца. 

Мы еще раз подчеркнем наш результат: группа Су геометрии 
Лагерра тождественна с группой Лоренца частной теории отно- 
сительности. 

Кроме тбго следует отметить, что система уравнений Максвелла, 
‘образующая исходную точку теории относительности, является инвари- 


И КАИ ООС ДИ ен 
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антной не только относительно группы движений пространства с линей- 
ным элементом 4х? -{- 4у?-|- 42? — 4, но даже относительно конформ- 
ной группы этого пространства, вследствие чего, следовательно, также 
и высшая геометрия сфер Ли пространства К, имеет отношение к физике. 

Группа @\ Лагерра обладает не только свойством переставлять 
между собой ориентированные сферы, но она переставляет также между 
собой уже и ориентированные плоскости, так что, следовательно, 
в геометрии Лагерра целесообразнее вместо четырехмерного много- 
образия сфер рассматривать только трехмерное многообразие плоско- 
стей пространства Ю,. 

Кроме того, группа С. обладает свойством оставлять неизменными 
„касательные расстояния“. Именно, если Т — общая касательная пло- 


# * х 
скость двух поверхностей Мй Гал. в `Б.—соответственные фигуры, 


преобразованные посредством отображения Со, то расстояние между 


точками прикосновения Тк ЕЁ, и Е, равно расстоянию между точками 
& # х г 
прикосновения ГкЁРиЕ 


1 2" 

Аналогично тому, что приводилось в $ 67, можно в пространствен- 
ной геометрии так же поставить задачу об отыскании эквилонгальных 
отображений, т. е. преобразований плоскостей, оставляющих неизмен- 
НЫМИ, „касательные расстояния“ — аналог группе конформных точечных 
преобразований. Как впервые показал Штуди (1904) эти эквилонгаль- 
ные отображения образуют группу, содержащую произвольные функции, 
в противоположность предложению Лиувилля о конформных отображе- 
ниях пространства Л,, зависящих только от десяти параметров. 

Чтобы получить аналитическое представление этой группы, проще 
всего воспользоваться плоскостными координатами Бонне и Дарбу. 
Чтобы притти к этим координатам, напишем уравнение плоскости 
з Гессовской нормальной форме, в виде: 


ие и [2] ь 

, ия 1-ю 1-ю 1+ чо 

Здесь # —= — |. Коэфициенты х, У, 2 нормированы таким образом, 
‘что сумма их квадратов тождественно равна единице. Если плоскость 
действительна, то и, х должны быть комплексно сопряженными, а 
действительным. В этих . плоскостных координатах и, 9, % Бонне и 
Дарбу действительные и в известном смысле одинаково направлен- 


ные эквилонгальные плоскостные преобразования записываются таким 
образом: 


ц* = и* (и), м | (®- т. 


Здесь и*(и) означает (разумеется не сводящуюся к постоянной) ана- 

литическую функцию комплексного переменного и, в то время как 

7 (и, ®) должна быть действительной для комплексно сопряженных ц, о !). 
Преобразования Лагерра в и, ъ, записываются так: 


| А 
иеМ, о Еве, [48 — 81| =1. 


: 1) Сы. /. С. Соо [14 5е, Ашщег{сап {тапзасНопз том 9 (1908), стр. 178 и 
\/. ВазсЬке, АгсШу г Мабешанк (3), том 16 (1910), стр. 182. 


Зах. 199. — Клер | : и 
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Попутно отметим, что можно составить себе наглядное предста- 
вление о циклидах Дюпена внутри группы Лагерра С, так как каждый 
ряд сфер, касающихся подобной циклиды, получается из круга про- 
странства Ю, посредством изотропной проекции. Следовательно, круги 
пространства Ю, таким образом распадаются на пары, что. каждая 
точка одного круга находится на нулевом расстоянии от каждой точки 
соответствующего „парного“ круга. 

К этим рассмотрениям мы добавим еще некоторые литературные 
сведения. Прежде всего следует назвать работу Ли в МаетаНзсне 
Аппа]еп, т. 5 (1871): О комплексах, в частности, о комплексах 
линий и сфер, с применениями к теории диференциальных уравнений 
с частными производными. В этой работе вообще впервые вводится 
высшая геометрия сфер пространства Ю.. Но эти рассмотрения. связы- 
ваются с двумя дальнейшими вопросами, которые мы впоследствии 
изложим в этих лекциях в связи с геометрией сфер, — именно, с гео- 
метрией прямых линий и теорией диференциальных уравнений с част- 
ными производными. Затем следует упомянуть работы Клейна в том 
же самом томе Ма. Аппа!ел (1871): О геометрии прямых линий и 
метрической геометрии и О некоторых диференциальных уравне- 
ниях, встречающихся в геометрии прямых линий. В то время Клейн 
прежде всего привлекал конформную геометрию пространства Ю, и 
сравнивал ее с геометрией прямых линий. Тогда сравнение с работами 
Ли дает связь между конформной геометрией пространства А, и гео- 
метрией сфер пространства А., что однако в работе не проведено. 
В частности Клейн подробно изучал значение ортогональной системы 
в Ю., для которой также имеет место теорема Дюпена аналогично тому; 
как для поверхностей пространства АЮ;,; и разработал значение этой 
системы для геометрии прямых линий!). Далее Клейн рассматривал 
соответствующие диференциальные проблемы пространства К, и гео- 
метрии прямых линий с шестью однородными координатами, которые 
опять-таки являются гексасферическими координатами пространства А, - 
Затем к этим работам примыкают еще две заметки Ли, которые были 
опубликованы только в „Сб шрег МаспИсЩеп“ (1871, стр. 191 —209 
и стр. 535—551) и поэтому гораздо менее известны. В них общим образом 
рассматривается связь между пространством Ю,,: и просгранством, К» 
посредством изотропной проекции; в частности, Ли применяет изотроп- 
ную проекцию к ортогональной системе Ю,,;, причем получается очень 
интересный результат. Здесь геометрия прямых линий, рассмотрение 
которой первоначально стояло на переднем плане, но которая суще- 
ствует только для п==3, теперь совершенно отступает. Спрашивается, 
наконец, почему существование этих исключительно богатых мыслями 
работ Ли не дало до сих пор желаемых последствий; основание к этому 
можно видеть только в том, что в них рассматриваются наряду друг 
с другом такие разнородные вещи, как геометрия прямых линий, гео- 
метрия сфер, диференциальные уравнения. Всеми этими областями 
надо одинаково хорошо владеть, чтобы эти работы могли быть вполне 


‚1) См. также \/. В1азсНке, Кизе]зузеще Е!Баисоцгз ип \еНасНе Опроропа!- 
зу\ете, Май. Дейзсний, том 24 (1926). 


ИИ УЕ т ет торе рт иптлеаевичя 


+ 
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понятны; постоянный переход от одной обла 
известной опытности, которой обладают только немногие математики 1!) 
Среди новейших работ по геометрии сфер следует особенно назвать 
уже однажды упомянутые нами работы Штуди в Ма. Аппа!еп, т, 86—91 
а в связи с этим еще целый ряд работ того же автора в Ман, 2еН- 
ЗСВИЙ, т. 18—21. Там среди прочего рассматривается представление 
конформных отображений пространства К. с помощью дробно линей- 
ных подстановок в кватернионах (ср. С. Зернапоз, Ма. Аппа!еп 
т. 22, стр. 589, 1883). О связи группы Лоренца с геометрией сфер 
см. доклад Клейна: „О геометрических основах группы Лоренца“ 
(О. Маш. Уег. ЛавтезЬейсв+ 19, 1910; а также АБНапашпееп 1 стр. 533) 
В качестве общего собрания материала здесь еще раз особенно упо- 
мянем водержательную книгу Кулиджа: 1. Г. Соона се, А цеаНе 
оп Ше сибе ап@ Ше зрНеге, Охюга 1916. 
Диференциально геометрическая сторона геометрии сфер рассмат- 
ривается: в двух рядах работ Бляшке и Томсена в АБНапаипееп Чез 
Маш. бепитаг$ ег НашБиге1зсвеп ОшуегзНаь т. 3, 4 (1923—2926) и 
в Ма. Дейзсвин, т. 24, 95 (1926) и должны быть суммарно изложены 
в третьем томе лекций Бляшке по диференциальной геометрии. 


сти к другой требует 


$ 69. Группа геометрии прямых "линий Плюкера. 


В последних параграфах мы п 
геометрии: высшую геометрию сф 


точечную геометрию пространства Ю,.} и проективную геометрию на 
сфере в пространстве Ю,„+5; всегда мы имели преобразование ’с 
(и--2) (#--3):2 существенными постоянными. В этот ряд соответ- 
ствующих друг другу рассмотрений входит, как мы опять подчеркнем 
только для п—=3 гесметрия прямых линий. Основывается это на том, 
что прямые линии в пространстве мы определяем шестью координатами, 
между которыми существует квадратичное уравнение второй степени 
Р==0, определяющее все дальнейшее. При этом особенно приятно 
то, что в геометрии прямых линий линейные иногообразия, рас- 
сматриваемые на многообразии квадратичного ‘уравнения О 
в пространстве пяти измерений, все являются действительными 
Следовательно, образ Р — 0 можно сравнивать с однополостным гипер. 
болоидом пространства Ку, на котором также все линейные Е: 
образия — прямолинейные образующие являются действительными. 


Вспомним, как м , 
ы ы тогда вводили прямолинейные к 
исходили из матрицы тЫ 


ротивопоставляли друг другу три 
ер пространства А., конформную 


м № < 
У У № 


содержащей однородные коо 
вали ее шесть миноров Рае 
довательности ро, Р1з» 


— 


1). См. та . О’ 1 
12 а также Е. 2’'Оу!9410, Метопо 14псе] (3) 1 (1877) ипа Ма. Аппаеп 


’ 
рдинаты двух точек х; и у; и образовы- 


которые затем мы расположили в после- 
Р14» Рзё› Раз» Роз Как координаты линии соеди- 


17 
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нения обеих точек. Между этими шестью величинами существует 
квадратичное соотношение: 


Р=рорл Е РазРаз Е РиаРэз 


и обратно, шесть величин, удовлетворяющих уравнению Р —=0, если 
не все они обращаются в нуль, всегда можно рассматривать как прямо- 
линейные координаты. 

С другой стороны, величины ру. мы будем рассматривать как одно- 
родные координаты точки пространства В» которая уравнением Р =0 
связывается с некоторой определенной поверхностью второй. степени 
пространства Ю;. Левая часть этого уравнения Р==0 имеет отличный 
от нуля определитель. Если, далее, мы рассмотрим выражение Р с точки 
зрения закона инерции, то найдем, что оно равносильно форме “с тремя 
положительными и с тремя отрицательными квадратами. С этим свя- 
зано то, что получается относительно действительности линейных 
многообразий на Р =0, как мы только что указали. } 

Напомним еще, что условие того, что две прямые Ру, и Ру, 


пересекаются, дается приравниванием нулю полярного выражения 
формы Р: 

т’ о 

УР ® драу 


, 
Наконец, еще заметим, что прямолинейные координаты 4, получаемые 
из матрицы двух плоскостей и, ©, отличаются от р; только порядком 


. 88 
(см. стр. 88) ор 


Эр 

Мы тотчас спросим себя: какие имеются линейные многообразия 
на поверхности Р=0 в пространстве Ку? „Прежде всего мы обра- 
зуем из координат двух прямых рии Ру ею комбинацию 
Ри № и исследуем, когда уравнение Р(р‚„--^№р„)=0 удовлетво- 
ряется относительно Х тождественно. Располагая члены этого уравне- 
ния по степеням Х, мы получим: 


, ЭР(рк) И 
Рф.) Е 2) Ура, ОВ -^ Р(р;) == 0. 
Поэтому наряду с Р(р;,)=0 и Р(р)=0, которые наверное удов- 


летворяются, должно еще быть: 


кл 7 9Р(р) 
УР Эрзь о 


94: —= 


7 
Но это последнее условие показывает, что прямые р;, и ру, пересека- 


ются и тогда Ри-Н АР обозначает все прямые пучка (р, р’), т. е. все 
прямые, лежащие в одной плоскости с заданными прямыми и одно- 
временно проходящие через их точку пересечения. 

Следовательно, на нашей поверхности второй степени в про- 
странстве няти измерений имеется столько же одномерных ли- 
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нейных многообразий, сколько имеется пучков прямых, т. е. эти линей- 
ные многообразия зависят от пяти постоянных. 

Аналогичным образом мы рассмотрим лежащие на поверхности 
Р==0 линейные многообразия М5, исходя из линейной комбинации 
р-- ^р’-Е вр”, в которой Х и в являются произвольными, а прямые 
р, Р’и р” не лежат в ‚одном пучке. Мы ваходим, что подоб- 
нсе М, только тогда удовлетворяет уравнению Р==0, когда прямые 
р, р’и р" попарно пересекаются в пространстве АЮ,. Могут встретиться 
два различных случая: либо три прямые будут пересекаться в одной 
общей точке, либо они будут лежать в одной плоскости. Следова- 
тельно, в качестве результата получаем: имеется два типа линейных 
Овумерных многообразий на Р==0, изображающиеся в линейном 
пространстве: 1) все прямые, проходящие через одну точку; 2) все 
прямые, лежащие в одной плоскости. Каждый тип зависит от трех 
параметров. 

Следовательно, как на поверхности второй степени @ —=0 в Ю; 
мы имеем два однопараметрических семейства линейных многообра- 
зий — оба семейства прямолинейных образующих, так и здесь мы 
имеем Соответствующее противопоставление двух типов лннейных 
многообразий наибольшей размерности. Коротко мы их назовем 
связками лучей и полями прямых. Следовательно, здесь двойственно 
соответствующие друг другу элементы пространства Ю,, точка и пло- 
скость, выступают в новом соотношении друг к другу. 

Обратимся теперь к линейным преобразованиям. В пространстве 
Ю; мы имеем линейные точечные (или плоскостные) преобразовання 
и, далее, линейные двойственные преобразования, зависящие от 15 
параметров. Чтобы прежде всего говорить о коллинеациях, пусть для 
координат двух точек будут иметь место формулы подстановки: 


’ 
х.= ах, › 


У. м Уаиу, 1 


Мы видим, что величины ру, составляющиеся из координат этих 
точек, также будут подвергаться линейной подстановке, в то время 
как Р=0 будет переходить само в себя. Аналогичное имеет место 
для двойственных преобразований: | 


х, = Хади, 
у:= Хаит, . 


| й р 
Из них прежде всего следует, что координаты Ра» линейно зависят от 


координат 4. Но так как мы уже видели, что эти последние отли- 
чаются от соответствующих координат р, только порядком, то опять- 
таки получается, что также и при Овойственных преобразованиях 
координаты рух подвергаются таким линейным преобразованиям, 
которые переводят уравнение Р=0 само в себя. и 
Но теперь особенно важно обратить эти предложения. Если мы 


имеем шесть однородных переменных ру, то их общая линейная под- 
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становка содержит 36 коэфициентов. Но общая форма второй степени 
между шестью однородными координатами содержит 21 постоянную. 
Следовательно, этот подсчет дает, что в пространстве пяти изме- 
рений имеется как раз пятнадцатичленная группа. линейных преоб- 
разований, которые (общее) уравнение второй степени` переводят 
само в себя. 

Мы только чго нашли два пятнадцатичленных семейства линейных 
преобразований р;„, переводящие Р=0 в себя, а именно, с одной 
стороны, линейные точечные преобразования, с другой стороны, двой- 
ственные линейные преобразования пространства Ю,. Мы утверждаем, 
что в то же время они исчерпывают все те преобразования, которые 
вообще дает наш подсчет. 

Доказательство протекает таким образом: линейное преобразование 
величин ру, переводящее Р —=0 в себя, должно каждую прямую пе- 
реводить опять в прямую. Но точно так же каждое линейное семей- 
ство прямых оно необходимо переводит в линейное семейство прямых. 
Следовательно, в частности, из связок и полей пространства должны 
опять получиться связки лучей и поля лучей, причем еще суще- 
ствует двойная возможность: либо из связок получаются’ связки, 
из полей —поля, либо из связок получаются поля, а из полей — связки- 
Мы утверждаем; что первая возможность приводит к линейному то- 
чечному преобразованию пространства Ю., вторая к линейному 0в0й- 
ственному преобразованию. 

Что касается первой возможности, то получается, что если прямая 
первого пространства вращается вокруг некоторой точки, то прямая 
преобразованного пространства также вращается вокруг ‘некоторой 
точки. Но это означает, что точке всегда соответствует точка или, 
что мы имеем дело с точечным преобразованием. Но точки, принад- 
лежащие к некоторой прямой при этом необходимо дают опять-таки 
точки, принадлежащие некоторой прямой. Поэтому к нашему преоб- 
разованию мы можем применить ранее указанное предложение: всякое 
точечное преобразование, при котором коллинеарные точки опять будут 
'коллинеарными точками, необходимо дается линейной подстановкой 
точечных координат. Этим утверждение для первого случая доказано. 

Совершенно таким же образом проводится доказательство во 
втором случае, когда прямой соответствует опять прямая, а точкам — 
плоскости, и обратно. Заметим, что мы имеем дело с коллинеарным 
точечно-плоскостным преобразованием, и можем затем опять тотчас же 
заключить, что оно является линейным соотношением точек и пло- 
скосгей. На основании этого рассмотрения мы можем установить 
следующее: содержанием ‘проективной прямолинейной геометрии 
пространства трех измерений является прежде всего совокупность 
свойств прямолинейных фигур, остающихся инвариантными при всех 
коллинеациях пространства Ю. и его двойственных преобразованиях. 
Это предложение можно сформулировать еще следующим образом: 
содержанием проективной геометрии прямых линий является со- 
вокупность таких свойств прямолинейных фигур, которые остаются 
неизменными при произвольных линейных преобразованиях ру» пере- 
водящих уравнение Р =0 в себя. 
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Этим мы описали то, что было обещано в начале этого пара- 
графа: геометрия прямых линий входит в ряд тех геометрий, в основу 
которых положены шесть однородных координат, связанных уравне- 
нием второй степени; при этом рассматриваются все те линейные 


р 
преооразования шести координат, которые переводят само в себя 
уравнение второй степени. 


8 70. Связь между геометрией прямых линий Плюкера 
и геометрией сфер Ли. 


Проследим еще далее соотношение между геометрией прямых 
линий и высшей геометрией сфер. Прежде всего с аналитической 
стороны. Наряду с координатами Рук прямой линии, с условием Р==0; 
мы имели еще в $ 25 координаты сферы: 


ё 
ео, 


‚С 


| 


Л С АХ 
Ве не Г 


У 
< условием: 


ЯН — 8 — м0. 


Напомним, что: уравнение произвольной сферы в прямолинейных ко- 


ординатах х, у, г при введении величин &Ё ч, 5, А, в, у, принимает 
следующий вид: 


Уи - 22) — х — у— Жа-ь==0. 


Если мы имеем точку-сферу, ‘то \ и, следовательно, радиус г 
равны 0. Точечные координаты центра будут: 


У. 


Если сфера переходит в плоскость, то у=0 и из последнего 
нения получатся координаты плоскости: 


Ее: 2: 2%: — в. 


Как координаты р;, таким образом поставить в соответствие коор- 
динатам 6, т, С, \, ць, у, чтобы Р=0и @—0 перешли друг в друга? 
Для этой цели мы положим: 


урав-. 


рр, = -Н И 

рр, = — М, 

РРаз = НА, 

раз = —^, ` (*) 
рра = № 

а ме х 


Обратно, ‘из этих формул получаются соотношения: 


= ре-ЕРыи, ст = НР, 
$ = Р.з Ра» А = р — Ра, (о 


в= --2рщ, = — Эра. 
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Можно было бы также построить равносильную к (*), (&*) под- 
становку тем, что оставить в ней без изменения, например, ` коорди- 
наты сфер, а ра, наоборот, подвергнуть некоторой линейной подста- 
новке из пятнадцатичленной группы, сохраняющей уравнение Р=0. 

Если же обратить внимание на то, что для сферы имеет значение 
знак г, а следовательно, и А, то сущность заданных формул подста- 
новки выразится следующим образом: здесь каждой прямой линии 
ставится в соответствие ориентированная сфера, и каждой ориен- 
пированной сфере ставится в соответствие прямая линия. Противо- 
положно ориентированным, но совпадающим сферам соответствуют 
прямые, у которых координаты р:з и р.о Меняются местами. Далее 
точки-сферы характеризуются значением ^ равным нулю. Следовательно, 
им, в частности, соответствуют прямые линейного комплекса 
Раз=Р.о и притом это соответствие будет взаимно однозначным, 
потому что ведь у точек-сфер обе ориентации совпадают. Вообще 
всегда одну и ту же сферу, в качестве образа носителя двух ориен-- 
тированных сфер, дают такие’ две прямые, которые относительно. 
указанного линейного комплекса являются сопряженными полярами. 
и Здесь обнаруживается тот поразительный результат, что это преоб-. 

разование, переводящее прямые в сферы, а также все другие преоб-. 
разования, которыми можно его заменить, опять-таки являются. 
преобразованиями прикосновения. Прежде всего, две пересекающиеся. 
прямые дают две сферы, касающиеся в одинаковом смысле, так как условие 
пересечения прямых дается полярным соотношением относительно 
Р=0, а условие касания сфер дается полярным соотношением от- 
носительно ®@ —=0. Вследствие этого прямые пучка дают пучок сопри- 
касающихся сфер, т. е., говоря точнее, сфер, касающихся в одинако- 
вом смысле. Но линиями пучка мы определяем‘ двумерный элемент 
точно так же, как ориентированный двумерный элемент определяем 
пучком сфер. Следовательно, каждому элементу одного пространства 
соответствует элемент другого пространства, т. е. мы имеем во всяком 
случае преобразование элементов. Оно будет преобразованием при- 
косновения, если только соединенным элементам здесь-——там будут 
соответствовать опять-таки соединенные элементы и обратно. Выведем 
аналитические формулы для наших преобразований. элементов, из 
которых затем непосредственно должно получиться желаемое дока- 
зательство. 

Мы будем исходить в пространстве прямых линий из элемента 
с координатами: 

и}, Ио) Из» 4} 
№ Жо, Хо Хи с их=0. 
В пространстве сфер соответствующий элемент будет: 
Ч, И., Оз, и; 
Хь Х Хь Хы © ОХ=0. 


Чтобы найти связь между обоими элементами, мы прежде всего отыщем 
в пространстве прямых линий две прямые, принадлежащие элементу 
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элемента с ребрами (3, 4) и (1, 2) координатного тетраэдра. Соот- 
ветственно они даются: 


— и» Ри, 0, 0 и 0, 0, — и, -Ри., 
Затем из обеих матриц 


а № № 


Тм м о м| 
ее: и00 


| 

бо ши 

мы образуем координаты рассматриваемых прямых рии Ра. элемента, 
для которых (без множителя пропорциональности) мы найдем: 


Рь= их, их, Ра =0, 

Раз == 0, Ры =, х, Рщхь 

Раз =, й 3 т омль 

Ра — ИХ» Рая щЩ 

Ра — 45 ра= и. 

Рьз — — Ш; Ра = — | 


Сферы, соответствующие обеим этим прямым, по нашим общим фор- 
мулам м) имеют координаты: 


=: х: - > К ив щхь 
И и з ТЕ (муж ах), 
Ни, и бС=—фщх, —щхь 
А = и — их, А = — их, | изо, 
И 2и5х, = 2их1, 

У== 2и1х» ух. 


Обе эти сферы имеют общий двумерный элемент Х, И. Мы получим 
все сферы прикосновенвя этого двумерного элемента, рассматривая 
линейное семейство пи -|- т’’, тч-- т’м’ и т. д, где т и т’ произ- 
вольные параметры. Эти множители мы выберем теперь таким обра- 
зом, что получим течку-сферу и плоскость пучка, из координат кото- 
рых тотчас получатся координаты Х, И двумерного элемента в про- 
странстве сфер. Для этой цели, следует только обратить внимание на 
то, что точка-сфера характеризуется равенством А = 0, а плоскость — 
равенством у=0. В результате для Х, И получаются следующие 


значения: 1 Е 
А = АЕ АЕ, И =УЕ— Г, 
Хь = Мм АТ, О. =у’— УТ, 
А, ве 


У — Ув” 
Хау — №, №. в 


о ) 


и, х. Для этой цели мы определим точки пересечения плоскости 
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ОЕ ЕСО ЕВЕ Е етич 


в которые мы должны еще внести для &,..., У, #,..., у’ их вышепри- 


веденные значения. Здесь еще остается подтвердить, что, во-первых, /Х 
является кратным их (что необходимо должно быть ‘для того, чтобы 
мы вообще имели преобразование элементов) и, во-вторых, что 0 @Х 
является кратным и 4х; следовательно, соединенные элементы перехо- 
лят опять в соединенные элементы, и значит наше преобразование 
элементов действительно является преобразованием прикосновения. 

Наряду с этим доказательством, которое ограничивается простой 
вычислительной проверкой нашего утверждения, что прямолинейное 
сферическое преобразование является преобразованием прикосновения, 
мы приведем еще второе более наглядное доказательство, основанное 
на том, что условие соединенного положения двух элементов в линей- 
ном пространстве и в сферическом пространстве приводится к одному 
и тому же инвариантному виду. 

Начнем с геометрии прямых линий. Элемент (двумерный) здесь 
лучше всего определяется двумя пересекающимися прямыми Г и 5. 
Если ввести сокращенное обозначение (75 == $Г) 


7$ == Гуобза Н Изба | Г145э8 Е 73419 -Е 7л5баз- Гозбал» 


то прямые г и $ или, лучше сказать, их шесть однородных координат 
удовлетвапяют уравнениям: 


гг == 04.75 =0, 55 ==0. 


Если мы представим себе каждую из прямых ги $ зависящей от. 
одного параметра, то получим однопараметрическое многообразие 
элементов. Когда оно образует полосу?. Для этого, как мы раньше ($ 63) 
уже сказали, необходимо и достаточно, чтобы точка пересечения пря- 
мой г-| 4г с прямой $ -|- 45 (не обращая внимания на члены высшего, 
чем первый, порядка) лежала в плоскости г, $. Это условие может 
быть выражено таким образом: в пучке и, $ должна иметься прямая 
= а в. (т. е. «==аг-Р Ви), которая пересекает прямые 
(г а”) и ($- 45). Для чисел а, В это дает уравнения 


(аг + 88) Кг -Ё 47) = агг- аг аг -|- Вгз -- Вз г ==0, 
(ат -- 39) (5-Е 4$) == аз - ага -|- В5$ -- Вз 45 =0, 
которые в силу условия гг == 7$ == 55 ==0 и, следовательно, паг == $148 = 


—=0 сводятся к 
В$ 4" = аг 4$ =0. 


Так как а, В не оба нули, то, следовательно, должно, например, быть 
54 =0, что в силу 57 ==0, з4г--г 4$ =0 дает также г 45 ==0. Итак: 


$ аг =т1а$ =0 


является условием взаимного положения и, `следовательно, условием 
полосы. 


и $ истолковать так же, как координаты сферы с соотношением 7/ = 
== 55 =0 и условием г5 =0 для касания в одинаковом смысле. Сле- 
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довательно, если числа г, $ даны как функции одного параметра, так 
ЧТО ГГ ==7$ ==55 =0, то вследствие этого получается также и в сфе- 
рическом пространстве однопараметрический ряд элементов, и притом 
на этот раз ориентированных двумерных элементов. Остается еще 
только показать, что $ дг==г 45$ =0 опять является условием соединен- 
ного положения. Для соединенного положения нуль-сфера Л (г -| 47) -- 
-Нь ($ - 4$) в определяемом посредством. г-- 4, $-- 4$ ряде сопри- 
косновения, т. е. точка соседнего элемента должна лежать в пло- 
скости рг--5$ первого элемента: 


Хе--4д-ь 6-48} (р =0. 
В упрощенном виде это дает условие: 


№з5 аг-- врг $ == (Ав — ивр) $ 4г == — (Ав — р) г 4$ =0. 


Так как точка А (г-|- 47) |- в ($-- 4$) соседнего элемента не является 
соседней к плоскости р’--9$ исходного элемента, то определитель 
Аз — р ==0. Следовательно, мы пришли к старому требованию $ 4г == 
—=4$ ==0 для соединенного положения. 

Этим мы вновь доказали, что прямолинейно-сферическое преобра- 
зование Ли является преобразованием прикосновения. 


5$ 71. Элементарно-геометрическое рассмотрение 
прямолинейно-сферического преобразования. 


Познакомимся далее с тем, каким образом МЛи элементарно-гео- 
метрическим способом убедился в том, что соотношение между высшей 
геометрией сфер и геометрией прямых линий является преобразова- 
нием прикосновения. Правда. этот способ Ли несколько запутан, но 
зато представляет то преимущество, что на этом пути ясно. видно, 
как геометрия сфер Ли может быть построена на основе . элементар- 
ной геометрии. 

Как мы знаем, точкам-сферам, т. е. самим точкам пространства 
сфер, соответствуют в линейном пространстве прямые специального 
комплекса р: =р.о, общим же сферам (как носителям двух ориенти- 
рованных сфер) соответствуют две. прямые, являющиеся сопряженными 
полярами относительно этого комплекса. Обратно, Ли рассматри- 
вает, что соответствует точкам пространства линий в пространстве 
сфер. Чтобы это увидеть, мы будем исходить из некоторого пучка 
прямых комплекса р. =ра., т. е. из совокупности всех прямых ком- 
плекса, проходящих через одну точку. В пространстве сфер этому 
пучку соответствует некоторая изотропная прямая, именно прямая, 
все точки которой имеют нулевое расстояние друг от друга. Рас- 
сматривая теперь вместо пучка прямых их точку пересечения, мы най- 
дем: точке линейного пространства соответствует изотропная 
прямая сферического пространства. Резюмируя наши результаты, мы 
скажем: оба пространства таким образом отображаются друг на друга, 
что с обеих сторон выделяется определенный линейный комплексы— 
линейный комплекс р\з==Ра», Сс Одной стороны, изотропный ком- 
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плекс, с другой, и что всегда точке одного пространства соответ- 
ствует прямая комплекса, заданного в другом пространстве. 

Теперь, следуя Ли, мы геометрически убедимся в том, что этим 
дается действительно преобразование прикосновения. Тогда одновре- 
менно в последнем предложении мы получим первый пример ранее 
упомянутого семейства таких преобразований прикосновения, при ко- 
торых точки переходят в кривые. 

Ход доказательства следующий: Ли показывает, что из поверхности 
линейного пространства получается поверхность сферического про- 
странства, так что мы имеем перед собой преобразование поверх- 
ностей; что все касающиеся друг друга в некоторой точке поверхности 
переходят опять в поверхности, касающиеся друг друга в неко- 
торой точке, так что, следовательно, мы имеем преобразование эле- 
ментов. Отсюда непосредственно следует, что элементам в соединен- 
ном положении здесь, там соответствуют подобные же элементы, 
т. е. мы имеем достаточное условие преобразования прикосновения. 

Пусть в линейном пространстве задана какая-нибудь поверхность Р\; 
к ней мы построим поверхность Р>, сопряженную относительно ли- 
нейного комплекса, определяя в каждой точке соответствующую по- 


лярную плоскость. В силу инволюционного свойства нуль-системы 


отношение поверхностей РА; и Р. является взаимным. 

Поэтому две соответствующие друг другу точки р; и р» поверх- 
ностей Е; и Е. расположены таким ‘образом, что плоскость, соот- 
ветствующая одной из точек в линейном комплексе, является 


всегда касательной плоскостью, соответствующей другой точке. 


Представим себе проведенной прямую, соединяющую точки р; и 1»; 
назовем ее 5. Она будет общей касательной к поверхностям Р; и Р.- 
Она принадлежит, с одной стороны, пучку комплекса прямых, исходя- 
щих из р, (и лежащих в касательной плоскости точки ро), а с другой 
стороны, пучку, исходящему из р.. Легко видеть, что вообще суще- 
ствует конгруэнция подобных прямых 8, которые являются ` общими. 
касательными Е; и Е. Поверхности Р; и Ро, взятые вместе, образуют 
фокальную поверхность этой конгруэнции. 

Заметим, что соседняя к © прямая также принадлежит конгруэн- 
ции, возникающей от бесконечно малого вращения прямой # вокруг р, 
(или р.) в касательной плоскости к ро (или к р)), т. е.: среди линий, 
принадлежащих нашей конгруэнции в пучке р» Фигурирует пря- 
мая е с кратностью два и среди прямых, принадлежащих конгруэн- 
ции в пучке р» фигурирует прямая © также с кратностью два 
(общее свойство фокальных поверхностей конгруэнции). 

Перейдем теперь в силу нашего преобразования в сферическое 
пространство. Рассмотрим там поверхность Ф, соответствующую при 
отображении лучам © нашей конгруэнции. Отдельной прямой? = соот- 
ветствует отдельная точка ‘] на этой поверхности; но отдельным пуч- 
кам р, и ро будут соответствовать две изотропные прямые т, и т,, 
принадлежащие изотропному конусу, исходящему от 1. Так как пучки р, 
и р» содержат в конгруэнции луч & с кратностью два, то т; и то 
будут со своей стороны содержать на Ф точку 1 с кратностью два, 
т. е. прямые п, и т, будут как раз изотропными касательными по- 
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зерхности Ф, проходящими через точку прикосновения + касательной 
плоскости поверхности Ф. 

Всем этим мы достаточно охарактеризовали преобразование по- 
верхностей, которое из обеих поверхностей Р; и Р. линейного про- 
странства образует поверхность Ф сферического пространства. Теперь 


7! 
‘мы присоединим к Р, вторую’ поверхность ЁР,, касающуюся Р, в точ- 


ке р,. Тогда этой поверхности в линейном пространстве будет соот- 
зетствовать в качестве сопряженной поверхности некоторая поверх- 


у 
ность ЁР„ касающаяся Р, в точке р,. Вследствие этого поверхности 


’ / 
Е; и ЁБ, вместе дают ту же самую фигуру пучков р, и р, как _ и 
атоверхности Е и Ё.,. Поэтому ТЕ и Р,, с одной стороны, в. и И 


< другой, дают в сферическом пространстве две поверхности Ф и Ф,, 
которые доставляют ту же самую точку 1 и те же изотропные пря- 
мые т, и т.. Так как вместе с тем п, и п. лежат в касательной 
плоскости к поверхностям Ф и Ф’ в точке 1, то отсюда слёдует, что 
поверхности Ф и Ф”’ соприкасаются в точке 4. Но это означает, что 
все поверхности Е, касающиеся друг друга в точке р, дают поверх- 
ности Ф, касающиеся друг друга в той же самой точке |, т. е. мы 
имеем преобразование элементов. 

Как мы упомянули, этим одновременно доказывается, что эти пре- 
образования плоскостей также являются преобразованиями прикосно- 
вения. Все же преобразование прикосновения является только таким 
преобразованием элементов, которое одновременно является преобра- 
зованием поверхностей. 

Мы еще вкратце добавим некоторые замечания об особенно вы- 
дающихся свойствах нашего преобразования прикосновения. Из пря- 
мой получается ориентированная сфера. Переведенное на язык наших 
преобразований элементов, это предложение означает: все элементы, 
принадлежащие некоторой прямой, превращаются в элементы 
ориентированной сферы. 

Рассмотрим на сфере все элементы, точки которых лежат на не- 
‘котором круге. Их совокупность мы назовем сферообразной круговой 
полосой. Пример этого дает наше прежнее рассмотрение элементов, 
прикасающихся к „траекторному кругу“, т. е. тех элементов, которые 
«отдельная сфера линейного комплекса сфер имевт общими со сферами. 
комплекса, касающимися ее. 

Как же расположены соответствующие элементы, принадлежащие 
прямой в линейном пространстве? Между точками прямой и проходящими 
‘через нее плоскостями мы можем встретить проективное соот- 
ветствие такого рода, что плоскость будет вращаться по произволь- 
ному проективному закону вокруг прямой, если точка будет дви- 
гаться-по этой прямой. Тогда к каждой точке прямой мы присоединим 
‘элемент таким образом поставленной в соответствие нашей точке 
плоскости. Совокупность этих двумерных элементов мы назовем прямо- 
линейной нормальной полосой. Мы утверждаем, что нашей сферооб- 
разной круговой полосе соответствует такая прямолинейная нормальная 
‚полоса. Действительно, такая нормальная полоса будет доставляться 


НИЙ 


.270 ТЕОРИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 


всеми пучками прямых линейчатого линейного комплекса, которые 
пересекают фиксированную прямую комплекса. 

Если траекторный круг вырождается в точку-круг, т.. е. если он 
распадается на две пересекающиеся изотропные прямые, то прямоли- 
нейная нормальная полоса разлагается на пучок элементов, исходящий 
из какой-нибудь точки несущей прямой, и на плоскую полосу, кото- 
рая примыкает к нашей прямой вдоль какой-нибудь проходящей через 
нее плоскости. 

Это соответствие мы можем проследить еще далее. Рассмотрим 
однопараметрическое многообразие сфер, т. е. ряд сфер. Так как 
каждой сфере соответствует прямая, то ряд сфер переходит в какую- 
нибудь линейчатую поверхность и обратно. Если, в частности, ряд 
сфер является рядом прикосновения, т. е. последовательностью сфер, 
каждая из которых касается соседней сферы, то мы получаем раз- 
вертывающуюся поверхность, т. е., вообще говоря, совокупность каса- 
тельных некоторой пространственной кривой, так как ведь две сосед- 
ние прямые должны пересекаться между собой. Обратим теперь свое 
внимание на последовательность элементов прикосновения ряда при- 
косновения; они образуют, как мы уже раньше сказали, „полосу кри- 
визны“, т. е. нормали двух соседних элементов пересекаются. Этой 
полосе кривизны соответствует совокупность соприкасающихся эле- 
ментов пространственной кривой, огибающей прямые линии; эти эле- 
менты (также по ранее изложенному, см. стр. 238) образуют „сопри- 
касающуюся полосу“. Следовательно, наше преобразование прикосно- 
вения обладает замечательным свойством превращать полосы 
кривизны в соприкасающиеся полосы и обратно. 

Отсюда мы наилучшим образом поймем уже высказанное ранее 
(в 5 26) предложение о том, что в силу нашего преобразования две 
поверхности таким образом ставятся в соответствие друг другу, что 
линии кривизны одной переходят в асимптотические линии другой. 
Мы опять воспользуемся для обеих поверхностей только что введен- 
ными обозначениями Ри Ф. Задача определения на поверхности Ф 
линий кривизны, очевидно, сводится к тому, чтобы объединять эле- 
менты прикосновения Ф в полосы кривизны. Следовательно, она. дей- 
ствительно аналогична задаче определения на поверхности.Р асимпто- 
тических линий, т. е. задаче объединения элементов прикосновения 
в полосы соприкосновения или асимптотические полосы. 

К сожалению имеющее здесь место перенесение мы не имеем воз- 
можности проследить на других предложениях линейной и сфериче- 
ской геометрии. В качестве примера мы рекомендуем все те предло- 
жения, которые были уже установлены (5 68) для геометрии сфер 
путем сравнения с точечной геометрией пространства К.. 

Более подробное изложение очерченных здесь соотношений имеется, 
помимо названной работы Ли, в работах Штуди (в МапетаНзсвеп 
Аппа]еп, т. 86 —91), также уже неоднократно упоминавшихся. 

Подумаем еще, как запишется в сокращенных обозначениях, употре- 
бленных в конце 5 70, условие того, что в пространстве линий по- 
лоса г (#), $ (#) является соприкасающейся полосой или в простран- 
стве сфер полоса является полосой кривизны. 
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Если, например, воспользоваться способом выражения линейной 
геометрии, то для: обеих пересекающихся прямых, определяющих эле- 
мент поверхности, мы имели соотношения 


ТГ == 7$ == 55 =0, (1) 
из которых следовало: 
гаг = $ 45 =га$-- $ 4’ =0. (2) 
Далее, в качестве условия соединенного положения давалось: 
г 4; = —$аг=0. : (3) 


Если же полоса должна быть соприкасающейся полосой, то необхо- 
димо и достаточно для этого, чтобы скалярные функции а (0), В (#) 
определялись таким образом, что: 


а(аг-| 85) = мы. | (4) 


Именно тогда можно для представления полосы вместо ги $ исполь- 


зовать р == аг-|- В и ар = №-|- №5. Условие (4) теперь равнозначно 
с линейной зависимостью 


а Ваз -Раг-- В —0 _ (5) 


четырех систем чисел г, $, 4г, 4$. Уравнение (5) является простейшей 
формой условия соприкасающейся полосы. Если „умножить“ левую 
часть уравнения (5) на г или $, то в силу прежних соотношений 
(1)—(3) получится нуль. Поэтому подсчет размерностей дает, что 


уравнение (5) совершенно равносильно одному новому скалярному 
условию. 


$ 72. Теория характеристик диференциальных уравнений 
с частными производными первого порядка. 


Мы сейчас еще познакомимся с тем, каким образом изложенные 
здесь геометрические рассмотрения Ли поставил в связь с теорией 
диференциальных уравнений с частными производными первого порядка 
с тремя переменными. Для этого мы прежде всего поговорим об 
общем геометрическом смысле этой теории. Мы тем охотнее пойдем 
на это, что уже в предыдущем мы проделали предварительную работу, 
да и сама по себе теория, как таковая, очень важна. Пусть: 


_ 102 202 
Е ЕЯ 9 — бу 


и дано уравнение /(х, у, 2; р, 9) =0; это уравнение требуется про- 
интегрировать, т. е. требуется в самом общем виде отыскать функции 
2=Ф(х, у), удовлетворяющие „диференциальному уравнению с част- 
ными производными первого порядка“ Г(х, у, 2; р, 4) =0. Уже давно 
в эту теорию введены геометрические методы работы. Прежде всего, 
здесь следует назвать Монжа с его АррИсаНоп$ 4е Гапа]узе А 1а 


| 
} 
й 
} 
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овошё&ие !) (1809), затем, среди прочих, дю-Буа (Ри ‚Во!з, Венгасе 
‘иг ОшеотаНоп Чег раеЦеп О\МегепНа!есвипреп п аге! Уацащет, 
1864), из которой появился только первый том. В ней дю-Буа дает 
различные интересные приемы, не доводя их, однако, до окончатель- 
ного вида. 

Только Ли впервые удалось вывести определенные заключения, 
истолковывая х, у, 2; р, 4 как элементы поверхности (двумерные 
элементы) в пространстве Ю,. Из пятимерного многообразия двумер- 
ных элементов х, у, 2; р, 4 уравнением }(%х, у, 2; р, 9) =0 в про- 
‘странстве выделяется некоторое четырехмерное подмногообразие, из 
элементов которого требуется составить поверхности, т. е. надо найти 
поверхности такого рода, чтобы все принадлежащие им элементы 
‘удовлетворяли данному уравнению. Формулировка Ли является более 
общей. В силу этой формулировки требование интегрирования 
диференциального уравнения с частными производными и по- 
рядка Г==0 сводится к тому, что из четырехмерного многоо равия 
элементов уравнения }==0 требуется всевозможными способами 
составить двумерные многообразия, тождественно удовлетворяющие 
уравнению 42 — р ах —4 ау ==0, т. е. условию соединенного положе- 
‚ния соседних элементов. 

Эта формулировка Ли является более общей, чем обычная, потому 
что подобное „интегральное многообразие М“ при случае может 
выродиться в пространственную кривую или даже в отдельную точку 
пространства, как мы сейчас это ближе увидим. Как раз в этом и 
‚заключается преимущество трактовки Ли. 

Впрочем мы сейчас же укажем на то, что геометрические воззре- 
ния Ли наитеснейшим образом связаны с аналитическими приемами, 
имеющимися в знаменитой работе Пфаффа Ме#о4и$ Бепега!15 аедиа- 
-Нопез @ШНегепагит рагЧаНит... сотр!еёе ицертапа1. (ВегИпег АБнаца- 
1ипоеп, 1814.) В этой статье Пфафф ввел в рассмотрение названную 
-по его имени „проблему Пфаффа“. Задача интеграции диференциаль- 
ных уравнений с частными производными первого порядка с тремя 
переменными благодаря „проблеме Пфаффа“ получила следующее вы- 
ражение: пусть дано уравнение Г (х, у, 2; р, 9) =0, или в разрешен- 
ном относительно = виде: 2 ==% (х, у; р, 4). Тогда: 


вр % 
С другой стороны должно быть: 


42 =рах--а4у. 
Из обоих уравнений` посредством вычитания следует: 
04 д Г ТЫ 
и то 
Но это уравнение представляет уравнение Пфаффа для четырех пере- 
менных. Как раз вследствие этого приема Пфафф заменил вопрос 


9% 
42 = Эа ах-- 


1 Русский перевод: Гаспар Монж, Приложение анализа к геометрин, 
« ОНТИ, М.-Л. 1936. Прим. ред. 
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0б интеграции диференциального уравнения с частными производными 
2==$ (%, у; р, 9) вопросом о решении этой „проблемы Пфаффа“. 

Этот аналитический прием Пфаффа, очевилно, совершенно равно- 
значен с точкой зрения Ли, по которой х, у, 2; р, а рассматриваются 
как координаты элемента поверхности. Далее, вследствие этой анало- 
гии мы можем перенести на теорию проблемы Пфаффа в Ю, все то, 
что мы теперь изложим, оставаясь в пространстве Ю., о диференциаль- 
ном уравнении с частными производными { (х, у, 2; р, 9) =0; это по- 
служит хорошим руководством для общей трактовки проблемы Пфаффа. 

Теперь мы подразделим наши  диференциальные уравнения 
Л (% у, 2; р, 9) =0 на: 

а) такие, которые не содержат р, 4, т. е. просто имеют вид 
1 (© у, 2) =0. Правда, с обычной точки зрения это уравнение не 
является диференциальным, но оно является таковым с точки зре- 
ния Ли; т 

Ь) такие, которые являются линейными относительно р, 4. Их общий 
вид: Ар-|- В4 =С, где под А, В, С понимаются произвольные функ- 
ции х, у, 2; 

с) уравнения с произвольно входящими р, 4. 

Рассмотрим все эти три типа по порядку. 

Тип а). Разумеется, случай уравнения } (х, у, 2) =0 является 


‚ в высшей степени простым. Вообще оно изображает точки поверхно-. 


сти. Так как величины ри 4 остаются произвольными, то нашему 
уравнению удовлетворяют все связки двумерных элементов, центры 
которых лежат на поверхности } (х, у, 2) ==0. Теперь мы очень 
легко можем также найти все интегральные многообразия М.. 

1. Прежде всего к ним принадлежат сами, зависящие от двух па- 
раметров, связки двумерных элементов, центры которых лежат на по- 
верхности. 

2. Если на нашей поверхности мы начертим какую-нибудь кривую 
и возьмем все элементы, ее касающиеся, то мы получим также инте- 
тральное многообразие М.. ь 

3. Наконец, совокупность элементов, касающихся самой данной 
поверхности, также образует интегральное многообразие М,, которое 
мы назовем „особым интегральным многообразием М.“. Следовательно, 
в рассматриваемом случае мы сразу узнали все интегральные много- 
образия М.. 

Заметим еще, что эти образы, если только не говорить об особом 
интегральном многообразии М5, всегда составлены из однопараметри- 
ческого семейства полос определенного типа. Дело идет о полосах. 
или пучках двумерных элементов, содержащих общий линейный эле- 
мент поверхности. Эти, удовлетворяющие нашему условию, полосы 
зависят от трех параметров. Теперь без дальнейших пояснений понятно, 
как интегральные многообразия М, отдельной точки поверхности или 
кривой на поверхности составлены из подобных пучков двумерных 
элементов. Только для самой поверхности Е==0 это не имеет места; 
в соответствии с этим она занимает свое особое положение. 

Все эти замечания, сами по себе являющиеся тривиальными, при- 
обретут большое значение, когда мы будем рассматривать дальнейшие. 


Зак. 109. — Клейн. 18 


\ 
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случаи наших диференциальных уравнений, для различных предоста- 
вляющихся возможностей которых они послужат простейшими примерами. 
Тип Ъ). Рассмотрим теперь уравнение, линейное относительно р, 4: 


С — Ар Вд==0. 


В силу этого уравнения каждой точке х, у, 2 ставится в соответ- 
ствие семейство элементов; именно, все элементы, которые, как легко 
убедиться, проходят через направление ах: 4у:4г=А:В:С. Другими 
словами: уравнение С— Ар— Ва = 0 каждой точке пространства 
ставит, в соответствие пучок элементов поверхности. Если мы». 
в случае произвольного уравнения /(%, у, 2; р, 1) =0, исходя из 
точки х, у, 2, найдем конус, огибаемый элементами р, 49, то мы можем 
заметить, что уже и в случае линейного уравнения имеется этот конус; 
только здесь он является конусом. первого класса, т. е. вырождается 
в пучок. 

Исходя из этих рассмотрений мы теперь легко поймем обычный 
метод интеграции нашего уравнения С— Ар—Ва==0. Этот метод: 
начинают с того, что стараются интегрировать следующую систему 
обыкновенных диференциальных уравнений. 


4х:4у:42=А:В: С. 


Геометрически это означает: если итти все далее от произвольной 
точки в предписанном направлении 4х:4у:42, то отдельные напра- 
вления объединятся в определенные кривые. Эти кривые, зависящие 
от двух параметров, называются характеристиками диференциального- 
‘уравнения. После этого очень просто определить все интегральные 
поверхности. Именно, они будут даваться всеми поверхностями, обра- 
зованными однопараметрическим семейством характеристик, следова- 
тельно, например, характеристиками, исходящими из точек некоторой. 
пространственной кривой, которая сама не является характеристикой. 
Затем к ним относится в качестве „особого решения“ еще „фокаль- 
ная поверхность“ образованной характеристиками конгруэнции, но. мы. 
на этом останавливаться не будем. 

Этой обычной теории мы противопоставим теперь точку. зрения Ли. 
По Ли сами характеристики уже являются интегральными многообра- 
зиями М,, так как-в отдельных линейных элементах кривой имеются. 
пучки двумерных элементов, которые все удовлетворяют уравнению. 
7==0. К ним относятся далее в качестве интегральных многообразий Мь, 
поверхности, образованные характеристиками. 

Тогда для всех этих. интегральных многообразий М, можно’ 
опять установить предложение о том, что каждый из. них состоит 
из „характеристических полос“. Здесь мы назовем характеристиче- 

_ ской полосой каждую полосу (т. е. каждую однопараметрическую 
совокупность элементов поверхности, удовлетворяющих условию сое- 
диненного положения соседних элементов), которая примыкает к двум 


соседним характеристикам. Легко видеть, что эти характеристические- 
полосы. зависят от трех параметров, так Как каждая из характеристи-. 


ческих кривых зависит от двух параметров и для каждой из них 
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имеется однопараметрическое семейство соседних характеристик. При- 
веденный нами результат о том, что каждое интегральное многообра- 
зие М, состоит из семейства подобных характеристических полос 
ясен без дальнейших пояснений, как для самих характеристик, так и 
для интегральных поверхностей. : у 
Тип с). Рассмотрим теперь ближе общее диференциальное урав- 
нение /(х, у, 2; р, 9) =0. Величины р и 4 мы ‘можем рассматривать 
как координаты плоскости, проходящей через точку х, у, г. Если 
‚ затем, дано уравнение Л (х, у, г; р, 9==0, то каждой определен. 
ной точке х, у, 2 будет поставлена в соответствие „элементарная“ 
коническая поверхность. Интегральные поверхности, которые разы- 
ры ‚обычная теория, будут тогда определяться т что 
ой из своих точек они: каса 
и ‹асаются соответствующего элемен- 
Теперь, следуя Ли, мы спросим вообще об интегральных многооб- 
`разиях М;. Отдельная вершина конуса уже является интегральным 
многообразием М,. Но мы опять можем привести еще и другие инте- 
гральные многообразия М,. Например, мы можем заставить точку х, у, г 
лвигаться вдоль произвольной пространственной кривой и при той 
выбирать касающиеся пространственной кривой двумерные элементы 
из соответствующих конусов. Наконец, можно также исходить из не- 
которой произвольной поверхности и отыскивать на ней все двумерные 
элементы, удовлетворяющие нашему уравнению }=0; как правило 
они образуют на поверхности полосу, т. е. опять-таки интегральное 
многообразие /М,. На основании этого мы можем легко ва оить 
неограниченно много полос, при помощи „удобоисполнимых е 
ций“, т. е. без. всякой интеграции. и 
Но оказывается, что среди них опять имеются особенные полосы 
которые мы, как и в предыдущем случае, назовем характеристиче- 
скими полосами. В качестве их предварительного определения м 
возьмем следующее: г а 
Мы получим характеристические полосы, если проведем. на инте- 
гральной поверхности кривые, имеющие в каждой своей точке в ка- 
честве касательной направление, по которому соответствующий 
элементарный конус касается интегральной поверхности . 
Но самым важным будет следующее: 
Оказывается, что эти характеристические полосы могут быть 
определены независимо от отдельной интегральной и хност 
системой обычных диференциальных уравнений и что ия. 
этого, обратно, интегральные поверхности можно ст : 
характеристических полос. ее 
Чтобы изложить независимое определение полос, мы будем исхо 
дить из отдельного элемента и сначала отметим в НЕМ направление 
элементарного конуса, исходящего из его точки. Уравнение этого 
элементарного конуса для фиксированных величин х, у, 2 дается урав- 


нением 7 (х, у 2; р, 9)=0. Как найти 
ием Ир.“ Ь означенное нап 
4х: 4у:42 для данных значений х, у, 2; р, 4? и: м 


Ура внение 9х О 
| бр (РР) 59 —9=0 ме 


` 


о 


‚18. 
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ИЛИ 
97 ! 97 а КО 9л — 
282 "ба 9 (р 9 а) 0 


является условием того, что элемент р’, 4’ проходит через искомое 
направление. Пользуясь общим условием того, что прохождение эле- 
мента`р, 4 через направление 4х :4у:42 выражается уравнением 
ах р'  4у4' — 42 =0, мы найдем путем сравнения коэфициентов: 


д а ОЛ ОЛ -^ 9) 
а: Чао: (Р-Н 9)- —_ 
Это дает нам направление, в котором лежит та точка, которую мы 
должны выбрать для построения характеристической полосы. 

Телерь будем поступать двойственным образом. `Будем исходить 
из какой-нибудь плоскости; в ней лежит однопараметрическое семей- 
ство элементов нашего уравнения / = 0, соприкасающихся с определен- 
ной кривой плоскости. Пусть х, у, 2; р, 9 один из этих элементов. 
Мы хотим теперь опрелелить направление касательной кривой, исхо- 
дящей от точки х, у, = в плоскости р, 4, спросив себя, как мы должны 
изменить величины р и 4 для того, чтобы плоскость р, 4 вращалась 
вокруг касательной. Простое вычисление дает тогда: 


Го) 07. 0У 0; 
рии Иа 


Определение характеристических полос, которые мы впредь поло- 
жим в основу, будет таково: мы получим характеристическую полосу 
нашего уравнения (х, у, 2; р, 9) =0, если мы среди двумерных р 
ментов нашего уравнения будем таким образом продвигаться вперед, 
чтобы получить для точки элемента вычисленное направление дви- 
жения вперед, а для плоскости этого элемента получить вычисленное 

ение вращения. 
м а: мы как раз получим характеристические полосы 
на интегральных поверхностях, о которых мы говорили сначала, мы 
докажем только сейчас. Составим, при условии предварительного вве- 
дения множителя пропорциональности р для изменения величин х, У, 2; 
р, а при этом движении, из вычисленных определяющих уравнений 
следующий пропорциональный ряд: 


ах : ду: 4г Гар: 44 = 
р: д 
инь ан 


Но элемент всегда должен удовлетворять уравнению 1 (%, у, 2) р, 9) ==0; 
поэтому, должно быть: 


“ду. ‘д .9/ Код О: 
9х ЧА Еду Г = 42-- др ар-- 94 44 


Если вставить сюда пропорциональные члены, то мы получим для р 
значение р == — 1. 


‹ 
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Следовательно, наиш характеристические полосы будут опреде- 
ляться диференциальными уравнениями: 


ах:4у: 42: ар: 449 = 


боли 0 9У\. 97 97\. Оо 
ар: м (Рор 9) (ак НР): — (7 9). 

Что касается значения этих полос для интегральных поверхностей, 
то мы утверждаем следующее: и 

Если интегральная поверхность имеет с характеристической 
полосой один общий элемент, то она содержит полосу на всем ее 
протяжении. Можно получить все интегральные поверхности (если 
не обращать пока внимания на „особые решения“, которые мы здесь 
опять оставим в стороне и к которым мы еще вернемся), соединяя 
вместе характеристические полосы, которые исходят из элементов 
какой-нибудь другой полосы, удовлетворяющей уравнению | =0. 

К этому следует присоединить следующее соображение. 

Двумерные элементы пространства зависят от пяти параметров, 
а элементы, удовлетворяющие уравнению / = 0, от четырех. Эти послед- 
ние указанным образом соединяются в характеристические полосы, 
так что характеристические полосы определяются тремя постоянными. 
Тогда сущность метода интегрирования ‘диференциального уравнения ' 
с частными производными первого порядка, о котором здесь идет речь, 
заключается в следующем: прежде всего дело сводится к тому, чтобы 
определить трехпараметрическое семейство характеристцческих по- 


‚ д0с, которые составляются из элементов ‘уравнения. Затем ‚уже не 


представляет затруднений из этих полос. составить интегральные 
поверхности. 

Если эту теорию вы посмотрите в старых учебниках, то найдете, 
что, следуя Монжу, вместо того, чтобы говорить о характеристических 
полосах, обычно говорят о „характеристиках“, т. е. только о кривых, 
а не о соответствующих двумерных элементах. Как раз во введении 
„характеристических полос“ мы и видим существенное преимущество 
трактовки Ли. 

Возникает вопрос: как доказать наши предложения? Для этой цели 
уравнение /(х, у, 2; р, 4) =0 удобно разрешить относительно 2; мы 
получим: 2—4(х, ур, 9) =0. Этим, следовательно, исключаются те 
случаи, когда = вообще не входит в уравнение / = 0; эти случаи легко 
трактовать без дальнейших пояснений непосредственно. Тогда наше 


диференциальное уравнение для характеристической полосы перехо- 
ДИТ В 


ах: ау: 42: ар: 44 = 


9ф. 0%. 0 0%. 94. 0$ 
др: 94а :Р ор а Ре: Чечбу! 
Пусть теперь г — о (х, у) =0 будет интегральной поверхностью нашего 
уравнения / = 0. 

Вследствие этого мы можем положить: 


42 =рах-|- 9 4у, 
ар = гах-[ зау, 
449 = зах ёау, 


АИ ИА 
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где р, 4 обозначают первые, а г, $, # вторые частные производные 
от =. Если х, у, 2; р, 9 мы назвали элементом поверхности, то сово- 
купность х, у, 2; р, 9; Г, $, Е мы назовем куском поверхности. Для 
отдельной точки интегральной поверхности „кусок“ фиксирует не 
только касательную плоскость, но и кривизну. Теперь исследуем, что 
можно сказать о „куске поверхности“ некоторой интегральной поверх- 
ности, который соприкасается с данным элементом поверхности, 
Из данного уравнения 2 —% (х, у; р, 9) =0 следует: 


_ 59 9 и р 4% 
Если мы подставим значения для 42, ар, 44, то получим: 
9% д 9$ ‚0% 
рах--947=-- Ч Г ду УЕ: др ЧР (гах-Нзау)-- 0 Е. 
Тогда это уравнение должно обратиться в тождество, т. е. коэфициенты 


при @х и 4у в`обеих частях равенства должны быть равны. Это доста- 
вляет два уравнения: 


604 
и Е | о 
9% | :д 9% 
На Ра О 


Из них мы должны определить три величины у, $, #. Следовательно, мы. 
получаем систему решений, содержащую еще один параметр. Но это 


показывает, что одного и того же элемента х, у, 2; р, 4 касается 
целое однопараметрическое семейство кусков г, $, & удовлетворяю- 
ших нашему уравнению. 

Чтобы составить себе лучшее . представление об этих кусках, рас- 
смотрим соседний элемент х-- 4х, у ау, 2-42; р ар, а 44 и 
спросим себя, когда он соприкасается с одним из этих кусков поверх- 
ности. Тогда к нашим последним двум уравнениям присоединяются еще 


два следующие: 
ар=гах- ау, (3) 
44=з ах &4у. : (4) 


Теперь надо исследовать разрешимость относительно г, $, Ё системы 
этих четырех уравнений, изображающих отношение куска /, $, # к сосед- 
нему элементу. Мы просто поступим так, что действительно вычислим 
из уравнений 1 и 2, Зи 4 величины г и $, $ и Ё. Получится: из урав- 
нений |1 и 3 И 


и +2 (5-5) 9 
м 
$ № , 
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а из уравнений 2 и 4 


0% ( ф 
о ——-)а 
. а 9 И Ч ) у 
М . 
9% р 
, ОР + (4—5=) ах 
М › 
‚причем везде: 
0% 0% 


Если наши четыре уравнения должны быть друг с другом совместны, 
то оба значения для $ должны совпадать, т. е. должно быть: 


а ао 
Но это уравнение просто показывает, что соседний элемент х-Нах, 
уУ-Е4у удовлетворяет исходному уравнению &—% (х, у; р,'9) =0. 
„Поэтому если наши четыре уравнения должны быть разрешимы, то 
соседний элемент, как и исходный элемент, должен удовлетворять 
‘рассматриваемому диференциальному уравнению с частными произ- 


о 


. водными: 


Все же мы должны еще добавить ограничивающее условие для того, 
чтобы значения г, $, # были годны к употреблению без дальнейших 
‘рассуждений: знаменатель М должен быть отличен от нуля. 

Но если это условие выполнено, то мы можем сказать: каждый 
«соседний элемент нашего уравнения Г =—0 дает совершенно опреде- 


ленные значения для г, $ и &, т.е. принадлежит некоторому куску 


‚поверхности. Если же знаменатель № обращается в нуль, то значения 
7, 5, & будут, вообще говоря, бесконечными и в этом случае, конечно, 
ничего нельзя сказать без дальнейших исследований, так как мы нахо- 
димся тогда в особой точке интегральной поверхности: возникающие 
здесь возможности мы рассматривать не будем !). Однако дело обстоит 
‘иначе, если при №==0 числители также обращаются в нуль, так что 
мы для Г, $, { получим формулу `0:0, т. е. неопределенное выражение.. 
Но обращение в нуль числителя совместно с №М==0 приводит нас 
к условию 

9%. 0%. 0% 9% 


ао и ду, 
в котором мы тотчас узнаем диференциальные уравнения характери- 
стических полос. | 
Поэтому, если соседний элемент взят на характеристической 
полосе, то не возникнет никакого обращения в бесконечность для 
величин т, 5, 1, а получатся для них неопределенные значения. Мы 
заключаем, что соседний элемент касается всех кусков поверхности 
‚нашего уравнения. \ 


О 


1) Укажем без доказательства, что подобная полоса, вообще говоря, является. 


«ривой возврата, исходящей из нее интегральной поверхности. 


_® 
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Это предложение дает основу, из которой теперь получается доказа- 
тельство наших утверждений. Именно, если исходить из произвольного 
элемента поверхности х, у, 2; р, 4 и построить к нему какую-нибудь. 
интегральную поверхность, то таким образом определенный кусок 
поверхности г, $, { будет поставлен в соответствие этому элементу. 
Кусок поверхности содержит также соседний элемент характеристиче- 
ской полосы, как мы только что видели. От этого соседнего элемента 
мы можем таким же образом двигаться дальше; принадлежащий к нему 
кусок интегральной поверхности будет содержать следующий за ним 
соседний элемент характеристической полосы и так далее. Отсюда сле- 
дует, что вся характеристическая полоса лежит на интегральной поверх- 
ности и, следовательно, все интегральные поверхности, имеющие эле- 
мент х, у, 2; р, 4 общим, также имеют общей соответствующую» 
характеристическую полосу, исходящую от этого элемента. : 

Перейдем теперь от элемента х, у, 2; р, 4 к произвольному сосед- 
нему элементу, который находится с ним в соединенном положении и. 
удовлетворяет условию: . 


г, 9 
№М= о ЕР ду = 0. 


От этого соседнего элемента исходит новая характеристическая полоса.. 
Тогда на всем своем протяжении она будет лежать соединенно 
с характеристической полосой, исходящей из исходного элемента. Ведь 
всегда можно, как мы показали, найти кусок поверхности, содержащий 
первоначальный элемент и соседний элемент. Если расширить этот 
кусок до произвольной интегральной поверхности, то она будет содер- 
жать обе характеристические полосы, исходящие от этих элементов. 
Следовательно, обе полосы протекают по поверхности рядом друг 
с другом, т. е. они лежат соединенно на всем своем протяжении. 

Из этих результатов следует тот же метод интеграции диферен- 
циального уравнения с частными производными 2—4 (х, у; р, 9) =0,, 
которым мы и занимаемся. Представим себе прежде всего характеристи- 
ческие полосы определенными посредством интеграции их обыкновенных 
диференциальных уравнений. Тогда мы найдем общую интегральную: 
поверхность нашего уравнения г—% (х, у; р, 9) =0 !), выбирая все 
возможные полосы, для которых М-Е 0 и заставляя выходить соот- 
ветствующие характеристические полосы из различных элементов 
какой-нибудь определенной полосы. Тогда их совокупность покрывает 
некоторую соответствующую интегральную поверхность и. мы полу- 
чим, таким образом, общую интегральную поверхность, которую мы 
и искали. 

Следовательно, этим интеграция рассматриваемого диференциального 
уравнения с.частными производными сводится к интеграции системы 
обыкновенных диференциальных уравнений, посредством которой опре- 
деляются характеристические полосы. Правда, таким образом мы полу- 
чим только общее решение нашего диференциального уравнения; особые 
решения (если таковые имеются) исключаются. Они связаны с „0со- 


1) И разумеется каждую отдельную интегральную поверхность бесчислен- 
ное множество раз. 
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быми элементами“ уравнения, для которых в диференциальных уравне- 
ниях характеристических полос 


Е 0%. 9$ 
м 
все правые части ‘ 
9 0 0% 9% 
‘др? 04а? Вт оз} Ч ди 
обращаются в нуль. Остается исследовать в каждом отдельном слу- 
чае—в общем случае ничего нельзя сказать — дадут ли эти элементы: 
особое решение или нет. 

В качестве литературы, относящейся к теории особых решений, 
следует указать на знаменитую работу Дарбу в „Мешонез 4ез Зауан$ 
втапрегз“, т. 27 (1883). 

Теперь спросим себя о значении приведенного. метода интеграции. 
В более старых учебниках находят иногда подразделение диферен- 
циальных уравнений на такие, которые „можно интегрировать“, т. е. 
которые можно удовлетворить посредством известных элементарных 
функций, и на такие, „интеграция которых невозможна“, потому ли, 
что случайно мы не в состоянии найти интеграл в явной форме, потому 
ли, что действительно диференциальное уравнение не может быть’ 
удовлетворено элементарными функциями ($, с0$, 102, её ит, д.). 
Во всяком случае научная точка зрения заключается в том, что дифе- 
ренциальными уравнениями вообще пользуются для определения функ-. 
ций и только быть может исследуют, можно ли их выразить посред- 
ством знакомых функций или нет. В этом смысле наш способ также 
подлежит обсуждению. Значение сведения интегральной поверхности. 
к характеристическим полосам заключается, разумеется, не в том, что 
благодаря ему можно легче вычислить интегральную поверхность, чем. 
при обычном методе или при непосредственном разложении в ряд. 
Нетрудно построить примеры, в которых этого не будет. Скорее’ 
введение полос дает возможность лучше уразуметь порождение 
интегральных. поверхностей: видно, что функция 2=9(х, у) двух 
переменных, с одной стороны, зависит от течения функций одного 
переменного, ‘определяемых посредством полос, а с другой стороны, 
от произвольного порядка следования этих полос. 

Как же относится теория характеристических полос к теории 
диференциальных уравнений с частными производными Лагранжа, 
излагаемой в старых учебниках? Если дано диференциальное уравне- 
ние 2—ч(х, у; р, 9)=0, то по Лагранжу отыскивают функцию 
2= (х, у, 2; а, В) с двумя произвольными параметрами а, В, удо-- 
влетворяющую рассматриваемому уравнению. Подобную функцию 
2==9(х, у, 2; а, В) называют „полным интегралом“ уравнения. Но так как. 
каждая поверхность двупараметрического семейства 2 = (х, у, 2; а, В) 
изображает двумерное многообразие элементов, то смысл полного“ 
интеграла Лагранжа заключается в том, что надо попытаться 
каким-нибудь образом ‘подразделить четырехмерное многообразие: 


элементов уравнения г —(х, у; р, 9) =0 на поверхности, зависящие: 
от двух параметров а, В. м 


ПЕ ИИ СЯ КИТО Рене _ 
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Когда это удается сделать, то, следуя Лагранжу, находят огибаю- 
щие всевозможных однопараметрических подсемейств поверхностей 
‚2==Ф полного интеграла. Если просто положить В==о (а), т. е. В 
равняется произвольной функции а, то получим: 2=5(х, у; а, в (а)). 
Этим. из всего семейства выделяется однопараметрическое подсемейство 
интегральных поверхностей. Теперь находят кривые пересечения каж- 
дой из этих интегральных поверхностей с соседней поверхностью, 
присоединяя к 2==о(х, у; ч, в (а)) уравнение 


2=9(х, у;а-- дав («р 4«)).. 
Вместо последнего, учитывая первое уравнение, берем уравнение: 


др т 
ба 
Затем исключаем а из 
д 
2=®(х, У; @, ® (а)) и = 


‘и, таким образом, получаем „общий интеграл“. 
Наконец, Лагранж ‘берет еше огибающую всех поверхностей 
„2 =/Ф(х, у; а, В), определяемую уравнениями: 
0—4 
да ? р 
По Лагранжу она дает особое решение. : 
Этот ход идей Лагранжа связан с нашей общей теорией. Каждые 
две соседние поверхности полного интеграла имеют общую харак- 
теристическую полосу и поскольку общий интеграл огибает б6ес- 
жонечно много поверхностей полного интеграла, то это означает, 
что эти общие поверхности строятся из характеристических полос. 
Просмотрим еще раз наши последние рассмотрения. Они относились 
‘к следующим трем формам диференциального уравнения с частными 
производными: 


1. 1(х, у, д) =0; 
2. С -Ар—Ва=0и 
3. Общей форме 7 (х, у, г; р, 9 =0. 


Если эти три случая сравнить между собой, то мы увидим в них 
‘ту общую черту, что мы всегда имеем характеристические полосы, 
которые зависят’ от трех постоянных и из которых надлежащим 
‘образом выбранные однопараметрические семейства образуют некоторое 
интегральное многообразие М.. В случае 1 мы имели „пучок элементов“; 
в случае 2 — полосы, примыкающие к двум соседним характеристикам; 
в случае 3 — определяемые обыкновенными диференциальными ‘урав- 
нениями полосы, признанные нами как ‚характеристические полосы. 

Глубокую причину согласованности этих трех случаев мы видим, 
вместе с Ли, в том обстоятельстве, что два произвольных дифе- 
ренциальных уравнения с частными производными первого порядка 
8 „малом“ могут быть переведены друг в друга посредством пре- 
образования прикосновения, причем характеристические полосы 
сохраняют свое значение — или другими словами, что диференциаль- 


= =, = 


= 


® 
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‚ное уравнение с частными производными первого порядка в точках 


регулярности относительно группы преобразования прикосновения не 
имеют никаких абсолютных инвариантов. Но если считать это утвер- 
ждение доказанным, то, следуя Ли, мы тотчас увидим, что теорию 
‘диференциальных уравнений. с частными производными первого 
порядка можно прямо вычитать из простейшего подобного ‘уравне- 
ния 2==0, представив себе интегральные многообразия Л, этого 
последнего уравнения и выбрав все его свойства, остающиеся инва- 
риантными при преобразованиях прикосновения. Но эти интегральные 
многообразия М, изображаются, как известно, всеми двумерными эле- 
ментами в некоторой точке плоскости 2==0 или всеми двумерными 
элементами, соприкасающимися ‘с некоторой кривой на 2—0 или, 
наконец, элементами самой плоскости г2=0. Эти соображения Ли 
впервые были» опубликованы в Сб теег Масвисв{еп в октябре 1872г. 
Ср. далее 5 94, 95. 

Закончив этим изложение общей теории, мы перейдем теперь к ее 
отношению к линейной и сферической геометриям. Вследствие этого 
мы опять обратимся к работе Ли в Ма. Аппа!еп, т. 5 


$ 73. Диференциальные уравнения 
с частными производными геометрии линий и геометрии сфер. 


Что’ касается геометрии линий, то мы будем рассматривать линей- 
ную конгруэнцию и линейный комплекс. Линейная конгруэнция пред- 
ставляет собой двучленную систему прямых линий, в то время как 
линейный комплекс дает для каждой данной точки пространства целый 
конус из прямых линий, т.е. содержит трехпараметрическое семейство 
прямых линий. Мы ‘утверждаем, что с обоими образами легко можно 
связать диференциальное уравнение с частными производными первого 
порядка. Именно, следуя Ли, можно потребовать, чтобы в первом 
случае двумерный элемент всегда соприкасался с прямой линией кон- 
груэнции, во втором случае, чтобы двумерный элемент касался конуса 
комплекса, исходящего из его точки. /Лоэтому в первом случае мы, 
будем приведены к линейному, а во втором случае к общему дифе- 
ренциальному уравнению с частными производными первого порядка 
‚между ‚Хх, у, 2..В первом случае характеристиками являются сами 
прямые конгруэнции, а интегральные поверхности являются линейчатыми 
поверхностями, которые могут быть образованы из линий конгруэнции_ 
и, следовательно, характеристики на этих интегральных поверхностях 
являются одновременно асимитотическими линиями. 

Это все имеет место и для линейных комплексов; здесь также 
характеристики образуют на интегральных поверхностях, при- 
надлежащих к линейным комплексам, асимптотические линии. Как 
можно в этом убедиться? Для этой цели мы прежде всего выясним 
понятие кривой комплекса. Под этим мы понимаем кривую, огибаю- 
щую прямые комплекса. Происхождение подобных кривых мы можем 
себе представить таким образом, что.мы из произвольной точки вдоль _ 
некоторой исходящей из нее прямой комплекса продвигаемся впе- 
фед на один линейный элемент, затем .из конечной точки линейного 


\ 
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элемента продвигаемся вдоль соседней исходящей из этой конечной 
точки прямой комплекса на следующий линейный элемент; и так 
далее. Тогда видно, что все полосы диференциального уравнения 
с частными производными, которые являются полосами комплекса, т. е- 
примыкают к некоторой кривой комплекса, являются полосами при- 
косновения, так как соприкасающаяся плоскость кривой в произволь- 
ной ее точке всегда одновременно является касательной плоскостью. 
к исходящему из этой точки конусу комплекса. В частности, харак- 
теристические полосы являются примерами полос комплекса, поэтому: 
они также являются соприкасающимися полосами, следовательно, 
асимптотическими кривыми интегральных поверхностей. 

Эти соотношения Ли разработал еще далее в Ман. Аппайеп, т. 5. 
Вообще это уже старая задача — построить диференциальное уравне- 
ние с частными производными первого порядка, характеристические 
полосы которого являются асимптотическими кривыми. Ли показывает, 
что эти диференциальные уравнения исчерпываются диференциальными 
уравнениями линейной конгруэнции и линейного комплекса. Далее, по 
поводу двух линейных комплексов он исследует, что означает гео- 
метрически, если они имеют общие интегральные поверхности. Наконец, 
он занимается интеграцией линейных комплексов второй степени; эти. 
исследования в аналитической форме Клейн довел до конца в Май. 
Аппа!ел, т. 5 в работе ОБег семззе ш 4ег ГАмепреоте ве аш ге{еп4е 
ОШегепНа11е1снипееп. : 

Рассмотрим несколько ближе специальный пример, относящийся 
к теории диференциальных уравнений с частными производными линей- 
ного комплекса. В хачестве такового мы возьмем тетраэдральный 
комплекс. Как мы знаем, он определяется уравнением: 


арзоРва Е ОРизРаз Е СРаРов == 0 


и состоит из_всех прямых, пересекающих грани тетраэдра, при условии 
постоянного двойного отношения. Если мы возьмем этот тетраэдр 
в качестве системы координат х, у, г, т. е. введем неоднородный спо- 
соб записи, то названное уравнение примет вид: 


а (х’ — х) (уг’— У-ЬО — У) (2х —#)-Е 
Не (2” — 2) (ху — ху) =0. 


Если мы заменим х”, у’, =’ координатами х--ах, у-- ау, 2--4= 
соседней к х, у, = точки, то получим уравнение 


а ах (у42— 2 ау) | 6 4у(гах— хаг)- с4г(хау— уах)=0 
ИЛИ } 
(6 — с) х4уаг- (с — а) уагах-- (а— 5) гах4у = 0. 


Это уравнение при фиксированных х, у, 2 доставляет нам конус 
направлений, исходящий в нашем комплексе из точки х, у, 2. Найдем 
теперь уравнение касательной этого конуса. Мы найдем его тем же 
способом, как если бы мы в последнем уравнении понимали 4%, ау, а 
как однородные точечные координаты, а затем построили бы уравне- 
ние „конического сечения“ в плоских прямолинейных координатах 


Г (} 
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< условием иах-- о4у-- 42 ==0; следовательно, мы найдем его 
посредством приравнивания нулю окаймленного определителя из коэ- 


_фициентов: 


0 (а—6)2 с —@у и 
(а—5)= 0 (6—с)х |0 
(е—ау (6—6) х 0 ке . 

и и ® 0 


Подобно тому, как отношение величин ах:4у:4г, удовлетворяющих 
прежнему уравнению, дает нам направление конуса, так и отношение 
зеличин #:9:%, удовлетворяющих последнему уравнению, определяет 
касательную плоскость конуса. Тогда это детерминантное уравнение 
одновременно представляет искомое диференциальное уравнение с част- 
ными производными, если мы внесем в него вместо и, 9, ® 


д ду 91 
и бу 05? 
или также р, 9, —1. 
Спросим теперь, как это диференциальное уравнение интегрируется. 
Для этой цели проще всего опять обратиться к первому уравнению 
конуса, которое мы запишем: 


ауа 42 ах ах а. 
О-о еб 0. 


Сделаем подстановку 
108 Х = ь 102 у=т, 1052 =6 


т. е точечное преобразование, при котором пространство х, у, 2 
преобразуется в пространство Ё м, С; тогда получим: 


(6 —сачщ-- с —ащ% 4% + (@—5) &41==0. 


‚ Теперь займемся простейшей задачей — проинтегрировать это дифе- 
ренциальное уравнение и связанное с ним деференциальное уравнение 
< частными производными. Посредством обращения приведенной под- 
становки мы тотчас выполним интеграцию нащего прежнего дифе- 
ренциального уравнения с частными производными. 

Займемся' сначала последним уравнением. Оно, как мы сейчас 
увидим, представляет конус направлений, лучи которого встречают 
точки определенного конического сечения в несобственной плоскости. 
Это коническое сечение определяется уравнением: 


(6-ощ--е-чи-@а-—ви=о. 


Это коническое сечение мы будем называть просто абсолютным, так 
как нетрудно в каждом отдельном случае преобразовать его проек- 
тивно в абсолютное коническое сечение, если только не обращать 
внимания на действительность преобразований. Но тогда конус на- 


’правлений, исходящий от точки м, С будет доставляться изотроп- 
ными прямыми, которые из нее исходят. Следовательно, логарифмиче- | 
ское отображение переводит тетраэдральный комплекс в изотропные _ 


286 ТЕОРИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 
а ааа хезеаний В БОРА 


прямые, т. е. оно преобразует диференциальное уравнение направле- 
ний, а также, разумеется, и диференциальное уравнение с частными 
производными на одной стороне в таковое же ‘уравнение на другой 
стороне. 

Поэтому, если мы захотим теперь проинтегрировать наш тет- 
раэдральный комплекс, то перед нами будет стоять задача интеграции 
изотропного комплекса. Но это тотчас же можно выполнить; инте- 
гральные поверхности изотропного комплекса являются наи хорошо: 
известными изотропными развертывающимися поверхностями, а их 
характеристические полосы являются полосами этой поверхности 
вдоль изотропных прямых, ее образующих. 

Вместе с тем в этом примере мы находим наилучшее подтвержде- 
ние общего предложения о том, что две интегральные поверхности, 
имеющие общий элемент, содержат всю полосу, исходящую из этого 
элемента. Отсюда интегральные поверхности и характеристические 
полосы тетразэдрального комплекса получаются посредством логариф- 
` мического отображения; в частности, характеристики являются кривыми 
типа -кривых, которые соответствуют. изотропным прямым про- 
странства &, м, 6. . 

Этим мы закончим рассмотрение нашего примера и прибавим только: 
одно общее замечание. 

В конце концов мы поставили три линейных комплекса во взаим- 
ную связь, именно, в линейном пространстве мы имели линейный. 
комплекс р.з=рР.ь, затем в` сферическом пространстве — изотропный 
комплекс и, наконец, опять в линейном пространстве — тетраэдральный 
комплекс. Между первыми двумя комплексами мостом является прямо- 
линейно-сферическое отображение; между последними двумя — точеч- 
ное отображение, которое мы назвали логарифмическим отображением. 
Это сравнение трех линейных комплексов, таким образом поставлен- 
ных в соответствие друг другу, и было лля Ли исходной точкой, 
к которой примыкают все его работы 1870 года. Мы. уже в $8 47 


говорили о том, как Ли развил теорию минимальных поверхностей, 


которые в изотропном комплексе удовлетворяют диференциальному 
уравнению с частными производными второго порядка. Как Ли получил 
этот результат? Сначала он искал в тетраэдральном комплексе поверх- 
ности, удовлетворяющие некоторому диференциальному уравнению. 
с частными производными второго порядка, а затем подвергал их 
логарифмическому отображению, чтобы сразу выяснить, что’ здесь 
подобные поверхности дают минимальные поверхности, так что, сле- 
довательно, его теория таких поверхностей содержит теорию мини- 
мальных поверхностей. : 
Теперь, все то, что мы сказали о диференциальных уравнениях. 
с частными производными линейного комплекса и линейной конгру- 
энции мы должны перенести на соответствующие образы геометрии. 
‚ сфер. Сейчас же можно сказать, что в случае каждой сферической 
конгруэнции или каждого сферического комплекса мы можем также 
построить диференцигльное уравнение с частными производными пер- 
вого порядка. Вообще, дело идет о том, ‘чтобы из пятимерной сово- 


купности двумерных элементов пространства выделить четырехмерную. 
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совокупность. Для ‘этого в случае линейной конгруэнции мы выбираем 
просто все двумерные элементы всех сфер конгруэнции. Тогда задача. 
опять состоит в том, чтобы самым общим способом из этих элементов. 
составить другие поверхности. Очевидно, мы получим тогда все поверх-- 
ности каналов, огибающие сферы конгруэнции, потому что сферы: 
конгруэнции образуют, разумеется, полное решение рассматриваемого, 
диференциального уравнения с частными производными. Этим. случай 
сферической конгруэнции уже достаточно разобран. 

Сложнее обстоит дело с соотношениями в случае сферического: 
комплекса. Напомним, что в случае линейного комплекса мы выбирали. 


‚все элементы, соприкасающиеся с конусом направлений в некоторой 


произвольной точке; это будут все элементы пространства, принадле-- 
жащие одновременно двум соседним прямым комплекса. В соответ-- 
ствии с этим среди двумерных элементов каждой сферы комплекса нам. 
придется всегда выделять те элементы, которые она имеет общими! 
с соседними сферами. Но ими являются двумерные элементы сферы, 
прикасающиеся к соответствующему „траекторному кругу“. В самом 
деле, таким образом мы получаем совокупность двумерных элемен- 
тов, образующих то, что мы называем диференциальным уравнением. 
с частными производными сферического комплекса. 

Так как мы знаем, что характеристические полосы линейного ком- 
плекса являются полосами соприкосновения, то злесь мы имеем предло-. 
жение о том, что характеристические полосы сферического комплекса. 
являются полосами кривизны. На соответствующих интегральных по- 
верхностях они, следовательно, дают линии кривизны. Одновременно: 
соответствующие сферы комплекса являются соприкасающимися сферами: 
интегральной поверхности. 

Мы изложим теперь интересную связь этой теории с проблемой: 
геодезических линий, которую Ли также разработал вт. 5 Машемта-- 
Нзспеп Аппаеп, гораздо более общим образом. Пусть координатами 
сферы будут «, В, 1; г, причем а, В, 1 означают прямоугольные  коор-- 
динаты центра, а г.— радиус. Пусть задан специальный комплекс 
(а, В, 7) == 0, т. е. все сферы, центры которых лежат на поверх-. 
ности У=0. Дело идет о том, чтобы проинтегрировать этот специаль- 
ный комплекс, т. е. найти все поверхности, сферы кривизны которых 
имеют свои центры на поверхности = 0. Центр каждой такой. сферы 
кривизны относительно интегральной поверхности мы назовем центром: 
кривизны поверхности, так что, резюмируя, мы получаем следующее. 
предложение: проинтегрировать специальный комплекс УД (а, В, у) =0- 
значит найти все поверхности пространства, для которых ' одна 
из полостей поверхности центров кривизны’ совпадает с поверхно-: 
стью } (а, В, ® =0. З 

Так как в нашем комплексе Л (а, В, 7) =0, радиус г отсутствует... 
то ясно, что он переходит в себя при подстановке г” =и-|- соп5Ё. Эта 
подстановка представляет собой произвольное параллельное преобра- 
зование и, разумеется, всегда переводит интегральную поверхность. 


опять в интегральную поверхность. Поэтому вместе со всякой инте-_ 


гральной поверхностью комплекса. все ее параллельные ‘поверхности 
также всегда будут интегральными поверхностями. Для того, кто знаком. 


1 
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< общей теорией поверхностей центров кривизны, отсюда без 
дальнейших пояснений следует: полосам кривизны отдельных инте- 
гральных поверхностей, так же как и полосам их параллельных по- 
верхностей, соответствует на } (а, В, {) = 0 семейство геодезических 
линий, а сечения, которые доставляют параллельные интегральные 
поверхности с Д1==0, образуют семейство к нему ортогональных 
эквидистантных. кривых. 

Таким образом отыскание геодезических линий на /=0 и соответ- 
ствующих им эквидистантных кривых как раз соответствует отысканию 
характеристических полос нашего‘ сферического комплекса и образо- 
занных из них интегральных поверхностей. Характеристические полосы 
сферического комплекса являются просто эвольвентами прямых, лежа- 
щих на ] (а, В, 1) =0. А геометрическая связь между геодезическими 
линиями и системой эквидистантных кривых, с которой мы познако- 
мились раньше, является образом общей теории о составлении инте- 
гральных поверхностей диференциального уравнения с частными произ- 
водными первого порядка из его характеристических полос, 

В той же статье Ли связывает также теорию ‘линейных и сфериче- 
ских образов с исследованиями о диференциальных равнениях с част- 
ными производными второго порядка. В частности, мы здесь укажем 
на элегантную трактовку проблемы отыскания всех поверхностей со 
сферическими линиями кривизны 1). 

Что касается литературы по этой теме, то следует еще назвать 
книгу Ли и Шефферса (Г1е ип ЗсНне{Регз$, Сеоте{е 4ег Вегантипе5- 
ЧгапзфогтаНопеп, Ге!р24е 1896, вышел только первый том) и некото- 
рые главы в лекциях Дарбу по диференциальной геометрии. 

Перейдем теперь к последнему предмету этой части наших лекций, 
именно к краткому обзору общей теории преобразований прикосно- 
вения. Изложение этой теории будет теперь тем более просто, что 
мы уже о ней говорили. Прежде всего поговорим о перечислении 
‚всех преобразований прикосновения в Юз. 


$ 74. Общая теория преобразований прикосновения. 


Мы знаем, что в пространстве Ю; точки, кривые и поверхности 
‘одинаковым образом являются интегральными многообразиями М, про- 
блемы Пфаффа 4 —рах— а4у =0. Сообразно с этим мы будем клас- 
сифицировать преобразования прикосновения на такие, которые ставят 
в соответствие точкам точки же, или кривые, или поверхности. `Разу- 
меется это есть та классификация, которую предпочитает точечная 
точка зрения. Мы утверждаем: „каждый“ способ ставить в соответ- 
ствие точкам точки же, или трехпараметрическую систему кривых, 
или поверхностей дает „одно“ преобразование прикосновения. ` Разу- 
меется это утверждение имеет место „п К]епеп“ при надлежащих 
ограничениях. . 

Рассмотрим подробнее последний случай. Пусть дано какое-нибудь 
уравнение ® (х, у, 2; х’, у’, г/) =0. Если мы зафиксируем координаты 


1) См. по этому поводу \. ВИазспКе, Е1Аспеп ши ешпег ЗсНаг еБепег одег 
зроазсвег КташтипяШщеп, НашЬиго. АБНапа]ипреп, том 4 (1926). 
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х’, У’, 2’, то в силу этого уравнения точке Хх’, У’, 2’ одного простран- 
ства ставится в соответствие самым общим образом некоторая поверх- 
ность второго пространства и обратно. Прибавим еще те уравнения, 
которые определяют величины ри 4, р’и 4’ касательной плоскости 
‘товерхности в точке х, у, 2 их’, у’, 2’, именно: 


0 09 
0х `ду 
Е п 
92 `д= : 
до до 
ЕС дх’ , ду’ 
Р о, 00 
92’ 927 


Эти последние уравнения вместе с первоначальным уравнением ® =0, 


вообще говоря !), ставят в соответствие каждому элементу х, у, 2; р, а 


' / д 7’ ’ 
некоторый элемент х', у’, 27; р’, д’ и обратно, т. е. они определяют, 


вообще говоря, преобразование элементов. При этом уравнение © — 0 
‘называют направляющим уравнением (аедиаНо Чтесёих). 

Мы утверждаем, что уравнение @==0, вместе ,‚с четырьмя полу- 
ченными из него уравнениями, дает, вообще говоря, преобразование 
прикосновения. В этом легко убедиться аналитически, 

Из уравнения 8 = 0 следует: 


до 90 00 00 00 [61% 
о Ро Ра Ч Ра Но ау. 4=' 0, 
е. приращения ах, ау И Т. д. всегда связаны этим условием. Это 
последнее, если принять во внимание выражения для р, 9, Р’, 4’, перей- 
дет тотчас в следующее: : . 
до а ы в 
92 22 рах — ча (42' — р'ах' — 4'4у’) = 0. 


А из этого уравнения ясно, что мы имеем пе 
ние прикосновения. 


Перейдем теперь ко второму сл 


т. 


ред собой преобразова- 


о | учаю, в котором точки одного про- 
р а должны быть поставлены в соответствие кривым второго 


пространства и наоборот. Подобное соответствие самым общим обра- 
зом осуществляется одновременно наличием двух уравнений: 


91 (№, У, 2; х’, у’, 2) =0 и Ве: 2’) = 0. 


‹ 


1 
) В качестве условия для разрешимости получается, что определитель 


о 

бат’ Зи За 2 

д20 

› Где например 8. „ — ——^ 
Ра . дхдх’ 


ше обращается в нуль в силу уравнения © =0 


Вак. 199. — Клейн. 19 
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Если мы зафиксируем, например, х’, у’, =’, то х, у, 2 будут заполнять. 
некоторую кривую и наоборот. Теперь мы будем опять рассматривать 
двумерные элементы, касающиеся кривых в обоих пространствах. Для 
этой цели мы опять вычислим величины риа, р’и 4’, приналлежа- 
щие двумерным элементам линейного элемента кривой. Положим: 


9 (©: 419.) 9 (©: +0.) 
И АЕ, 
Ре бою т ое 

02 92 

и 

д (©. + ^0.) д (© л5,) 

О 9х’ И ду’ 

= де у Чт ооо. 
02’ 92’ 


В этих уравнениях А является произвольным параметром, так что 
9, --^9, =0 представляет собой линейный пучок поверхностей, про- 
ходящих через линию пересечения поверхностей 8, =0 и 9, ==0. 
Если к этим четырем уравнениям мы присоединим первоначальные 
уравнения ©, =0 и 9, —=0 и исключим произвольную величину А, то 
‘мы получим опять вообще говоря, пять соотношений между величи- 
нами ху, 2; ррд их’, у’, =’; р’, 4', т. е. получим преобразование эле- 
ментов. 

Эти уравнения представляют также некоторое преобразование 
прикосновения. Доказательство такое же, как и выше. Напишем 


уравнение: 
9(91 + Х9.) д (9. + ^59.) 


— ах--... | те 


которое следует из 8, --Л9, = 0; из этого уравнения после простого 
преобразования опять получится, что 42 —рах —аа4ус точностью до 
некоторого множителя совпадаетс 42’ — р’ах’ — 9’4у’. Уравнения: 8,=0 
и ©. =0 мы будем опять называть направляющими уравнениями. 

Наконец, будем исходить из трех направляющих уравнений: ®, = 0, 
2, =0, 9, =0. Эти уравнения изображают точечное преобразование, 
и мы уже знаем из предыдущего (а также можем это доказать анало- 
гично тому, как в обоих предыдущих случаях), что точечное преобра- 
зование всегда может быть рассматриваемо как преобразование при- 
косновения. 

Если мы хотим получить простые примеры для всех рассмотрен- 
ных случаев, то удобнее всего положить в основу билинейные урав- 
нения. 

Одно билинейное уравнение между координатами х, у, г; х’, У’, 2’ 
представляет общее линейное двойственное преобразование, уже давно 
знакомое нам. Два совместно рассматриваемые билинейные уравнения 
ставят в соответствие каждой точке пространства линию пересечения 
двух плоскостей, т. е. прямую линию. Поэтому точкам будут соответ- 
ствовать прямые линии некоторого комплекса. Подробное рассмотре- 
ние этого можно найти в уже не раз упоминавшейся работе Ли в 5 
томе МашешаНзснеп Аппа!еп; в качестве специального примера полу- 


2! = 0, 
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чается прямолинейно сферическое преобразование Ли. Именно отсюда 
Ли и пришел впервые к этому преобразованию. | 

Если, наконец, заданы три билинейных уравнения, то мы их можем 
разрешить относительно х^, у’, 2’ или же относительно х у,.=. Неиз- 
вестные будут равняться частным от деления двух определителей 
третьего порядка, как это легко видеть. Поэтому мы будем иметь 
перед собой Кремоново преобразование третьей степени. Этим весьма 
общим преобразованием пространства много занимались Кели и Нетер 
в 1870 г.: первый в Ргос. Гоп4оп Маета#са1 бое у, т. 3, а второй 
нь Аппа1еп, т. 3. Это преобразование в качестве специальния: 

в охватывает почти все изв 

и естные Кремоновы преобразования 

При этих рассмотрениях мы так развили теорию преобразований 
прикосновения пространства Ю,, как она представляется с точечной 


‚точки зрения. Теперь мы дадим более общие формулы, которые сде- 


лают координаты х, у, 2; р, 4 равноправными 
между собой п - 
ными. Напишем ) И. 


Х = (х%, у, =; р, 4), И 
У= У (х, у, 2; р, 9), Р=Р(х, у, 2; Р, 9), 
== (х, у, 2; р, 9), @ = О (х, у, 2; р, 4). 


и спросим себя, каковы должны быть эти ф 
) ункции для того, чтобы 
427 —РаАхХ — О 4Ус точностью до некоторого множителя совпадало 
с 42—р 4х — а4у. Относящиеся сюда результаты были опубликованы 
д в 1872/73 году в Уегвап@ширеп 4ег АкКадепие хи СвизНата. Затем 
он ей и дал прямой элементарный вывод в СОНш- 
аснисШеп в г. ив Ма. Аппаеп, т. 8 (1874 
следующим ‘образом. о 
Пусть Р(х, у, 2; р, 9) и Ф(х, У, 2; р, 9) — две произвольные функции; 
мы должны познакомиться с ковариантом подобной пары функций при 
произвольных преобразованиях прикосновения, т. е. в пространстве Ю 
с ковариантом функций Р, Ф и выражения Пфаффа 42г—р 4х — ау. 
Обычно этот ковариант обозначают через (Р, Ф). Он равняется 
3 дЕ аФ 0Ф аЕ дЕ аФ 0 
ЕГФ и) 0г а® 0Ф аЕ\. 
К а пе ао пе 


если мы выразим полные производные через 
частные произв 
т. е. положим . и 


то получим 


дЕОФ СсФоЕ 0ЕФФ 909 
75 О (рев ра») А 0 
(© др ох дрдх/ (‘04 бу Е 


(92. 9Е\0Ф 0Ф | 0Ф\0Е 
а адк (ра). 
Это выражение остается неизменным с точностью до некоторого мно- 


жителя при произвольном преобразовании прикосновения. Чтобы в этом 
Убедиться, спросим себя о значении равенства (Р, Ф) =0. Мы увидим 
Я ) 


19% 


292 ТЕОРИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 
Е ОВНА НО ВИ ОВ ИВАНА 


что это уравнение представляет соотношение неразрушающееся при 
преобразовании прикосновения. , 

При этом мы можем производить рассмотрения с двух точек зре- 
ния: либо уравнение (Р, Ф) =0 должно удовлетворяться в силу урав- 
нений Е=0 и Ф=0, либо же оно должно удовлетворяться для 
всех двумерных элементов, в то время как сами функции ЕиФ 
сохраняют значения: Р=С, и Ф=С., причем тогда оба эти уравне- 
ния будут являться двумя семействами диференциальных уравнений 
с частными производными первого порядка. Начнем с первого пред- 
положения, а о втором поговорим позднее только вкратце. 

Положим: 


ах :4у:а2:ар:44 = 


О О, а Е 
= бр да Пор 90а Ро‘ ду 9%: 


Согласно $ 72 эти диференциальные уравнения определяют характери- 
стические полосы уравнения Р = 0. Пусть теперь элемент х, у, 2; р, 4 
одновременно принадлежит уравнениям ГР =0и Ф ==0. Будем двигаться 
от.этого элемента х, у, 2; р, 4 по соответствующей характеристи- 
ческой полосе уравнения Р==0 к соседнему. элементу. Спросим себя: 
при каких условиях этот второй элемент будет принадлежать также 
уравнению Ф —=0, или вообще при каких условиях характеристи- 
ческие полосы уравнения Р = 0 одновременно являются полосами урав- 
нения Ф — 0? 

Для того, чтобы соседний элемент принадлежал уравнению Ф =0 
должно удовлетворяться следующее уравнение: 


0Ф 0Ф 
“дз @%-Е ... аа 44 =0. 


Если мы внесем в него вместо 4х, 4у,..., 44 приведенные выше 
отношения величин, то это уравнение перейдет как раз в уравнение 
(Р, $) =0. Так как выражение (Ё, Ф) симметрично относительно 
функций Р и Ф, то мы получаем следующий результат: равенство 
(Е, Ф) =0 означает то, что исходящие из общих элементов урав- 
нений Е=0 и Ф=0 характеристические полосы ‘уравнения Е =0 
являются полосами уравнения Ф = 0 и, наоборот, то, что соответ- 
ствующие характеристические полосы уравнения Ф —=0 являются 
полосами уравнения Е =0. 

Отсюда получается прекрасное следствие. Пусть опять х, у, 2 р, 4 
будет общим исходным элементом уравнений Р=0и Ф==0; из этого 
элемента приведем обе характеристические полосы 5, и $› уравнений 
Е=0и Ф=0. Затем через каждый элемент полосы 5$, проведем 
характеристическую полосу уравнения Ф =.0 и получим, таким образом, 
некоторую интегральную поверхность уравнения Ф = 0. Но эти полосы 
по только что сформулированной теореме принадлежат также и урав- 
нению Р=0, т. е. полученная поверхность является также интеграль- 


ной поверхностью уравнения Е==0; следовательно, оба уравнения’ 


Ф—=0и Е=0 имеют общую интегральную поверхность. Разумеется 
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мы можем также получить эту же самую поверхность, если проведем 
через элементы полосы $. характеристические полосы уравнения Е = 0. 
Обращение в нуль выражения (Е, Ф) имеет следствием то, что эле- 
менты трехпараметрического семейства общих элементов обоих 
уравнений Е =0 и Ф=0 могут быть объединены в однопараметри- 
ческое семейство общих интегральных поверхностей, из которых 
каждая является покрытой характеристическими полосами первого 
Уравнения и точно так же характеристическими полосами второго 
‘уравнения. 

Ли выражает это словами: Е=0 и Ф==0 расположены инволю- 
торно, так что содержание последнего предложения можно резюми- 
ровать следующим образом: условие того, что уравнение (Е, Ф) =0 
Удовлетворяется` в силу Е=0 и Ф-==0 означает, что оба ‘уравнения 
Е=0 и Ф==0 расположены инволюторно. Если же (Е, Ф) тождест- 
венно равняется нулю, то изменяется лишь то, что тогда все уравне- 
ния семейства Р = сопз{ находятся в инволюции со всеми уравнениями 
семейства Ф — сопз{, 

Из высказанных по поводу уравнения (Р, Ф) =0 предложений 
вытекает инвариантная природа самого выражения (Е, Ф). 

Общее преобразование прикосновения мы характеризуем. тем, что:. 


42 —РАХ— О ЧУ=р (42 —рах—9 45). 


Теперь, в частности, можно найти те условия, которым должны удо- 
влетворять функции Х, У, 7; Р, О, чтобы имело место это уравнение. 
Все промежуточные. вычисления. мы опустим; окончательным резуль- 
татом будет: : 


(2, Х) = (Е, =, )=@, 9=(У, РЕ(Ф, 9 =0 


(р, Д-Р, (9, = — 0, (, Х— (0, Ур 


и 


где 
907 9х ду1) 
о 


Обратимся теперь к значению выражений, обозначенных с помощью 
скобок. Так, например, равенство (2, Х) =0 означает, что уравнения 
2 = с01${ и Х==сопзф независимо от величин: обеих постоянных, 
должны иметь однопараметрическое семейство общих решений. Спросим 
себя, имеют ли в первоначальной системе координат уравнения 2 == с, 
Х=—=с’ подобные общие решения... Действительно, это так и будет, 
потому. что плоскости 2 =си х==с” пересекаются по однопараметри- 
ческому семейству точек и эти прямые являются общими инлеграль- 
ными многообразиями М5 обоих диференциальных уравнений с частными 
производными 2=с и х==с’. Если мы хотим преобразовать наше 
пространство таким образом, чтобы. 42— рах — ау оставалось инва- 
риантным, то в самом деле надо Г. и Х выбрать таким образом 
в функции от х, у, 2; р, 4, чтобы все уравнения Д=С и Х—С 


1) См. например Ме — Епре!, ТгапзюогтаНопзегирреп, том 2, стр. 122, 
Лейпциг (1890). 
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опять-таки имели общие интегральные поверхности. Аналогичное имеет 
место и для остальных условий, так что мы получаем полное геоме- 
трическое понимание нашей системы формул. Но из предыдущего 
все же не видно, что эти условия являются также и достаточными. 

В произведенных рассмотрениях наши формулы имели место в окрест- 
ности некоторого элемента. Если же хотят рассматривать все про- 
странство проективной геометрии, то будет целесообразно ввести 
однородный способ записи. При этом мы сошлемся на разработку 
Линдеманном лекций Клебша по геометрии, том 11). Там элемент 
определяется посредством однородных координат х/, Хо, Ху, Х. и Ш! Ио, 
из и: (вообще, в пространстве Ю,_, посредством х,,..., Хи и м) 
с условием хи —=0. Затем положим: 


Ре 


Здесь мы не вводим никакого множителя пропорциональности. Тогда 
для их =0 должно быть также ИХ =0 для того, чтобы мы вообще 
имели преобразование элементов положим, например, чтобы иметь 
перед собой определенный случай ИХ = их. Далее, мы естественно 
должны положить Х; равными однородным функциям (например, сте- 
‘пени &) переменных х;; тогда И; будут однородными функциями сте- 
пени 1 —« переменных х; для того, чтобы ИХ было линейным в пере- 


менных х;. Аналогичным образом, пусть Х, будут степени 1 —В в и, . 


а Ц; степени В в и,. Теперь мы требуем, чтобы 


У цалх, = У шах, 


чго означаег то же самое. Если эти уравнения выполнены, то наше 


преобразование элементов будет одновременно преобразованием при- 


косновения. В однородном способе записи наше выражение будет 
иметь вид: 


ИЛИ 


Тогда условие преобразования прикосновения будет выражаться тем, 
что, с одной стороны, 


(Хь Х,) = (Хь Ц = (Ц, Ц) =0, 


т. е. что каждое Х; должно находиться в инволюции с каждым Ху. 


ит. д., и что, с другой стороны, должно иметь место (Х,, И;) = 1. Мы видим, 
что эта однородная ‘формулировка хотя и систематичнее, но зато 
длиннее; чем неоднородная. Это как раз то самое ‘явление, с которым 
мы всэгда встречаемся, когда сравнивагм однородные и неоднородные 
формулы. Какие формулы заслуживают предпочтения, зависит от поста- 
новки исследуемого вопроса. 


1) См. также Ге — Епзе1, том 3, стр. 530 и след. 


„фиксированного полюса, например, из на- 
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$ 75. Дальнейшие примеры преобразований прикосновения. 


Познакомимся теперь с некоторыми примерами преобразований 
прикосновения. Мы уже познакомились в качестве преобразований 
прикосновения с общими точечными преобразованиями, затем с линей- 
ными двойственными преобразованиями, с преобразованиями высшей 
геометрии сфер, с соответствием между геометрией линий и геометрией 
<фер, но математическая литература дает еще многочисленные другие 
примеры подобных преобразований, которые также оказываются пре- 
образованиями прикосновения. Но только раньше, при введении этих 
преобразований, никоим образом не выдвигали на передний план их 
общий характер. 


5 75,1. Подэры. 


В качестве первого примера рассмотрим построение подэры (подо - 
зивенной линии) произвольной заданной кривой. Как известно, подэрой 
называется. геометрическое место оснований всех перпендикуляров, 
которые можно опустить из какого-нибудь 


чала координат, на касательные заданной 
члоской кривой. Например, в случае эллипса 
подэра относительно его центра будет зам- 
кнутой кривой, обвивающейся вокруг эллип- 
са, как это показано на чертеже 77. 

Мы утверждаем, #0 процесс, с помощью Черт. 77. 
которого из кривых возникают их подэры 
тносительно некоторого фиксированного полюса, является преобра- 
зованием прикосновения. Для доказательства мы будем исходить из каса- 
тельных заданной кривой, причем отдельная касательная пусть опре- 
деляется уравнением их оу--1==0. Тогда координатами основа- 
ния перпендикуляра, опущенного из начала координат на эту каса- 
тельную, будут: р 


и о 
а из 0? › т и 92° 


Представим себе, чго исходная кривая задана уравнением, связываю- 
ацим и и у, и перейдем к вспомогательной кривой, возникающей из 
заданной кривой в силу подстановки и == —& о=—1. Эта подста- 
човка представляет собой просто полярное преобразование относи- 
тельно единичного круга #--1? =1. Новая кривая & т обладает 
точечными координатами, равными по абсолютной величине и проти- 
воположными по знаку прямолинейным координатам и, 9 исходной 
кривой. Тогда из наших последних формул мы получим новое соот- 


ветствие 
и Пат 
сет › Р-Р 


между подэрой и точками ‘преобразованной кривой. Но это второе 


преобразование очевидно представляет собой инверсию & ч-—кривой. 
относительно того же круга -- 1? = 1. Следовательно, так как пере-’\ 
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ход от нашей заданной кривой к подэре представлен как последова-- 
тельный ряд указанных простых преобразований, уже известных нам 
в качестве преобразований прикосновений, то он, разумеется, точно 
так же является преобразованием прикосновения. Одновременно мы 
отметим, что наше таким образом полученное преобразование является 
взаимно однозначным: оно составлено из двух преобразований подоб- 
ного рода. Итак, наш пример приводит нас к следующему общему 


принципу: чтобы построить примеры взаимно однозначных преобра-. 


зований прикосновения, достаточно скомбинировать произвольное 
двойственное преобразование с произвольным кремоновым преобразо- 
ванцем. Общей теории однозначных и алгебраических преобразований 
прикосновения повидимому еще не имеется. 


$ 75,2. Зубчатые колеса. 


Теперь мы перейдем к совершенно другому примеру, который нам 
дает теория зубчатых колес. Представим себе на плоскости лва 
извне или изнутри касающиеся друг друга круглых диска, способных 

вращаться вокруг своих центров. Равномерное вра- 


мерное же вращение второго диска. Но разумеется 
таким путем нельзя перенести никакой силы, так 
как при сколько-нибудь большом сопротивлении кру- 
ги уже не будут катиться друг по другу, а будут 
скользить. Поэтому оба круга снабжаются по их краю 
зубчатыми ободами, отдельные зубья которых извест- 
ным образом входят друг в друга. Общий закон для 
конструирования подобных зубчатых колес состоит 
просто в том, что оба зубчатых обода при равно- 
: мернем вращении обоих дисков там, где они встре- 
чаются, всегда должны друг друга касаться. Зубья, которые как раз 
касаются друг друга, при этом, вообще говоря, скользят друг по 
другу. Чтобы легче обозреть эти обстоятельства мы предположим. 
что один из дисков прикреплен неподвижно к плоскости, в то время 
как второй катится вокруг первого, причем оба диска касаются друг 
друга снаружи (черт. 78). Очевидно, относительное движение обоих 
кругов будет в точности таким же, как и при наших прежних рас- 
смотрениях. Известно, что при подобном движении точка плоскости 
катящегося круга будет описывать „эпинциклоиду“ и притом обыкновен- 
ную эпициклоиду, вытянутую или запетленную ‘в зависимости ‘от 
того, лежит ли эта точка на границе катящегося круга, внутри его 
или вне его. Подобно тому как мы здесь рассматриваем точку в ее 
последовательных положениях при нашем движении, точно так же. мы: 
можем рассматривать произвольную, твердо связанную с катящимся 
кругом кривую (или какую-нибудь ее часть) в ее последовательных 
положениях. Мы видим, что при движении данной рассматриваемой 
кривой будет огибаться некоторая определенная другая кривая. 

Мы утверждаем, что соответствие между обеими кривыми пред- 
ставляет собой преобразование прикосновения, именно преобразова- 
ние прикосновения, превращающее точки катящейся плоскости в упо- 


Черт. 78. 


щение одного диска в силу трения ‘вызывает равно- 
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мянутые эпициклоиды. Чтобы доказать это’ утверждение, нам надо. 
только показать, что из двух касающихся друг друга кривых при дви-- 
жении в качестве огибающего образа получаются опять-таки две 
касающиеся друг друга кривые. Но это непосредственно следует. из 
того, что в момент, когда элемент прикосновения первой кривой: 
касается огибающей первой кривой, он одновременно касается. оги- 
бающей второй кривой, так как дело идет о том моменте, когда эле-- 
мент прикосновения в силу мгновенного вращения передвигается сам 
по себе. Нормаль элемента проходит тогда через мгновенный центр 
вращения, т. е. через точку прикосновения обоих исходных кругов. . 

Разобравшись во всех этих обстоятельствах мы можем (отвлекаясь: 
от практической точки зрения, которую можно приблизительно выра- 
зить в том смысле, что зубцы колес при движении не должны ударять- 
одно о другое) высказать следующее основное предложение всей 
теории зубчатых колес: один зубчатый обод берут произвольно и строят: 
другой зубчатый 060д 
в качестве той кривой, 
которая соответствует 
первому зубчатому обо- 
ду в силу нашего прео- 
бразования прикоснове- 
ния. 

Разумеется это по- Черт. 79. 
строение имеет место 
лишь для тех частей зубчатых ободов, которые участвуют во вхожде-- 
нии зубцов друг в друга, а не для прочих частей, которые должны 
удовлетворять только такому неравенству, чтобы зубчатые обода при. 
движении никогда не сталкивались. 

На чертежах 79 и 80 изображены две подобные пары зубчатых. 
колес. Причем черт. 79 надо понимать в таком смысле, что на одном 
диске насажены цилиндрические цапфы, из которых три, входящие: 
в данный момент в зубчатый обод второго диска, изображены на чер- 
теже в поперечном разрезе. 


$ 75,3. Преобразования прикосновения, сохраняющие периметр. 


Если мы будем определять ориентированную прямую С@ на плос- 
кости углом Ф, который она образует с некоторым постоянным 
направлением, и ее расстоянием р от некоторой фиксированной точки.. 
то мы сможем определить угол Ф с точностью до кратных 2т, а р также 
и по знаку. Тогда 4р:4Ф==4 будет давать расстояние. надлежащим 
образом ориентированной нормали М кривой, огибающей прямые фх, р,. 
от начала координат, так что мы можем избрать 9х, р, @ в качестве: 
координат линейного элемента Е с условием соединенного положения 
ар — 9.4% =0 (черт. 81). Тогда радиус кривизны р мы можем опреде- 
лить также и по его знаку формулой: , 


у р 


АР * 
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а длину дуги — также вместе со знаком формулой: 


в ре = [рае + [42 | 


3 частности, для „периметра“ замкнутой кривой получается: 


= [р4%. 


Если, например, мы будем посредством интегрирования в направлении 
абса вычислять по этой формуле периметр изображенной на чертеже 82 
кривой, то при вычислениях надо считать дуги аб и са положитель- 
ными, а дугу 0с — отрицательной. 
Поставим теперь задачу: найти те преобразования прикосновения 
на плоскости, которые сохраняют периметры замкнутых кривых. 
Легко видеть, что 
Г. эти „сохраняющие пе- 
риметры“ преобразо- 
. вания прикосновения 
переводят прямые ли- 
нии опять-таки в пря- 
мые ‘линии. Именно, 
@ › пусть С некоторая 
замкнутая кривая, а С* 
кривая, соответствую- 
щая ей в силу преобра- 
зования прикоснове- 
ния, сохраняющего периметры. Если мы будем изменять дугу между двумя 
линейными элементами а, 6 кривой С, то соответствующая дуга а*, 6* 
кривой С* должна таким образом меняться, чтобы первая вариация 
длины дуги в обоих случаях была одинакова. Но отсюда следует, что 
эти вариации должны одновременно обращаться в нуль, т. е. что вся- 
кой прямолинейной дуге должна опять соответствовать прямолинейная 
‚дуга, как мы и утверждали. 
Следовательно, искомые преобразования прикосновения могут быть 
представлены в виде: 


Черт. 81. Черт. 82. 


ф" =" (Фр), 

р* = р* ($, р). 
Представим себе ф и р ввиде координат точки Р круглого цилиндра, 
стоящего над единичным кругом с дугой х, причем р обозначает 


расстояние от плоскости этого круга (черт. 83). Тогда требование 
инвариантности 


/ 
1 


т [ ра 
будет означать для соответствующего точечного преобразования цилин- 
дра, что оно должно быть сохраняющим площадь и что, в частности, 
кривая, соответствующая единичному кругу р ==0, должна ограничи- 
зать площадь, равную нулю. Наоборот, если мы возьмем подобное, всюду 
взаимно однозначное и удовлетворяющее надлежащим предположениям 
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© непрерывности отображение цилиндра, то на плоскости ему будет. 
соответствовать некоторое преобразование прямых, сохраняющее пери- 
метры. ` 

Таким образом полученные преобразования теснейшим образом 
связаны с так называемыми „опиическими преобразованиями при- 
косновения“ плоскости, которые характеризуются 
тем, что они перестановочны с параллельным преобра- 
зованием. Именно, эти оптические отображения пере- 
водят параллельные и одинаково направленные ли- 
нейные элементы Е, и Е с общей нормалью № 
{черт. 84) опять в. таковые же. Следовательно, к ним 
принадлежит преобразование (ориентированных) нор- й 


‚малей, а это преобразование оказывается сохраняю- 


щим периметры. Обратно, каждому заданному отобра- 
жению нормалей, сохраняющему периметры, соответ- ‹ 
ствует оптическое преобразование, однозначно опреде- 
ленное с точностью до параллельных преобразований. ы 
Подробнее об этих исследованиях для случая пло- Черт. 83. 
<кости см. уБляшке (Ма. Аппаеп, т. 69, стр. 204— 
217, 1910); соответствующие вопросы в случае пространственной гео- 
метрии см. у Штуди: Е. З+иау, ОБег Наш!оп$ сеотезсне ОрН#к 
ип Чегеп Веженипееп иг ТНеоце 4ег 
ЗВегйбтипезНапз{юогтаНопеп (ЗабтезЬенсЬ+ Чег 
О. Маш. —Уег., т. 14, стр. 424—438, 
1905). 
Отметим еще: если ва цилиндр пере- 
нести лагерровские преобразования плоско- 
сти с помощью нашего отображения прямых плоскости на ‘точки 


цилиндра, то на цилиндре получатся проективные преобразования 
цилиндра в себя. 


Черт. 84. 


$ 75, 4. Вариации постоянных. 


Последний пример мы заимствуем из астрономии ‘или механики. 
Мы имеем в виду теорию вариации постоянных. Чтобы не пришлось 
отклоняться слишком’ далеко, мы будем здесь говорить только о мате- 
матической стороне предмета. Пусть в пространстве п--2 измерений 
с переменными 2, 2, х,, х.,..., х„ имеется какое-нибудь диференциаль- 
ное уравнение с частными производными первого порядка, в котором 
само = не фигурирует: 


92 92 ‚ 02 
а О» а. 


Нашей задачей будет определение характеристических полос нашего 
диференциального уравнения, поскольку они зависят от & рн 
т. е. при оставлении в стороне 2. Здесь мы имеем п-- 2 переменных, 
но все же те соотношения, которые мы установили в $ 72 для трех 
переменных, переносятся и на этот общий случай. Положим: 
д2` дг дг 
Е о ** дыр» 
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—д—ддд———— 


Тогда диференциальные уравнения характеристических полос, если мы 
оставим в стороне =, будут: 


а: ах: ах. :... ах, : ат: ар: :... : ар, = 


Е 
—— + дл О др О дрь . ... у др» . дЕ . дж СС ИСУ, От 


Определенные этим характеристические полосы дают нам тогда. траек- 
тории той механической задачи, для которой Е==0 является так 


называемым диференциальным уравнением с частными производными. 
Гамильтона. 


В небесной механике дело обстоит таким образом, что полагают 


диференциальное уравнение с частными производными, имеющим сле-. 


дующий вид: 0—=Р=/-- =, где е весьма мало. Уравнение /=0 
представляет собой здесь так называемое’ „первоначальное диферен- 
циальное уравнение“, а =!’ — так называемый „возмущающий член“. 
В соответствии с этим все уравнение Р==0 называют возмущенным 
диференциальным уравнением. Интегрирование „первоначального“ 
уравнения }==0 неё представляет никаких затруднений, а в частности 
и определение характеристических полос невозмущенной задачи, т. е. 
ее траекторий. Основной мыслью в небесной механике является то, 
что характеристические полосы возмущенной задачи Е —=0 не слишком 
разнятся в своем течении от траекторий первоначальной задачи /= 0. 

Сначала представим себе вычисленной отдельную траекторию 
невозмущенной задачи и зафиксированной с помощью некоторых постоян- 


ных 4,,..., 9; В1,..., В, И С, т. е. зафиксированной так, чтобы неко- 
торые 2п--1 функций от & х,,...,х,; р.,...,Рр» имели постоянное 
значение С;9;,...,а,„; В,,...,В„. Тогда, хотя эти функции координат 


в случае возмущенной задачи и будут изменяться с течением времени, 
но все же медленно, их изменения особенно удобно могут быть вычи- 
слены с помощью приближенных методов. Поэтому введем в качестве 
новых переменных эти 2п-|-1 функций (которые мы коротко будем 
обозначать также через С;а,,..., а; В.,...,,) вместо переменных 
8х... Рь--..Ви. Как раз в этом и заключается метод вариации 
постоянных. 

Теперь мы утверждаем: введение переменных а., В, С, выбранных 
надлежащим образом, будет как раз преобразованием прикосновения. 
Чтобы это доказать, представим себе найденным полный интеграл (в смысле 
Лагранжа) уравнения ‘'/=0, т. е. интеграл с 21-1 постоянными. 
Пусть он определяется уравнением: 2=%(&х,,....хза,..., а„)-—|- С. 
Последняя постоянная С входит здесь аддитивно, потому что в нашем 
` первоначальном диференциальном уравнении сама переменная = явно 
не входила. Положим, прежде всего для определения характеристи- 
ческих полос: 


ба 02 02 
и 0. 9х. Рр © дж, Рп- 


Эти величины определяют нам касательную плоскость, касающуюся 
поверхности 2 =Ф-|- С. Для полного определения полос мы перейдем 
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от поверхности 2=®--С с помощью изменения постсянных к сосед- 
ним поверхностям. Это приводит нас к диференциальным уравнениям, 
как например 


0г 92 
‘дат 44 -- 9с ас = 0. 
Тогда, предположив между приращениями 44 и 4С определенное соотно- 


ацение, мы получим следующую систему уравнений: 


— 


9% 
Зет И 
д 
д В», 
дэ 
д а В,» 
тде В,,...,В, какие-нибудь новые постоянные. 
Эти уравнения вместе с уравнениями 
92 92 92 
2=Ф-- С, Е“ 0 дх, — Ръ 


представляют нам характеристические полосы. Тем самым С, «, В вво- 
дятся в качестве некоторых функций величин 2, х ир (в дальнейшем 
при подсчете переменных величин Ё ит мы будем оставлять в стороне) 
и эти функции, которые, следовательно, для нашей невозмущенной 
задачи являются постоянными, Мы введем в качестве новых пере- 
‚менных. 

Здесь мы только докажем, что вышеприведенное введение новых ` 
переменных С, а, В; действительно представляет собой преобра- 
зование прикосновения. Дело в высшей степени просто. Именно, если 
мы будем рассматривать 2—‹ — С==0 как направляющее уравнение, 
то мы просто будем иметь перед собой такое преобразование при- 
косновения, какое мы имели раньше в случае трех переменных. Потому 
что без дальнейшего ясно, что в силу наших формул: 


42 — р. ах, — Р2 ах. 7 Р ах, = р (ас — Ва, И В„4а,). 


Полученное с помощью „вариации постоянных“ введение новых пере- 
менных является просто примером преобразования прикосновения, 
заданного направляющим уравнением. . 
Добавим еще общие заключительные замечания: преобразования 
прикосновения уже с давних пор описанным образом встречались 
в механике; несовершенство заключалось только в том, что их свой- 
ства не изучались абстрактно, а в каждом отдельном случае изучались 
специально придуманным для данного случая образом в связи с уравне- 
нием Р==0. Поэтому старые изложения этого предмета имеют такой 
вид, как если бы дело шло об искусственном приеме, специально. 
придуманном для данного уравнения. В эту область впервые внес 
ясность геометрический способ рассмотрения Ли. Ср. далее $ 94, $ 95. 
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$ 76. Теория инвариантов преобразований прикосновения. 


Теперь мы познакомимся с некоторыми вопросами теории инва- 
риантов преобразований прикосновения. Прежде всего займемся такими 
свойствами геометрических отображений, которые остаются инвариант- 
ными при произвольных аналитических преобразованиях прикосно- 
вения. Здесь следует назвать две работы Ли, появившиеся одна в Ма. 
Аппа]еп . (в 8-м томе, в 1874: „Веэтйпаипе ешег шуацашеннеоне 
Чег ВегаВтипзнапогтаНопеп), и другая в Уешап@шиееп уоп СнизНаша 
(1872); см. также Се$. АБвапаширен, 3 (1922), стр. 1. Из этой последней 
работы, озаглавленной Киг2ез Кезитё штеНтегег пецег Твеопеп, мы 
приведем некоторые отдельные результаты: 

1. Мы мимоходом уже упомянули относительно одного заданного 
уравнения, /(х, у, 2; р, 4) = 0, что оно не доставляет никаких инвариан- 
тов относительно произвольных преобразований прикосновения; напро- 
тив, всякое подобное уравнение можно перевести во всякое другое 
уравнение подобного же типа, например, в простейшее уравнение 
2==0 посредством подходящего преобразования прикосновения. Дей- 
ствительно, более подробное рассмотрение общих формул преобра- 
зований прикосновения, как мы их установили в $ 74, показывает, 
что функцию 2 можно положить равной произвольной функции 
1(х,у,2;р,4), после чего еще надо соответствующим образом опре- 
делить Х, У, Р, ©. Но вследствие этого уравнение /=0 превращается 
в уравнение 7 = 0. 

Мы можем поставить еще далее идущий вопрос, значение которого 
само собой понятно. Если уравнение /=0 переходит при преобра- 
зовании прикосновения в уравнение }’==0, то очевидно из интеграль- 
ных поверхностей первого уравнения получаются опять же интеграль- 
ные поверхности второго уравнения, так как интегральная поверхность 
является таким соединением элементов уравнения, при котором всякий 
элемент находится в соединенном положении со всеми соседними 
элементами. Все только что сказанное имеет место при преобразовании 
прикосновения одновременно для каждого диференциального уравнения 
с частными производными /==0. В противоположность этому суще- 
ствуют более общие преобразования, которые обладают этим свой- 
ством только для отдельного уравнения }=0 и поэтому должны быть 
названы преобразованиями прикосновения относительно /—0. Напри- 
мер, преобразование ‘элементов, переводящих уравнение 2 —= 0 в себя, 
никоим образом не обязано быть преобразованием прикосновения, 
если мы только потребуем, чтобы всякий интеграл уравнения 2 = 0 
переходил в интеграл уравнения 2=—0, т. е. чтобы все элементы, 
касающиеся некоторой кривой плоскости = =0, превращались в эле- 
менты, касающиеся какой-нибудь другой кривой плоскости 2=0. 
Мы особенно подчеркиваем этот факт, потому что по этому поводу 
в „Динамике“ Якоби имеются невервые утверждения. Пусть В” будет 
подобное преобразование, переводящее интеграл уравнения 2=0 
опять же в интеграл уравнения 2==0, а В — произвольное преобра- 
зование прикосновения. Тогда очевидно В’В будет самым общим 
преобразованием, переводящим уравнение 2==0 в другое диферен- 
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циальное уравнение, так что интегралы переходят опять в инте- 
гралы. 

2. Далее, спросим себя, каковы будут инварианты системы, задан- 
ных выражений /(х, у, 2;р, 9), © (х, у, 2;р, 49) и т. д. при произвольных 
преобразованиях прикосновения. Как раз этим вопросом Ли занимался 
подробно в 8-м томе Ма. Аппа!еп и выяснил, что при этом всегда 
дело идет о рассмотрении скобок (}, $). В подробности мы здесь. 
входить не можем. 

3. Наконец, мы должны рассмотреть специальный тип уравнения 
второго порядка — уравнения Монжа-Ампера, о котором мы уже упо- 
минали в 5 32. Эти уравнения имеют вид: 


А (#— 52) + Ви-- Св ЕЕ 0, 


где А, В, С, О, Е обозначают произвольные функции от х, у, 2; р, 4, 
а г, $, ё— частные производные второго порядка от 2 по х, у. Сле- 
дует отметить, что Дарбу построил геометрическую теорию этого 
типа уравнений (би{асез, т. 3, стр. 263 и след.), в которой, например, 
указывается, что уравнения Монжа-Ампера обладают характеристи- 
ческими полосами и т. д.; только Дарбу не столь непосредственно. 
пользуется точкой зрения Ли, как это было бы желательно. 


Ампер главным образом рассматривал те случаи, в которых эти: 


уравнения имеют первые интегралы. Под этим понимается соотно- 
шение | 
и (х,у, 2; р, 9) = (о (х, у, = р, 9)), 


в котором и и х обозначают какие-нибудь определенные функции: от 
х, у, р, а, а Г произвольную функцию от 9. Эта формула оче- 
видно представляет собой бесчисленное множество диференциальных 
уравнений с частными производными первого порядка, и легко 'убе- 
диться посредством диференцирования, что их интегральные поверх- 
ности удовлетворяют уравнению, Монжа-Ампера. 

Обратно: многие математики, по примеру Ампера, занимались, 
в частности, выяснением того, когда уравнение Монжа-Ампера. 
вообще допускает подобный первый интеграл. 

Затем в область этой теории вступает Ли, перенесший поня- 
тие преобразования прикосновения на случай уравнения Монжа- 
Ампера. Подобно тому, как отдельное диференциальное уравнение 
с частными производными первого порядка может быть приведено. 
к виду 2=0, точно так же можно ожидать, что и отдельное 
Уравнение Монжа-Ампера будет обладать простой нормальной фор-. 
мой. Я здесь вкратце приведу результаты, имеющиеся в упомяну- 
том обзоре Ли; их доказательство полностью, повидимому, нигде 
не опубликовано. 

а) Всякое уравнение Монжа-Ампера можно путем надлежащего. 


‘преобразования прикосновения сделать линейным, т. е. привести 


к простому виду: 
В’и-- С’ Е ОЕ-Е’ =0. 
) Если уравнение имеет первый интеграл и = (9), то можно 
добиться нормальной формы г=0, или $ —0. 
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В обоих случаях интегральные поверхности получаются тотчас же. 
В случае г=0 они даются формулой 2 = У, (у)--хУ. (у), где У, и 
У, произвольные функции от у; ясно, что вторая производная г от = 
равняется нулю. Точно так же интегральные поверхности уравнения 
-$ ==0 даются формулой 2 =Х (х) -Е У (у), где Х — произвольная функ- 
ция от х, а У— произвольная функция от у. В последнем случае 
2=Х (^х) и == (у) являются двумя первыми интегралами; ‚нам надо 
только представить себе прежние и, 9 замененными через = их, 
‘соответственно через г и у, что для нас не представляет никакого 
затруднения, так как мы уже привыкли уравнения 2==0, соответ- 
ственно, х==0 рассматривать как диференциальные уравнения с част- 
ными производными первого порядка. 

Таким образом теория диференциальных уравнений высших порядков 
-может извлечь пользу из применения преобразований прикосновения. 
Теперь возникает естественный вопрос, не существуют ли также 
и преобразования соприкосновения второго порядка, т. е. преобразо- 
‘вания, выражающие Х, У, 7; Р, 0; КЮ, $, Т через х, у, 2; р, 4; г, $, Ь 
подобно тому, как существуют преобразования прикосновения, выра- 
`жающие Х, У, 7; Р, О через х, у, 2; р, 9. Беклунд (ВАскшпа) показал 
в 9-м томе (1876) Ма. Аппаеп (а раньше в 1874 г. в т. 10 Тавгез- 
зсыИЕ уоп Глаа), что на этот вопрос приходится ответить отрица- 
-тельно; т. е. что все преобразования соприкосновения сводятся к уже 
‚известным преобразованиям прикосновения. 

Теперь вместо общих преобразований прикосновения можно ‹рас- 


‚сматривать также исключительно алгебраические в частности одно-, 


значные или бирациональные преобразования прикосновения. Тогда 
‚для этих преобразований особый интерес будут представлять уравне- 
‚ния /(х, у, 2; р, 9) =0 с алгебраическими коэфициентами, т. е. такие 
уравнения, которые можно рассматривать во всем пространстве. Теперь 
‚спрашивается: какую специфическую алгебраическую теорию инва- 
‘риантов доставляют эти алгебраические преобразования по сравнению 
-с теорией инвариантов всех преобразований прикосновения? Как мы 
‹знаем, алгебраические уравнения, о которых идет речь, можно, следуя 
‚ Клебщу, написать так же как коннекс: / (х1, Хо, Хв» Хи |1, Из, Шу, и.) = 0, 
.с условием их =0. Уравнение } =0 будет, в переменных х, одно- 
родным некоторой степени а, а в переменных и— однородным неко- 
торой степени В. Следовательно, можно спросить: какие инвариантные 
‚свойства представляет подобное алгебраическое уравнение стноси- 


тельно произвольных бирациональных преобразований прикосновения?‘ 


Но все же еще важнее для изучения трансцендентных функций, опре- 
деляемых алгебраическим диференциальным уравнением }=0, должно 
быть определение инвариантов подобного уравнения, которые это 
уравнение доставляет при подобных алгебраических преобразованиях 
переменных х; и и, являющихся однозначными не для всего про- 
странства, а только для элементов }=0, и припом имеющих для 
„этих элементов характер преобразования прикосновения. 

Ли развивал теорию преобразований прикосновения только с.анали- 
‘тической точки зрения: алгебраическими преобразованиями он не инте- 
‘ресовался. Надо надеяться, что тонкие исследования алгебраистов об 
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однозначных преобразованиях 


с общей трактовкой преобразо 
вал Ли. 


П 
о ы к этому обзору теории преобразований прикосновения 
рые литературные сведения. Укажем еще раз на книгу Ли и Шеф- 
ре о преобразованиях прикосновения (Лейпциг, 1896), в которой под-= 
р ь т а ме из затронутых здесь геометрических вопросов: 
и имеется во’ втором томе, из 
, данной совместно 
ое, большой работы о группах преобразований (Лейпциг, 1890). 
р Ея время Е и Хейгаром (Р. Неегаага) издается пол- 
ние сочинений Ли. Пока появились 
. два тома этого выдаю 
щегося 
и о поводу преобразований прикосновения в механике следует 
- появившуюся в 1924 г. в этой ж | 
а е серии книгу Уиттекера 
и: динамике ?). Трактовка Ли дифе 
. ренциальных уравне- 
и ра преобразований прикосновения принята во НЫЕ 
т никах |урса по этому предмету. К связи преобразований при- 
овения с вариационным исчислением мы еще вернемся ($ 94, $ 95) 
я ый 


(М. Нетер) вступят во взаимодействие 
ваний прикосновения, как ее разрабаты- 


) В настоящее время издание закончено: [1 е $ 


В-де 1— УИ, Териа-_ Оз1о, 1922545 „ безаштеНне АБВапа!преп, 


з $ . ВИ Си у у 
1036. Русский перевод: Уиттекер, Аналитичебкаятдинамика, ОНИ 69. 


Прим. ред: 


Важ. 190, — Клейн, и 
о _20 


ТРЕТЬЯ ЧАСТЬ. 


ПРИМЕРЫ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЙ _ 
ИЗ ПОСЛЕДНИХ ДЕСЯТИЛЕТИЙ. 


ДОПОЛНЕНИЯ. 


Теперь мы изложим ряд геометрических исследований, которые 
послужат нам для понимания путей дальнейшего развития геометрии, 
указанных Клейном и Ли. При этом, как уже показывает само заглавие 
этой третьей части, мы никоим образом не претендуем на исчерпываю- 
щую полноту, а приведем только несколько дополнений и детализаций 
к ранее рассмотренным вопросам. 

Мы начнем с изложения геометрии линий Штуди, находящейся 
в тесной связи с рассмотренными в этих лекциях исследованиями по 
геометрии линий. Мы это делаем тем охотнее, что научная деятель- 
ность Клейна началась под влиянием Плюкера, как раз с геометрии 
линий, и что Клейн сохранил любовь к этой ветви геометрии и 
в позднейший период своей жизни, как это можно видеть из его заме- 
чаний к первому тому его полного собрания сочинений.- 

С другой стороны исследования Штуди оставались до сих пор мало. 


известными, так что и с этой точки зрения наш обзор вполне. 


уместен !). 
ГЕОМЕТРИЯ ЛИНИЙ ШТУЛИ. 


5 77. Принцип перенесения Штуди. 


Пусть ху ^:, Х„, Хз — однородно написанные прямоугольные коор- 

динаты, т. е. 

№1 > №3 

№’ №’ 
уже обычные декартовы координаты. При этом мы их. нумеруем иначе» 
чем раньше, так как для дальнейшего это будет целесообразнее. 
Тогда условие соединенного положения точки х и плоскости и будет 
выглядеть таким образом: 


у щх;: =0 ® 


и уравнение нуль-системы ($ 16) получит в плоскостных координатах 
ВИД: 
Фавициь =0, а -- ам = 0. | (2) 
7, 


1) Для дальнейшего см. также С. Зерте, АЗ Топпо 47, стр. 308 —327 
и 384 — 405. 
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Найдем ось этой нуль-системы. 
плоскость и = {1, 0, 0, 0} 
уравнение 


Для этой цели возьмем несобственную 
и получим для ее полюса на основании (2) 


х ао. — 0. 


Следовательно, точечными координатами этого полюса будут коэфи-^ 


циенты 4. Поэтому плоскость, перпендикулярная направлению к этой 
точке, будет определяться уравнением 


х \ 
№ -- х ау == 0, (3) 


т. е. иметь координаты и == {\, ал, а 
› 401, @д», аз}. Ее полюс п 
иметь координаты р о 


Жь — х Яли 
ИЛИ 


Яъ= Ак х ада. (4) 


Подробно написанные формулы (4) гласят: 


И 2 2 2 
Е т (, тр 445 Г @з), ] 


а а 
о 
@31 @1о 
т 403 401 (5) 
2 == Л — , 
а. а 
12 @531 _ 
а а 
аа | 
03 а а ] > 
23 @31 


Эта точка х ] Т р ": ° ИСКО у = = 


Теперь мы утверждаем: нуль-системы с координатами: 


р 
4—9, а, =“а»-- аз, (6) 


коаксиальны, т. е. имеют общую ось. 


Именно, на Ио 
‚ направление оси 4, =оа, не зависит отд ит. Далее: 


коорди и 
. т наты полюса х, плоскости (3) (например при \ =0), перпенди- 
улярной неподвижному направлению оси, находятся из уравнений (5) 


ИСК 
ЖЕ, 


20+ 
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т. е. этот полюс является неподвижным. Так как через него проходит 
ось постоянного направления, то и она является неподвижной, что 
и утверждалось. Обратно, легко убедиться, что соотношения (6) изо- 
бражают все нуль-системы, коаксиальные с данной. 

Если мы будем искать в пучке (6) нуль-систем (или линейных: 
комплексов, если рассматривать нуль-линии нуль-системы) особые нуль- 
системы, т. е. такие, для которых 

/ / ГА 7 ГА № 
аа -- @»аз -- ава, =0, 
то мы найдем для с: уравнение 
2 2 2 2 
о (и Е Чо ту 443) 9 (а 453 т 4 ›@ зу — @ оз а.) =0. 


Следовательно, в пучке существуют два особых комплекса, именно 


с =0и . 
3 90153 -Ё @02@з1 -- аз» (7) 
о @о1ао1 —- @02@о> -- @оз@оз ° 


если мы предполагаем знаменатель отличным от нуля. Этому последнему 
значению с:то соответствует линейный комплекс, состоящий из всех 
прямых, пересекающих общую ось нашего коаксиального семейства. 
Поэтому, если подставить в уравнения (6) вместо с и < значения с, о, 
то в соответствующих ой получатся линейные координаты этой оси. 

Подстановку (6) можно представить себе еще следующим образом. 
Мы объединяем действительные числа а; в, известные комплексные 
величины, положив 

А; = а, | вазу, 


А. = @ 2-Е ваз, (8) 
Аз = @з-- в», 


где = удовлетворяет соотношению =? =0. Это будут так называемые 
„дуальные“ числа, которые мимоходом рассматривались уже раньше 
(стр. 245). Если умножить эти А, на общий дудальный множитель 
с-- ет, А, = (с--ет)А„, то после выделения действительной и мнимой 
части получатся как раз формулы (6). 

Итак, ы видим: всякой тройке дуальных чисел А, соотвествует 
некоторая нуль-система, если только исключить тот случай, когда 
все А,=0. Умножение всех А; на некоторый дуальный множитель 
с-- ет, < == 0, соответствует переходу от нашей нуль-системы к произ- 
вольной коакситльной нуль-системе. 

Поэтому можно независимые друг от друга отношения дуальных 
чисел А,:Аз: Аз следуя Штуди, взять в качестве однородных дуаль- 
ных координат для общей оси наших нуль-систем. , 

При этом приходится исключить только тот случай, когда все. дей- 
ствительные числа а, одновременно равняются нулю. В противном 


случае мы будем иметь дело с особой нуль-системой (145 Е @(2а!-—- 


-- 4 за, =0) с неопределенной осью и, с другой стороны, с тремя 
‚дуальными числами еаоз, ваз, е@.›, отношение которых неопределенно, 


й 
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ЕН ВН ВЕЕ АО ОАИ 
так как в силу соотношения е?==0 все они являются делителями 
нуля. Итак, числа А, при ограничении, что не все Ч = 0, образуют 


систему однородных координат для действительных собственных прямых 
нашего евклидова пространства. 


Посмотрим, имеет ли геометрическое значение соотношение 
3 
* 
А, А, == 0 
Зли 6 


для двух прямых А и А*. Посредством умножения на множитель 
“Не [в и <, взяты из (7)] и с, | 2% можно добиться того, чтобы 
соответствующие дуальным числам А, и А’ числа а, иа, были линей- 
ными координатами. Тогда соотношение (9) дает условия 


*# * * 
Ча, ара» -- ава: = 0, | 


4, аз -- ара, | аз аа Е | (10) 


№ + № й 
-- аа -- аа» аьаз = 0. ] 


Первое уравнение говорит, что наши прямые нормальны; второе, что 
они пересекаются. Этим мы доказали: соотношение (9) является 
характеризующим для нормально пересекающихся прямых. 

Теперь поступим таким образом, что распорядимся дуальным множи- 
телем (на который мы имеем право одновременно умножать дуальные 
линейные координаты 4,, А», А; Штуди) так, чтобы 


2 
А, А. А —1. (11) 


^^ 


Для всякой действительной собственной прямой это можно произвести 


двумя различными способами, так как действительная часть суммы 


2 2 2 ы 
к 
вадратов, именно @&,-|- а„-- а. > 0. Уравнение (11) распадается на 
два различных действительных уравнения: 


2 2 2 
а -- а» -- ав =1, | 


(12 
@о1@зз —- @озаз1 - @ова» = 0. ) 

Следовательно, числа 4 можно истолковывать как направляющие 
косинусы. ориентированной прямой, имеющей обычные линейные коорди- 
наты а. . 

ь Поэтому мы видим: дуальные точки единичной сферы (11) взаимно 
однозначно отображаются на (действительные, собственные) ориен- 
тированные прямые эвклидова пространства. я 

р отрическое содержание этого отображения выяснится, если мы 
сообразим, что соответствует в пространстве линий сферическому 
расстоянию между двумя точками сферы. Полярная форма 


/ 4. =: Г / у 
А, А, т А,А,-|- А.А, = (ана - ара, @з аз) тг 
/ / / 
Не (ааа, а, -- ава, -- аа, -- аз, а Е аа) (13) 
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распадается на действительную часть, дающую косинус угла х между 
нашими направленными прямыми, и на мнимую часть, являющуюся 
„моментом“ прямых, т. е. шестикратным объемом 


м 
Ту: 2 Уз 


М = О ® . . . Р 
у у / 
1 Хх № № 
/ / / 
ТУ, 5 5 
тетраэдра, из четырех вершин которого две лежат на прямой А, 


именно х; и у,=х,-Раз» а две другие на прямой А’, именно 
А / / у 
Аи у,=х,--а,. Следовательно, мнимая часть 


М = те $8 $, 


где ф — кратчайшее расстояние между двумя прямыми Аи А, ах — угол 
между ними есть две величины, знаки которых надо по надлежащему 
правилу связать между собой. Поэтому: 


А, А, А.А, + Аз А, = с0$ (Ф-|- 9) = созф—вФзшф. = (14) 


Итак, мы показали, что дуальное сферическое расстояние между 
дуальными точками равно 


угол-- = расстояние (15) 


обеих соответствующих прямых. 

Этим мы нашли принцип перенесения Штуди, который позволяет 
предложения сферической геометрии поставить в соответствие пред- 
ложениям геометрии линий — принцип перенесения, подобный тому, 
который впервые установил Мёбиус в своей работе с характерным 
заглавием: „О способе перехода от соотношений, принадлежащих ланги- 
метрии, к соответствующим предложениям планиметрии“, 1852 г. 
(\\егКе, т. 2, стр. 189 — 204). Уясним себе лучше всего этот принцип 
перенесения на примере. | 

Как известно, высоты сферического треугольника сходятся в одной 
точке. Перенесем этот известный факт сферической геометрии на 
пространство линий. Будем исходить из трех попарно скрещивающихся 
прямых 91, 5, %, соответствующих вершинам нашего треугольника, 
и построим для, всякой пары из них, как например, для %, и 3%, нор- 
мально пересекающую их прямую 3,. Тогда точкам большого круга, 
проходящего через точки А, и А», на дуальной сфере будут соответ- 
ствовать прямые, ортогонально пересекающие прямую 3,. Общие 
перпендикуляры ©», к прямым 9%, и 3, будут тогда аналогичным образом 
соответствовать трем высотам треугольника, между тем как каждой 
точке, например, на ©, будет соответствовать перпендикуляр общему 
перпендикуляру прямых 9, и 3,. Эти три прямые ©,, ©, и ©, имеют 
общий. перпендикуляр. Другими словами: 
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Пусть дан пространственный шестиугольник со сплошь прямыми 
углами. Построим к каждым двум из его противолежащих сторон 
общий перпендикуляр (предположим, что единственный). Тогда суще- 
ствует прямая, ортогонально пересекающая эти три перпенди- 
куляра. 

Эта теорема была дана Петерсоном (7. Рее1зоп) и Морлеем 
(Е. Мопеу) в 1898 г.!). 


$ 78. Аналоги дуальным проективитетам на плоскости 
в геометрии линий. . 


Возьмем нормированные дуальные прямолинейные координаты А, 


2 2 2 
А, А, с соотношением А, -- А, -- А; =1 и подвергнем их ортогональ- 
ной подстановке 


3 
- де быь ХА-УАР (16) 


с дуальными коэфициентами С, =си,- ес». Получаем таким образом 
группу, зависящую от шести действительных параметров, преобразо- 
вания которой сохраняют в пространстве линий дуальный угол (14), 
(15). Следовательно, дело идет о конгруэнтных преобразованиях про- 
странства линий, т. е. об его евклидовых движениях и зеркальных 
отображениях. При этом под „зеркальным отображением“ мы понимаем 
конгруэнтное отображение с изменением знака объема тетраэдра, 
следовательно, например, — зеркальное отражение от некоторой пло- 
скости. Очевидно все движения можно составить из четного числа 
подобных зеркальных отражений, а все зеркальные отображения — из 
нечетного числа зеркальных отражений. 

Найденную форму (16) движений евклидова пространства можно 
использовать, например, для того, чтобы перенести известное пред- 
ставление вращений вокруг одной точки с помощью кватернионов на 
пространственную геометрию; мы тотчас придем к параметрам, исполь- 
зованным Штуди для рассмотрения движения евклидова пространства, 
а через это вообще к интересным исследованиям Штуди по кинема- 
тике?); на этом, однако, мы задерживаться не будем. Упомянем только, 
что при этом положение координатного прямоугольного трехгранника 
т. е. фигуры, зависящей от шести постоянных) вводится в качестве 
пространственного элемента; другими словами, в основу всего исследо- 
вания кладется „группа параметров“ группы движений. 

Обратимся теперь к другой группе, содержащей группу движений 


в качестве подгруппы. Для этого. рассмотрим все линейные подста- 
новки 


УСА, (17) 


1) Ср. Е. З4аау, беощтеНе 4ег Рупашеп, стр. 107, Лейпциг, 1903. 


2) См. Е. $4у, Сеошеёе 4ег Пупашеп, Апвапо, стр. 555—506 Д с м 
Е. 54ау, Стипаасеп ипа 71е!е 4ег апаунзсн Не ео 
ег ВеШтег Май. Сез., том 12, стр. 36-60 12 Е Е и 
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где на коэфициенты Сь=сь- ес “наложим только то ограничение, 
что действительная часть их определителя Ск |= 0, для того, чтобы 
уравнения были разрешимы относительно А;. Очевидно теперь норми- 


2 
ровка А —1 не имеет болыне смысла, 


диентные преобразования переменных А; таким образом, что уравнение 


' 
УХА, =0 сохраняется. Таким образом мы переносим проективную. 


теометрию плоскости эдуальных точек“ Д,: А: А, 
прямых“ АА: а, на пространство линий, 
себе дважды покрытым двумя „слоями“ — слоем из прямых А и слоем: 
из прямых А”. Поэтому мы получаем в пространстве линий группу, 
зависящую от восьми дуальных и, следовательно, от шестнадцати: 
действительных существенных параметров — группу С „радиальной 
проективной геометрии“ Штуди. 

Если мы вспомним геометрический смысл уравнения (9), то увидим: 
при преобразованиях группы С\в (действительные, собственные) пря- 
мые каждого отдельного слоя таким образом преобразуются друг 
в друга, что ортогональное пересечение прямых различных слоев; 
сохраняется. 

Это свойство характеризует группу С: если мы ее расширим до 
групны С. путем прибавления преобразований подобия: 


% 


“= а» при 1-50 ау = Аа, ХО. 


и „дуальных. 
которое мы представляем 


Если в подстановке (17) выделить действительную и мнимую части, 
то получим линейные подстановки комплексных координат а; так 
как соотношение В, = (р-- ет) А; остается неизменным, такого рода 
подстановки координат а, переводят коаксиальные комплексы опять 
в коаксиальные комплексы. Нетрудно сформулировать этот результат 
в виде второй характеристики радиально-проективной геометрии: 

„. Преобразования группы Сл состоят из отображений осей ли- 
нейпных комплексов, соответствующих тем линейным подстановкам 


комплексных координат, которые переводят коаксиальные комплексы 
опять в коаксиальные. 


Отсюда можно вывести, каким образом проще всего находить 


классы алгебраических многообразий прямых, инвариантных относи-. 


тельно группы О\1., а значит также и (5. Для этого надо взять, как 
в $ 22, линейные семейства линейных комплексов и определить их 
оси. Сообщим о простейшем имеющемся здесь случае, именно, об 
осях пучка линейных комплексов. Они образуют в частном случае 
прямые пучка, а в общем случае — образующие линейчатой поверх- 
ности, которую обычно называют, следуя Кели, цилиндроидом. Обе 
названные фигуры с точки зрения нашей группы С; не являются 
различными. 

Соответствующий образ на „плоскости“ А, :Аь: Аз состоит из всех 


тех дуальных точек дуальной прямой, которые с тремя точками имеют 
действительное двойное отношение. 


но будет вполне целе-. 
сообразно наряду с преобразованиями (17) ввести еще контрагре-: 
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Простой способ получения цилиндроида, справедливость которого 
тотчас видна, заключается в следующем: общие перпендикуляры пря- 
мых пучка (с собственной точкой) и постоянной прямой образуют: 
цилиндроид. Этот последний сам вырождается в пучок, если плоскость. 
данного пучка перпендикулярна к плоскости заданной прямой. 

Вообще имеет место: 

Общие перпендикуляры образующих цилиндроида и постоянной 
прямой образуют, в общем случае, опять-таки некоторый цилин- 
дроид, а в специальном случае, когда постоянная прямая является 
нормалью к цилиндроиду, некоторый пучок. 


Приведем еще одну элементарно геометрическую теорему Аппеля.” 


в. качестве оправдания термина „цилиндроид“. Если провести из по- 
стоянной точки Р ко всем образующим линейчатой поверхности Р 
нормальные плоскости, то они будут пересекать соответствующие обра- 
зующие поверхности Е в точках некоторой кривой, которую мы (в соот- 
ветствии с введенным нами в $ 75 названием для случая плоскости) 
будем называть подэрой точки Р относительно поверхности Р. Тогда 
имеет место предложение: 

Если для всех точек Р пространства подэра линейчатой по- 
верхности Е является плоской кривой, то Е будет либо цилиндром, 
либо цилиндроидом'). . 

Если мы представим себе твердый координатный трехгранник Ко. 
повернутым вокруг каждой образующей А (Г) линейчатой поверхности. 
Е на угол п, то получим непрерывное семейство К (Е) подобных трех- 
гранников, посредством которого описывается однопараметрический 
процесс движения твердого тела. Траектории Р(Ё) точки этого твер-- 
дого тела К(Р) получим, если сначала найдем для соответствующей» 
точки Ру тела Ко подэру относительно Ё и затем эту подэру увеличим. 
подобно в отношении 1:2. 

Следовательно, наш’ последний вопрос находится в родстве с во- 
просом о всех однопараметрических процессах движения твердого 
тела, при которых все траектории являются плоскими кри- 
выми. . 

В этой формулировке настоящий вопрос был решен Дарбу уже 


в 1881 г. (СотрЁез Кеп@из за этот год, стр. 118)2). В случае движе- 


ний, соответствующих цилиндроидам в качестве траектории, получаются, 
эллипсы. т 

Аналогичным образом двупараметрические процессы движений свя 
заны с системой осей двупараметрического линейного семейства 
линейных комплексов. 

Мы еще исследуем, каким образом из нашей группы С\5 преобра- 


зований прямых пространства может быть получена группа 5 прео-- 
бразований направленных прямых плоскости, с которыми мы уже позна-- 


комились в 5 67, как с -преобразованиями Лагерра. Если в дуальной 
плоскости А, : А»: Аз направить внимание только на те отображения (17). 


1)Р. Аррей, $0с. та. Егапсе, том 28, стр. 261—265 (1900). 
2) См. также заметку Дарбу: @. ПагБоих, Зиг [ез шонуешен{з а1ёбиаиез 
в книге С. Коеп19з, Гесопз 4е сшётаНаие, стр. 352, Париж, 1897. 


| 
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НИНА 


группы С; которые переставляют меж 
мой А; ==0, именно на отображения 


А; = Сна, Е СА» 
4“ т Сы А, те СА» (18) 


ду собой дуальные точки пря- 


то мы увидим, что соответствие дуальных точек на прямой А о 
дается линейной подстановкой в двух о орд 
днородных т 
аа. р дуальных коорди 
Но точно таким же образом мы могли бы 
труппу С Лагерра на плоскости, 
преобразования неоднородно. В п 
<казать: 


—. В А группы Св преобразования прямых 
исящих от |: 
т Ш т. т . вух параметров А, : А», пересекающих ортогонально 

рямую д, —0, А, —=0, А, —=1, могут быть отображены взаимно 


о0но3 а ( | рос у 2] обр азования направлен ых прямых пло 


Для того чтобы установить соответствия, найденные аналитически, 
так же и геометрически, мы поступим следующим образом. Пря- 
мая А, А», 0 определяет, вместе с прямой А =1, А,=0, А, =0 

о ) Я 
Угол х и кратчайшее расстояние $ в соответствии с формулой 


в $ 67 представить 
только тогда мы писали формулы 
рименении к пространству можно 


92 = фе, (19) 


как это легко получить из 


что преобразования Лагерр 
ками в 


формулы (14). Если мы вспомним из $ 67, 
а давались дробно линейными подстанов- 


ФЕ =$ 
и 
тде о 


р обозначает угол на плоскости между направленной прямой и 


некоторым постоянным направлением, а © — ее расстояние от постоян- 
ной точки, то увидим, что достаточно положить 


й ее Ф-Н = 
9 ] еф — р) 
или 


Е, тех 
ето? а. (20) 


чтобы получить искомое соответствие. Отображение (20) направлен 
ных прямых плоскости на прямые, ортогонально пересекающие по. 
стоянную прямую (А. =0, А’=0, А, = 1), 
окружности плоскости в цилиндроиды, 
нально пересекают неподвижную прямую 
дует также отнести и пучки прямых. 


переводит направленные 


образующие которых ортого- 
› причем к цилиндроидам сле- 
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$ 79. Аналоги дуальному сродству окружностей 
в геометрии линий. Литература. 


В $77 мы отобразили направленные прямые пространства на ду- 
альные точки шаровой поверхности. Если в пространстве этой сферы 
ввести вместо неоднородных координат А:, А., Аз однородные, напи- 
сав вместо А; отношение 4;: А,, то уравнение сферы примет вид: 


А-- А — 2—0. (21) 


Если теперь мы рассмотрим линейные подстановки 


4 
А" = ХС». (1=1,..., 4) (22) 


имеющие дуальные коэфициенты Си = сд -Ресд, с [св| = 0, и пере- 
водящие уравнение сферы (21) само в себя, то получим дуальное 
сродство окружностей на сфере — группу С,., зависящую от 6 Ж 2 == 12 


. действительных параметров. р 


Мы теперь укажем на то, каким образом найденную группу С: 
преобразований направленных прямых пространства можно вывести из 
евклидовых движений пространства. 

Всякая (собственная) изотропная плоскость, т. е. всякая (собствен- 
ная) плоскость, касающаяся абсолютного конического сечения, содер- 
жит только одну единственную действительную прямую; этой прямой 
является ее линия пересечения с комплексно-сопряженной плоскостью, 
которая также изотропна. Обратно: через всякую действительную 
собственную прямую проходят две комплексно-сопряженные изотроп- 
ные плоскости. Это соответствие между действительными прямыми 
и изотропными плоскостями можно сделать однозначным в обоих на- 
правлениях, снабдив прямые определенной ориентацией. Если @ — 
такая направленная прямая, то мы совместим с @ также и по напра- 
влению совпадающую с нею ось х;, некоторого (например, право-вин- 
тового) прямоугольного координатного трехгранника и условимся, 
чтобы соответствующая направленной прямой изотропная плоскость 
имела уравнение х, 4%. =0 (й =— 1). 

Итак, этим устанавливается соответствие между (собствен- 
ными) изотропными плоскостями и (действительными, собствен- 
ными) прямыми нашего евклидова пространства, — соответствие, 
являющееся инвариантным относительно действительных движений. 

Но если над этими изотропными плоскостями совершать ком- 
плексные евклидовы движения, т. е. допустить также и комплексные 
коэфициенты в формулы преобразований, то мы получим. в каче- 
стве действительного образа этих преобразований двенадцатипара- 
метрическую группу действительных отображений направленных 
прямых пространства; и эта группа совпадет с ранее найденной 
другим путем непрерывной группой Со. 


° 


Приведем вкратце доказательство этого утверждения. На сфере’ 


можно установить взаимно однозначное соответствие между семейством 
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комплексных образующих и действительными точками сферы, 
если потребуем, чтобы каждая образующая этого семейства прохо- 
дила через соответствующую точку. Разумеется, это соответствие. 
является не чем иным, как геометрической формулировкой для число- 
вой сферы Римана. Если теперь эти образующие сферы подвергнуть 
какому-нибудь действительному движению (вращению), переводящему 
сферу самое в себя, то действительные образы подвергнутся тому же 
самому движению. Если же мы подвергнем образующие комплексному 
движению, то мы получим в качестве действительного образа прео- 
бразование из непрерывной шестипараметрической группы сродства 
окружностей на этой сфере. Теперь снова удвоим число измерений на 
нашей сфере. Именно, сначала нам были необходимы два действи- 
тельных параметра для определения точек сферы. Затем мы допустили 
еще два комплексных параметра, что соответствует четырем действи- 


тельным. Теперь мы допустим для обоих параметров комплексно-ду- 
альные значения ‘вида: : 


(@--6) + @- 0), 


вследствие чего мы приходим к восьми независимым действительным пара- 
метрам на сфере. Перенесем теперь наши рассмотрения на комплексно- 
дуальную область и получим, таким образом, дуальное сродство окружно- 
стей (22) в качестве образа комплексно-дуальных движений семейства 
образующих сферы. Теперь остается только отметить, что комплексно- 
дуальным точкам подобной образующей соответствуют известным обра- 
зом ориентированные. прямые изотропной плоскости, чтобы сразу 
с помощью принципа перенесения Штуди получить сформулированный 
выше результат. 

Заметим попутно, что преобразования группы Со могут быть 


также представлены посредством дробно-линейных подстановок в ком- 
плексно-дуальных числах 


(=—1, 2? — 0) 


НЕ — (@-- 10) + е@- 10; (23) 


в этой формуле постоянные преобразования также комплексно-дуальны. 

Если теперь пользоваться попеременно обоими способами получе- 
ния нашей группы С\., то легко найти инвариантные относительно С\> 
классы многообразий направленных прямых. Если, например, восполь- 
зоваться первым способом, то мы увидим, чтб соответствует окруж- 
ностям на сфере. С помощью (14) и (15) из. $ 77 мы тотчас увидим, 
что соответствующее многообразие направленных прямых возникает 
из произвольной их прямой посредством того, что эту последнюю. 
подвертают всевозможным винтовым движениям вокруг постоянной. 
оси. Другими словами: направленные прямые, соответствующие дуаль- 
ной окружности сферы, образуют с постоянной прямой постоянный 
Угол и имеют от нее постоянное кратчайшее расстояние. Если мы 
будем исходить из второго способа получения нашей группы (,., то мы. 
можем действительный образ всех ‘изотропных плоскостей рассматривать. 
посредством собственной комплексной точки. Таким образом получается 
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некоторая фигура с симметрией вращения (см. черт. 85); т м 
вестным образом ориентированные образующие о - р 
порядка некоторого конфокального семейства с симметрией вращ и 

С помощью принципа перенесения Штуди теперь можно легко о 
лучить дальнейшие важные группы преобразований о и 
если, например, сначала распространить на дуальную область к ты м 
ное отображение на сферу, а затем сделать перенесение на пр р 
ство линий. Однако мы здесь на этом не будем останавливаться, 
а лучше дадим некоторые исторические и литературные сведения. 

К линейно-геометрическим исследованиям Штуди, связанным также 
< идеями английского геометра Клиффорда, можно притти, о 
из одной мысли Клейна, которую Клейн изложил в своей т оте: 
Еше ОБецгахипе 4ез Разса1зсНеп За ез аи! @е Кашибеотее (ЕПапеег 
Вег. 1873 = СЦез. АБнап@шивеп, т. 1. 
стр. 406 = Ма. Аппаеп, т. 298. 
стр. 246, 1883). 

Клейн пересекает комплексными 
прямыми плоскости раз навсегда 
выбранное коническое сечение К 
этой плоскости, являющееся носи- 
телем комплексного параметра &. 
Если теперь комплексные числа # 
истолковать как действительные 
точки римановой числовой сферы, 
то мы увидим, что каждой комплекс- 
ной прямой плоскости (не касаю- 
щейся К) соответствует пара дей- 


ствительных точек на числовой а во. 
сфере или соединяющая их прямая . 
пространства. 


‚Если прямые плоскости подвергнуть теперь комплексным п 
ным преобразованиям, то соответственным образом и в Е 
получится группа преобразований прямых, зависящая от ме и 
действительных параметров. Если, далее, путем надлежащего п р ко 
к пределу, перейти от неевклидовой, а именно, о 
‘метрии, имеющей в качестве абсолютной поверхности числовую т 
к евклидовой геометрии, то из только что найденной группы во: 

па Штуди @ 78). 
ные и. ны в ›„неопубликованных лекциях“ 

О неевклидовой геометрии и геометрии линий“, из которых Е 
(№) появились в ЛангезренсН{ 4ег Ма. Уег., т. 11 т, `В мо 
а позднейшие (/—ХП) там же в томе 15 (1906), стр. т 
„Лекциях“ главным образом рассматривается геометрия линий в 

евклидова геометрия линий 
евклидовом пространстве, в то время как три 
Штуди, т. е. такие группы преобразований геометрии лини о К 
содержат в качестве подгруппы евклидовы движения, рассматр т 
в его обширной работе Сеотеёе `4ег ПРупашеп (Лейпциг, й 
Большое количество геометрических идей, содержащихся в это 
книге, пока еще мало известно, что отчасти обусловливается изложением. 


жж 
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В этих работах Штуди много места занимает введение несобствен- 
ных элементов в случае заданной группы преобразований. Непрерыв- 
ные группы преобразований, зависящие от я параметров, могут быть 
написаны при одном ограничении!) путем введения надлежащих коор- 
динат в виде группы проективных преобразований, т. е. группы 
линейных однородных подстановок. Элементам, над которыми перво- 
начально производились наши преобразования, в нашем проективном 
пространстве будут соответствовать! точки некоторого (в употребитель- 
ных случаях) алгебраического многообразия, замкнутого по предста- 
влениям проективной геометрии этого пространства. Если теперь к этим 
собственным элементам присоединить в качестве несобственных элемен- 
тов те исключительные точки этого алгебраического многообразия, 
которые не являются образами (собственных) элементов, то, желаемая 
замкнутость многообразия элементов будет достигнута. Но это{ процесс, 
как можно уже видеть на простейших примерах, отнюдь не является 
однозначным и поэтому дает место весьма обширным изысканиям. 
Но к счастью для большинства геометрических исследований, например, 
для исследований, касающихся группы С: введение несобственных 
элементов так же не нужно, как в элементарной геометрии плоскости 
(т. е. в плоской геометрии движений) не нужно говорить о несоб- 
ственных (бесконечно удаленных) точках, в то время как введение этих 
точек, конечно, совершенно необходимо для разумного изложения 
проективной геометрии. Причина. этого очевидна: при движениях соб- 
ственные точки переставляются между собой, тогда как при проективи- 
тетах это не имеет места. 

Дальнейшие литературные указания по поводу $ 77, 78 имеются 
в статье Фано: @. Капо, КопНишегИсне веотефзсНе Огирреп (Еп2у- 
Е1ораФе, Ш, АВ 4Ъ, №. 17—20, стр. 325). Некоторые применения 
к диференциальной геометрии «имеются у Бляшке?). 

Обратимся к литературе, относящейся к рассмотренной в этом 
параграфе группе С:.. В частности, особые преобразования из 
группы (1, рассматривал Рибокур (А. КЪаисоиш) в своей работе 
о минимальных поверхностях (ВгихеПез Мёт. соиг., том 44, 1880). Это 
связано с тем, что отображения из С,. переводят так называемые 
изотропные системы лучей опять в такие же системы, как это мы 
увидим из второго способа получения группы С\,, если обратим вни- 
мание на то, что всякая подобная система лучей является действитель- 
ным образом касательных плоскостей некоторой изотропной разверты- 
вающейся поверхности. Но из этих изотропных систем лучей Рибокур 
выводит минимальные поверхности. Штуди в Сеотеше аег Рупашен на 
стр. 230 также указывает на нашу группу С15. С помощью второго 
способа получения группы С» ее рассматривал Вебер (Е. у; МеБет, 
в Геравег ВейсШеп, т. 55, стр. 384, 1903), а с помощью первого — 

`Грюнвальд (). ОСп\уа19), в УЛепег Мопа5ВеНе, том 17, стр, 81, 1906. 


1) Именно, если группа не имеет непрерывного „центра“. К центру при- 
надлежат все элементы группы, перестановочные со всеми прочими элемен- 
тами. 


2) См. Бляшке В., Диференциальная геометрия, т. 1 ОНТИ, М.—Л. 
1936, гл. 9. . 
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Одинаково обе точки зрения были приняты во внимание в диссертации 
Бляшке, опубликованной в \УЛепег МопабНеНе, том 21, стр. 1—107 
(1910). 

Систематического использования принципа перенесения Штуди 
в диференциальной геометрии до сих пор еще не имеется. иене их 
метолов Штуди к механике недавно дал Мизес (К. у. М15ез, в Дей- 
зсВИй г апсеуап@{е МафешаНк ип@ МесвашЕ, т. 4, стр. 155, 193, 
486; 1924). 


$ 80. Евклидово отображение | { 
эллиптической неевклидовой пространственной геометрии. 


Простейшая трактовка неевклидовой геометрии получается, как это 
заметил Клейн, с помощью проективного мероопределения Кели посред- 
ством введения абсолютной поверхности второго порядка, как это было 
изложено в 5 39. Например, мы получим так называемую и 
скую геометрию, если положим в основу в ‘качестве и 
поверхности некоторую нулевую поверхность второго порядка Ф, 
причем „расстояние“ между двумя точками Ри © м опре- 
делим, например, посредством формулы Лагерра (см. стр. 160): 


в РУ(РОКЗ), (24) 


в которой фигурирует двойное отношение двух точек Р, @ с точками 
пересечения А, $ прямой РО и абсолютной поверхности Ф. „Движе- 
ниями“ этого неевклидова пространства называют непрерывную м 
параметрическую группу проективных преобразований поверхности 

в себя. 

Следуя Фубини, Хьелмслеву и Штуди, мы получим отсюда более 
наглядное истолкование этого неевклидова мероопределения, показав 
что: й 

'Направленные прямые @ эллиптического пространства можно 
таким образом отобразить на пары точек [, г двух евклидовых 
единичных сфер К; й К, чтобы „движениям“ эллиптического прот 
странства соответствовали независимые друг от друга евклидовы 
вращения обеих сфер. . 

Следующее доказательство находится в тесной связи с уже упомя 
нутой в 5 79 работе, Клейна Еше ОБецгагипе 4ез Разса1зсНеп Заёез...» 
1873 г. 

Представим себе абсолютную поверхность Ф, оба ее ор 
зующих которой будем различать с помощью слов „левый“ и „правый“, 
и всякую образующую „левого“ семейства’‘будем взаимно однозначно 
определять посредством комплексного параметра &, точно так же 


о 
всякую образующую „правого“ семейства — посредством комплексного \ 


параметра #,. Докажем, что это возможно. „Левая“ образующая 
взаимно однозначно определяется точкой пересечения ее с некоторой 
раз навсегда`выбранной „правой“ образующей. Но точки этой ‘послед- 


ней, разумеется, могут быть представлены взаимно однозначным обра- 


зом с помощью комплексного параметра Н: Кроме того мы видим 
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этом пути, что „движениям“ эллиптического пространства соответ- 
`ствуют дробно линейные подстановки: 


"= ЕЙ Гы 
Г Са —- 4 2 5 СЁ - Я) (25) 


а: — без =Е.0, аа, — бе, + 0. } 


Пусть теперь С будет действительной прямой эллиптического про- 
‘странстваи Ю, 5$— обе ее комплексно-сопряженные точки пересече- 
ния с абсолютной поверхностью Ф. Так как Ф нулевая поверхность, 
то ЮА-Е$. Можно ориентировать прямую @, рассматривая ее точки 
‘пересечения К, 5 с поверхностью Ф в определенном порядке, т. е. 
объявив, например, точку А „первой“ точкой. Тогда с помощью 
формулы Лагерра (24) можно определить расстояние между двумя 
‘точками Ри © на прямой @ также и по его знаку. Поэтому действи- 
тельная ориентированная прямая С будет взаимно-однозначно опре- 
‚Деляться заданием ее „первой“ точки пересечения Ю с абсолютной 
поверхностью Ф; тогда вторая точка пересечения 5 будет комплексно- 
сопряженной по отношению к А. В свою очередь точку АЮ можно 
определить заданием обоих параметров & и &, образующих, проходя- 
‚щих через эту точку поверхности Ф. Далее мы истолковываем ком- 
плексные числа 1 и &, как действительные точки двух римановых 
числовых сфер К; и К, и вследствие этого, наконец, получаем, что 
‘направленные прямые эллиптического пространства, как мы этого 
хотели, отобразились взаимно однозначно на лары точек 4. г сфер 
‚К, К,, причем теперь все стало действительным. ; 

Чтобы теперь выяснить, каким образом переносятся движения 
эллиптического пространства на нашу пару сфер, посмотрим, что 
соответствует „перемене направлений“ в неевклидовом простран- 
стве, т. е. отображению, ставящему в соответствие каждой ориен- 
‘тированной прямой С совпадающую с ней, но ориентированную 
противоположно, прямую С(. На „первые“ точки пересечения прямых 
`с абсолютной поверхностью Ф наше отображение переносится таким 
‘образом, что каждой точке Ю ставится в соответствие комплексно- 


сопряженная точка 5 == А, через которую проходят комплексно-сопря- 
женные образующие поверхности Ф. Образующая, комплексно сопря- 
женная в отношении к &, принадлежит опять к левому семейству 
(следовательно, можно обозначить ее параметр через в). потому что 
если бы она принадлежала к правому семейству, то она имела бы 
с образующей & точку пересечения. Но эта последняя должна быть 
действительной; но это несовместно с тем, что Ф является нулевой 
поверхностью. Следовательно, мы имеем в соответствии с „сопряжен- 


„ной“ ЮВ на Ф отображение Е, 1, >, обеих сфер. Если мы 


‘возьмем четыре левых образующих, параметры которых имеют действи- 


‚„тельное двойное отношение, то это последнее при „сопряже- 


нии“ переходит в комплексно-сопряженное число, т. е. остается 
действительным. Но четырем комплексным числам. & с действительным * 
двойным отношением соответствуют лежащие на одной окружности 


‘четыре точки сферы К;. Итак, мы видим: ‘соответствие й— Е, и точно 


м’) 
1 

<> 

— 
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так же &,->42,, является сродством окружностей. Так как, сверх того, 


оно инволюторно (& =4) и не имеет неподвижных точек, ибо не 
существует никаких действительных образующих поверхности Ф, то 


мы получаем: сродство окружностей 4—4 или /—( на сфере К; 
< геометрической стороны устроено так, что прямые, соединяющие 


соответственные точки / и /, проходят через постоянную точку О; 
внутри сферы К; потому что так устроено самое общее инволютор- 
ное сродство окружностей сферы К; без (действительных) неподвиж- 
ных точек. С помощью проективного преобразования сферы К; 
в себя можно точку О; перевести в центр К; и точно так же точку 
О, в центр сферы К,,. 

Таким образом мы получаем: 


Перемене направлений С -—0С в эллиптическом пространстве 


соответствуют зеркальные отображения [—[ и г-+г обеих сфер 
Ку и К, относительно их центра. 


В силу формул (25) каждому движению @ + С* эллиптического 
пространства соответствуют сродства окружностей /- [", г» г* обеих 
сфер. Так как всякое движение коммутативно с „переменой направле- 
ний“ (т. е. совпадающие, но противоположно ориентированные, пря- 
мые переходят опять в такие же прямые), то сродства окружностей 
4—!, г-г* должны переводить диаметрально противоположные 
точки опять в такие же. Следовательно, соответствующие проективные 
преобразования сфер должны сохранять их центры, т. е. будут 
евклидовыми движениями (вращениями) этих сфер. 

Если мы теперь подсчитаем число параметров наших групп, то 
увидим, что сформулированная выше теорема Штуди доказана. Непре- 
рывная группа С движений эллиптического пространства зависит от 


1 й 
шести, каждая из непрерывных групп @., @, от трех существенных 


параметров, причем группа @; не содержит шестипараметрических 
подгрупп, а группы @,— трехпараметрических подгрупп, но между 
обеими группами существует взаимно однозначное соответствие такого 
рода, что каждому эллиптическому движению С -> С* соответствует 
два евклидовых вращения /-+ [*, г—>г* и обратно: каждой паре подоб- 
ных независимых вращений соответствует некоторое. эллиптическое 
движение. 

Теперь выясним, как отображаются точки и плоскости эллиптиче- 
ского пространства на пару сфер К}, К... 
. Пусть Р— действительная точка и Ер— ее полярная плоскость 
относительно абсолютной поверхности Ф. Рассмотрим инволюторную. 
коллинеацию (перспективу) пространства, имеющую точку Р в качестве. 
центра и плоскость Е в качестве центральной плоскости, при. которой, 
следовательно, каждая точка @ переходит в такую точку @* пря- 
мой РО, что пара точек ©, О* гармонически разделяет другую пару; 
которая состоит из точки Р и точки пересечения прямой РО с пло-= 


. скостью Е. Эта коллинеация переводит Ф в себя и может быть рас- 


сматриваема как неевклидово зеркальное отображение относитель- 
но точки Р или плоскости Е. Будем рассматривать это зеркальное 


Зак. 199. — Клейн. Г 21 


у 


й 


3229 ПРИМЕРЫ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЙ 


—  ящ Щ щш"шывыььБко—кытБвВма»ымымымы»ы»ы>:>Е:Еыун \<`——- 


й # т- 
отображение, как отображение @-— а* прямых эллиптического прос 
образ. 
тва, и найдем его евклидов 
ра: отображение пространства, следовательно ее. 
ереставляет 
лителем, необходимо п 
с отрицательным опреде ко 
гой оба семейства образующих нашей поверхности Ф, т. с 
дит левое семейство в правое и наоборот. Это можно обнару . 
5 2 ами точек 
например, так: пусть А., А, и К», К» будут м. та ое 
пересечения двух прямых 0, 0, с поверхи р 
Ю.Е.ЕЮ.В. будет пространственным четырехуголь- 
ником (см. схематический черт. 86). Тогда опре- 
делитель четырех точек 


(Ю,К.К.Вь) = 0 


е. будет действительным, потому что комплексно- 
сопряженный определитель ; 


(Ю.К5Ю,К.) 
) с ним совпадает. Если теперь определитель 


(к, В, К) > 6 


А 


Черт. 86. 


Ю.К. поверх- 
то можно установить, должны ли образующие А:К и КК п и 
ности Ф называться левыми и, следовательно, КЮ, и Ю.К, — правыми, 
а в случае 


(Ю.Ю. В, К.) < 0 


наоборот. При проективном преобразовании определитель (алаа ме 
. ь 
ь подстановки; следовательно, 
множается на определител у 
я отрицателен, то проективное преобразование переставляе 
оба семейства образующих, как это и а и равен 
ак же, ка 
Если мы будем поступать т Е. 
липтического пространства, 
отображения движения эл Е 
к ему результату: в качестве образа зеркального отображения 


(}5=0* 


_ 
эллилтического пространства мы получаем два сродства окружн 
стей Ть, Т. ® ] ый 

т (Пти, (г) ТМ, 


ы е- 

переводящие диаметрально противоположные точки т и 
трально противоположные. Из свойства зеркального отобр р 
р инволюторным, т. е. после двукратного почленного прим 
авать тождество Л: 
Г $$ —Л 
вытекает для Т, и То 

т: Т=Л 


/ 
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всякое другое зеркальное отоб 
ным образом определить, 
мы назовем конгруэнтным 
новитЬ: 

Всякому зеркальному отображению { 4} $ = 0*, относительно 


плоскости Е эллиптического пространства, соответствует пара 
симметрических отображений 


{2} Т=г*, 


обеих сфер К, К, друг на друга. 

Далее, действительные прямые плоскости Е явля 
ными прямыми эллиптического прост 
ном отображении $ сами в себя т 


ражение и так как можно еще естествен- 
какое отображение сферы Ку на сферу К, 
и какое симметрическим, то можно уста- 


1} Т=к 


ются действитель- 
ранства, переходящими при зеркаль- 
акже и по своему направлению 


[ПО Ть, 


в то время как прямые, проходящие через полюс Р плоскости Е 


относительно пове 


относительно их центров, 
через точку Р, 


рхности Ф, изменяют свое направление на об 
Если мы обозначим через О зеркальное отоб 


ратное. 
ражение сфер К; и К, 


то найдем для прямых С, проходящих 


{1} ТЕ {г} 0, 


(7) == {=} 0, 


{1} 70-1 {1 ТО, 


Так как Ги О являются сим 


метрическими отображениями обеих 


сфер, то ТО будет конгруэнтным отображением. 


Итак, мы получаем: 


Направленным прямым, проходящим 4 
ответствует конгруэнтное отображение [ 


плоскости! соответствует си 
сфер друг на друга. 


Сопоставим теперь соответствующие друг другу предметы. 


Эллиптическое пространство 


1. Направленная прямая С 
2. Перемена направлений. 


'3. Движение. 


4. Прямые, проходящие через точку Р. 
5. Прямые плоскости 2. 


6. Пересекающиеся прямые С1, (С.. 


7. Левые параллельные прямые (1, (.. 
8. Правые параллельные прямые (1, Ц.. 


Только что определенный „параллелизм“ 
пространстве был введен впервые Клиффор 


ерез некоторую точку, со- 
—т, направленным прямым 


иметрическое отображение [->г обеих 


Евклидовы сферы Кь К, 


1. Упорядоченная пара точек /,.л. 

2. Зеркальные отображения обеихсфер 
> 1%, гр относительно их цен- 
тров. 
3. Независимое вращение 4 -> {#;г-> г* 
обеих сфер. 

4. Вращение Р:/->„. 

5. Зеркальное отображение Е: /-> гл. 
6. Пары точек Дум и 4, го с одина- 
ковым  сферическим расстоянием 
д == И. х 


7. Пары точек уг; о с А=Ь. 
8. 71 = по. 


прямых в эллиптическом 
дом и не имеет никакого. 


21+ 


| 
{ 
| 
| 
| 
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непосредственного отношения к параллелизму Леви-Чивита, о котором 
мы будем говорить позднее (в $ 82 и след.). Проведем теперь наше 
сопоставление дальше: 


9. Система нормалей семейства парал- 9. Сохраняющее площадь отображе- 


лельных поверхностей. ние. 
10. Система нормалей семейства по- 10. Левая и правая точки-образы, 
верхностей с равной нулю криви- каждая из которых независимо дви- 


зной (Бьянки). 
11. Изотропная система лучей. 


жется по некоторой кривой. 

11. Сохраняющее ориентацию кон- 
формное отображение /-> г. 

12. Непрерывная группа С» радиаль- 12. Независимые сродства окружно- 
но-проективной геометрии эллипти- стей /- /*, и-> *. 

ческого пространства. 

13. Расстояние между двумя точками 13. Угол поворота Р!Р.-'. 

Р; и Ро. 

14. Угол между двумя плоскостями 14. Угол поворота Е!Е.-\. 

757 и Е». 

15. Развертывающиеся поверхности.. 15. Кривые {/}, {^», отображенные 
друг на друга с сохранением длин. 
16. Абсолютные поляры, т. е. поляры 16. Левые образы одинаковые, а пра- 
относительно поверхности Ф. вые диаметрально противоположные 
(или наоборот). 


На этом мы остановимся и относительно дальнейших свойств этого ^ 


`соответствия укажем на следующие работы: Е. ЗЕиау, Бег св 
еикНа1зсве ипа Гл1епхеотее, которую мы уже назвали в предыдущем 
5 79. Далее, Штуди „Исследования по неевклидовой геометрии“ 
(Атецсап Лоцгпа! оЁ МаетаНс$, т. 29, 1907), особенно И „Понятие 
«левой» и «правой» в эллиптической геометрии“ (стр. 116—159), где, 
например, имеется представление движений эллиптического простран- 

у ства с помощью кватернионов — алгебраический аналог геометрически 
выведенному здесь отображению прямых эллиптического пространства 
на пары точек двух сфер. Почти одновременно со Штуди это отобра- 
жение нашел также Фубини в своей диссертации (Пиза, 1900): 
С. ЕцЬ! 11, П рагаНе!зто 4 СИНогЯ пеёхИ зра2й ес. Далее, см. 
1. Рей егзеп (== Нуе\п$1е\), Сбботёе 4ез агойез Чапз Гезрасе поп 
ечсНнаеп (Кореппазеп Ака@епче, 1900, стр. 305—330). См. также 
\. В1азсЬКе, ПО1Шегепла]сеотефие ег сега@Ииееп ЕИсвеп 1 
е1ирИзснеп Ваниш (МашешаНзспе СейзсвиН, т. 15, стр. 309—320, 
1922 г.). 


$ 31. Кинематическое отображение. 


В заключение наших рассмотрений по геометрии линий мы приведем 
еще отображение прямых пространства на пары точек плоскости, 
которое можно получить из приведенного выше ($ 80) отображения 
посредством предельного перехода и которое называется „кинемати- 
ческим отображением“; оно было одновременно получено в 1911 г. 
Грюнвальдом и Бляшке. Мы сейчас, независимо от предыдущего, 
выведем главные свойства этого кинематического отображения. 


Прежде всего ладим конструкцию отображения прямых С про- 


странства на упорядоченные пары точек /[, г евклидовой плоскости Е 
(см. черт. 87). Пусть А и р будут двумя плоскостями, параллельными 
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плоскости .Е и отстоящими от нее на одинаковом расстоянии, так 
что Е будет расположена посредине между Л и 0. Пусть @ — про- 
извольная прямая пространства, непараллельная плоскости Е; Ц и п— 
ее точки пересечения с А ир, а Д и г, — их ортогональные проекции 
на плоскость Е. Установим в пло- 
скости Е „положительное“. на- 
правление обхода и повернем 
отрезок Д, г, в положительном на- 
правлении на прямой угол вокруг 
его центра т, т. е. вокруг точки 
пересечения прямой @ с плоско- 
стью Е. Так как это построение 
обратимо, то мы получаем вза- 
имнооднозначное соответствие ме- 
жду (действительными, собственны- 
ми) прямыми С пространства не 
параллельными исходной плоскости 
Е и упорядоченными парами (дей- 
ствительных, собственных) точек /, 
г этой исходной плоскости Е. Черт. 87. 

Следующее предложение пред- 

ставляет здесь наибольший интерес: 

` Всем прямым @ пространства, 
проходящим через некоторую точ- 
ку Р (которая не должна лежать 
на несобственной прямой плоско- 
сптё Е) соответствуют. на плоско- 
сти пары точек [, г, зависящие от 
двух параметров такого рода, что 
поле точек [ конгруэнтно полю 
точек тг, т. е. что существует 
евклидово движение плоскости Е, 
переводящее все точки [ в соответ- 
ствующие точки г. 

Другими словами: прямым про- 
странства соответствуют\ евкли- 
довы' движения плоскости. Отсюда 
И название „кинематическое“ ото- 
бражение. 

Доказательство нашего утвержде- Черт. 88. 
ния очень простое. Если мы рассмот- 
рим все пары точек Д, г, соответствующие прямым, проходящим через 
точку Р, то поле точек Д будет подобно полю точек г, относительно 
ортогональной проекции `Р, точки Р на плоскость Е. Все фигуры 
(см. черт. 88) Р;, Д, гь, (5, г. будут между собой подобны, причем 
точка Р, будет соответствовать сама себе и уже в этом содержится 
справедливость нашего утверждения. Если плоскости р и Х удалены 
от плоскости Е на расстояние единицы, то (при условии надлежащего 
выбора знаков) между углом поворота 2 вращения /-> г в плоскости Е 
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и расстоянием 2 соответствующей точки Р от плоскости. Е имеется 
соотношение 
2 = сво. 


Ортогональная проекция Р, точки Р на плоскость Е является непо- 
движной точкой при соответствующем вращении /- г. 

Легко показать, что: 

Прямым @ пространства, лежащим в одной плоскости а, не па- 
раллельной Е, соответствует в плоскости Е зеркальное отображе- 
ние [—г. Пусть $ будет следом плоскости а на плоскости Е 
и ®— угол между « и Е. Тогда зеркальное отображение {[—г 
плоскости Е можно произвести таким образом, что плоскость Е 
сначала отображается от прямой $ и затем сдвигается вдоль 
прямой $ на 2 с о. 

При этом надо установить надлежащий выбор знаков. Сопоставим 
еще раз вкратце полученные результаты. 


Плоскость 


1. Пара точек 4, г. 
2. Изометрические пары точек 1, х; 
Е. 
‚ 3. Точка. 3. Движение. 
4. Плоскость. ` 4. Зеркальное отображение. 


Пространство 


1. Прямая @. 
2. Пересекающиеся прямые С, С“. 


Это соответствие находит себе некоторое применение, например, 
в начертательной геометрии, где этим путем известные свойства 
линейчатых поверхностей второго порядка отображаются на свойства 
[уогу конфокальных конических сечений. Из работ по поводу этого 
„кинематического отображения“ мы назовем: 

М. В1азсНнКе, ЕцкИасне КшешаНК ип шсШецкНа1зсВе Сеоте{- 
Из (Дейзсвий Е. Ма. и. Рвузщ, т. 60, стр. 61—91 и стр. 203—204, 
1911). 

]. бгйпума1!а, Еш АБЪИЧиаезрипр, \е!свез @е еБепе Сеоте#е 
ипа Клетайк шй 4ег тАитИсвел Сбеошее уегкпарИ (ЗНипезБейсМе, 
Ма. — Маё. К]аззе, \Лел АБ. П а, т. 120, стр. 677—741, 1917). 

См. далее в первом томе мюллеровских лекций: 

Е. Ми!1ег, Уо[езипреи ИБег Чаг${еПепае Сеошее; Пе Ипеагеп 
АБЬПациеет, стр. 240—277 ([е!р71х ила \Пеп 1923). Эта книга вообще 
замечательна тем, что в ней для целей начертательной геометрии поль- 
зуются мыслями Клейна и Ли. 


РАДОНОВЫ МЕХАНИЧЕСКИЕ СООБРАЖЕНИЯ 
О ПАРАЛЛЕЛИЗМЕ ЛЕВИ-ЧИВИТА. 


В $ 57—60 мы познакомились с теорией инвариантов квадратич- 
ных диференциальных форм. Придерживаясь исторического. развития, 
мы исходили из теории поверхностей Гаусса, т.е. исходили от случая 
двух переменных. Затем мы видели, как Риман установил те же по- 
нятия для п-мерного, пространства и, наконец, познакомились с даль- 
нейшим построением этой теории математиками -Бельтрами, Кристо- 
фелем и Липшитцем. 


ъ 
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Расскажем теперь о новейшем развитии этой области. Прин- 
ципиальное упрощение и объединение методов было достигнуто Риччи 1), 
„Абсолютное диференциальное исчисление“ которого представляет 
собой мощное вспомогательное средство. Но выведение „исчисления“ 
Риччи из формальных теоретико-инвариантных точек зрения было трудно 
и совершенно лишено геометрической наглядности, так что этим 
исчислением пользовались только в отдельных случаях, и в обзорных 
изложениях нашего предмета его избегали (ср. например „Диференци- 
альную геометрию“ Бьянки). 

Но в этом положении вещей наступил полный переворот, когда 
в 1916 г. Эйнштейн в своей общей теории относительности 2) открыл 
область, в которой вообще почти невозможно было обойтись без 
исчисления Риччи, и вскоре затем Леви-Чивита 3), в названном по 
его имени „бесконечно-малом параллельном сдвиге“, дал средство 
к пониманию методов Риччи наглядно-геометрическим образом. 

На основании этого весьма важного понятия мы в состоянии новым 
методом построить внутреннюю диференциальную геометрию поверхно- 
стей, как частный случай общих римановых пространств, причем 
целый ряд важнейших понятий (геодезические линии, геодезическая 
кривизна, полная кривизна и т. п.) появляются в новом свете. Здесь 
даже появились совершенно. новые пути развития диференциальной 
геометрии, как, например, „чистая бесконечно малая геометрия“ 
(тете шНпНезипа]ееотене) “) Вейля (Н. \еу!). 

Имеется много руководств по этому предмету; прежде всего, 
разумеется, учебники теории относительности Эйнштейна, из которых 
здесь мы назовем только: \еу!, Каиш, Дей, Маене (ВегИп, 1923, 
5-ое изд.) и ЕЧа1п={оп, КеаНуНАпеоне 11 шаешанзсНег Венапа- 
11125) (Вей, 1925); они уделяют достаточно много внимания изложе- 
НИЮ „исчисления Риччи“. Далее следует указать на короткое и очень 
простое изложениев „Диференциальной геометрии“ Бляшке (В 1азсНКе, 
ПШетепЧаюеотее, Ва. П, Вегт, 1923, $ 53—57, 66), равно как и 
на исчерпывающее изложение Схоутена: ЭсНоц{еп, Оег Е1сс1-Ка 1, 
ВеШш, 1924 г. 

Чтобы правильно понять основную мысль параллельного сдвига, 
мы напомним понятие геодезической кривизны кривой на поверхности. 
Если бы мы хотели определить ее аналогично определению кривизны 
ялоской кривой с помощью предела отношения 


изменение направления: длина дуги 


т) Суммарное изложение метода, разработанного Риччи (@. Р!сс!—Слига- 
з{то, 1853—1924), см. в Май. Аппа]еп, том. 54 (Е1сср и Тем! -Суца, Менодез 
Че Са1си! АШегепе! абзо1н). 

2) А. Ешцеш, О!е Отип@аре 4ег аПрете!пеп ВеаНуцаю{нНеоне (Апп. 4. 
Риузк, том 49). : 

3) Т. Геу-СуНа: Кепасопы 4 Раегпо, том 42 (1917). (Мо21опе 41 
рагаПе!!зто...) у | 

4) См. появившуюся под этим заглавием работу в Ма: Хейзсний, том 2, 
точно так же, как и упомянутую в тексте книгу Вейля. о 

5) Русский перевод с английского издания: А. С. Эддингтон, Теория отно- 
< ительности, ОНТИ, М.-Л. 1934. 
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при стремящейся к нулю длине дуги, то этому помешало бы то 
обстоятельство, что мы прекрасно можем сравнивать друг с другом 
два направления в ОДНОЙ и той же точке, но не можем сравнивать 
их в различных точках поверхности, т. е, не можем говорить об угле; 
определенном этими направлениями. Прежде всего надо установить 
правило, которое позволило бы направление в исходной точке 
„сдвинуть параллельно“ в конечную точку нашей дуги для’ того, 
чтобы в конечной точке можно было определить возникшее изменение 
направления. В установлении надлежащего, т. е. инвариантно-связан- 
ного с метрикой нашего многообразия, определения параллельного 
сдвига некоторого направления вдоль заданного пути и заключается. 
сущность работы Леви-Чивита. 

В последующем мы попытаемся вывести параллельный сдвиг из 
наглядных механических рассмотрений. Эта мысль принадлежит 
Радону (7. Ка@оп) и опубликовывается здесь впервые. Часто поль- 
зуются вращением плоскости качания маятника’ Фуко для пояснения 
имеющихся здесь обстоятельств. Наоборот, будем’ исходить из равно- 
сильной механической задачи, которая должна нас привести к парал- 
лельному сдвигу. Разумеется, при этом речь будет итти о поверхно- 
стях трехмерного евклидова пространства; ‘в заключение мы покажем, 
как можно произвести соответствующие рассмотрения также и для 
„внутренней“ геометрии общего (в первую очередь двумерного) 
риманова многообразия. . 

Если представить себе при опыте Фуко землю неподвижной, а зато 


наблюдателя с маятником идущего вдоль параллели, то получится 


известное из механики вращение, направления качания. Если наблюда- 
тель для ориентировки будет пользоваться этим направлением вместо 
компаса, то он может сказать, что это направление переносится 
параллельно из одной точки в другую. Затем после полного обхода 
он заметит, что направление в „исходной“ точке изменилось и, если 
ОН обладает достаточными познаниями из геометрии и механики, он 
отсюда заключит, что поверхность земли не может быть плоскостью. 


Теперь если мы возьмем вместо поверхности земного шара про-. 


извольную поверхность и вместо параллели — произвольную кривую, 
то мы придем к рассматриваемой в последующем задаче. Можно. 
ожидать, что с помощью таким образом полученного перенесения 
направлений мы узнаем кое-что о геометрии на нашей поверхности. 
Так как поле тяжести, с которым мы имели дело в опыте 
с маятником в случае произвольной поверхности, с физической точки 
зрения было бы ‘очень искусственно, то лучше воспользоваться 
упругими колебаниями и вообразить наблюдателя снабженным инстру- 
ментом, который мы назовем „осцилятором“. Он состоит из матери- 
альной точки М (массу которой мы примем равной 1), которая может 
двигаться по плоскости („ведущей плоскости“) и которую упругая 
сила связывает с некоторой неподвижной: точкой ведущей плоскости — 


„ведущей точкой“ Р. Тогда потенциал упругой силы надо положить 
равным 


22 —— 
Е МР 
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и представить себе, что мы можем в случае нужды произвольно изме- 
нять А”, в частности, как угодно увеличивать. Оказывается, что как 
раз при больших в первом приближении мы придем к простому 
описанию процесса движения, который в остальном должен происходить 
так: наблюдатель перемещает осцилятор таким образом, что ведущая 
точка Р производит заданное движение на поверхности, в то время 
как ведущая плоскость все время совпадает с касательной плоскостью 
поверхности в точке Л. (Надо отметить, что при этом дело идет оче- 
видно только о полосе, которую образуют двумерные элементы нашей 
поверхности вдоль траектории точки Р.) 


5 82. Уравнения движения. 


4 Юз 
Пусть наша поверхность задана в параметрической форме Гаусса 
тремя уравнениями 


х=х (и, 9), у=у(и, 9), 2==2(и, 9). (1) 


Пусть ведущая точка Р движется согласно уравнениям 


и—и(0), 9—9), о 


так что ее пространственные координаты Х, У, Й определяются 
уравнениями: 


Х—=# 0, ° 0... ‚ (3) 


Движение ведущей точки, т, е. функции и (1), о(1), считается задан- 
ным раз навсегда. 


Положение колеблющейся точки М мы будем определять тем, что 


мы будем линейно составлять вектор РМ из обеих независимых, также 
лежащих в ведущей плоскости, векторов 


„ с компонентами Хх, У, 2 
С ® Хо» Уз» 2+ 
Поэтому координаты точки М окажутся представленными следующими 
формулами: 
х=А- ах, Вх,, . 


У=У-ау, ВУ, (4) 
=— Е-- “2, + Вг,. 


Тогда для потенциала получим 
7:23 К? о 
уУ=-5 У (#—х)=-- (Е 2Ра8 -- 08), (5} 
при употреблении классических обозначений Гаусса: 


В Ме, Я Жх, Ч Ме. 


Юй 


| 

| 
, 
и 
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Из (4) путем диференцирования по времени (причем производные 
по Е обозначаются штрихом) получаем: 


ах 


паи (ия) -х, (о в) (хшши’ -- хш о’) а-[- 
-Е би Хх’) В... 


и отсюда для живой силы: 


т=5 (4%) = (Е ока -- 09) | ва (У лиш! 
Е У жи) Нав (У жьльыи - У жьхя/)-- 


7 < 7’ Г г и % 7’ 

+8" (Ур жихьий + Уужьяия)- ВВ (У кожный + У кухни) 

- Вали Р (аз -ЕРи/) -- ово! - Е, (а, В). о 

При этом через ЁР, обозначен многочлен второй степени относи- 

тельно чи В, коэфициенты которого суть функции времени, опреде- 

ляемые только „ведущим движением“. Как увидим в дальнейшем, 
< этим выражением ближе не придется иметь дела. 

В формуле (6) фигурирует целый ряд образований, которые, следуя 


Кристофелю, называют „трехиндексными символами. первого рода“. и 
обозначают так: 


% Я % 112 2 
Ули = | 1 | Уря =[ 1 | Ули, =| 1 | 


В 177 % 219 
У =| 9 | Урлияь = | 9 | | 2 || 


Их можно выразить, и это весьма существенно, через Е, Е, С и их 
производные. Именно, легко установить, что: 


ты 1 Ты 1 ОУ 1 
аль [= [6-30 
Е а 1 | (8) 
о м И 
и легкб еще написать „обратные формулы“: 
Тм рт 12 12 
И ЕЙ. ], 
2 62 2.12 212 
Е | 
Так как выше были вычислены Ти У, то, следуя Лагранжу, можно 
уравнения движения точки /М в „обобщенных координатах“ а, В на- 
писать в следующем виде: 


а и ау ит ди (0 
т (=) = 5—5, тов) ЭВ 98 ) 


| 
го 


(9) 


——--—— 


пана ню ен 
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Произведя выкладки и воспользовавшись символами Кристофеля, 
получим в качестве первого уравнения: 


— { ве’ --ЕР-а( |] и’-- ен Г] и’-- ] о’)-НЕш'-ЕРи\ = 
—@' (р | “| ')-#* (|, | и’ [, |") и —А?(Еа-Н ЕВ). (11) 


Если мы вычислим производную в левой части и подставим, на- 
пример, в 


‚вместо Е, и Е, их выражения из (9), то уравнения движения примут 


вид: 
Ва Ри 2 ( [ пе = ([ + + 


+ № (Еа-- (а. 9—0, а 


НЕ (Ра о - а, )=0. 


Здесь в [. (а, В) и [. (а, В) собраны члены, линейные относительно а 
и В. Их коэфициенты являются функциями времени, определенными 
ведущим движением. 


Если, теперь, мы разрешим эти уравнения относительно а” и В", 
введя одновременно, следуя Кристофелю, „трехиндексные символы 
второго! рода“: 


“|= о | т [| 


ЕЦ-— РЗ ЕЗ— Е? г (13) 


то получим уравнения движения в окончательном виде: 


и и, то ото ] 
а (На (и 9) 
-- а 1, (а, В) = 0, (14) 
р 11 2 2 Ро 
Вне) 
АВА, (а, В) =0. р 
[3 и Г. имеют такое же значение, как раньше [1 и /... 
В уравнениях (14) мы имеем систему двулинейных диференциальных 
уравнений второго порядка для определения „компонент вектора“ а 


и В, как функции времени. При известных а (6), В (2) формулы (4) дают. 
движение колеблющейся точки М. 
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$ 83. Асимптотическая интеграция. 


Полная интеграция уравнений (14) требует, разумеется, знания 
ведущего движения в явном виде. Но в наши намерения это ‘отнюдь. 
не входит. Скорее мы спросим себя: что можно заключить об уравне- 
ниях движения, если при фиксированном ведущем движении „упругая 
связь“ А? неограниченно возрастает? Естественно возникает предполо- 
жение, что случайности ведущего движения тем более ‘теряют в своем 
влиянии, чем больше становится упругая сила и что’ при неограниченно: 
возрастающем А? все яснее и яснее вырисовывается просто описываемое 
предельное движение. 

Аналитически дело обстоит так: мы хотим уравнения (14) прибли- 
женна интегрировать при большом А. 

Подобной же задачей является известная теория Штурм-Лиувилля, 
в которой, следуя Лиувиллю '), „асимптотически“ интегрируют дифе- 
ренциальное уравнение 


У-ЕРУ--АФУ-в®=0 


при большом А?. Если бы в уравнениях (14) отсутствовали`‘члены 
с первыми производными, то можно было бы в точности следовать. 
Лиувиллю; мы получили бы, что в первом приближении решения 
уравнений (14) даются решениями уравнений колебаний 


- Е?а = 0, 
8—0. 

Поэтому естественно попытаться удалить мешающие члены. С этой 

целью мы отнесем вектор РМ не к векторам $, 1, а к другой паре: 


основных векторов ч,, п». Если эти последние связаны с векторами $,» 
1, посредством уравнений: 


9 и 1, д, НФ, (15, 
РМ=Еа а, (16) 
то нам придется в (14) внести: 


а, = + % 5. 


и если 


Если затем мы приравняем нулю коэфициенты при &, > ТО 
получим для и следующие уравнения: 
мы 
меж, |) вы =] 
мые 


ти жа и што, 


т) 111опу!11е: Лоцгпа! аез ша{нела., том 2 (1837). См. например изложение 
в книге: В1ерегЬась,. О#егепНа!1е1спипеп, Берлин, 1923, П часть, 3 гл., $ 4. 


(14а) 
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Так как обе полученные пары уравнений совершенно одинаково 
построены, то можно сказать: 

Для того чтобы обеспечить отсутствие членов с первыми производ- 
ными, надо ввести с помощью формул (15) два новых „основных 
вектора“ п,, п». Это надо сделать таким образом, чтобы относительно 
старой системы (х„, #,) компоненты ®., ®. каждого из этих векторов 
&=:1,--.х, удовлетворяли диференциальным уравнениям первого 
порядка: 


де до 
(еж (Ди) що 


Разумеется, системы решений 1, ®\о и 5, %.› должны быть 
взяты линейно независимыми для того, чтобы новые основные векторы 
имели различные направления. 

Мы получаем теперь новые уравнения движения: 


Ей те к =А, (<, 55), ] 


18 
ы А, =. ($, 5), ) 


где в правых частях стоят линейные выражения относительно пере- 
менных &, &, коэфициенты которых являются УНАиНиЯ времени, 
определенными ведущим движением. 

В случае покоя, т. е. в случае ш (© — сопзь < (2) = сопзЁ выра- 
жения Х,, как легко видеть, равны нулю. В этом случае решениями 
уравнений (18), как известно, будут функции: 


$ =А, соз АЁ-- В, зп АЬ 
$ = А. с0$ АЕ В. эп АЕ. 


Назовем движение, соответствующее этим решениям, простым колеба- 
нием, траектории которого будут, как известно, эллиптическими или 
прямолинейными. 

Теперь будем интегрировать систему (18) методом вариации по- 
стоянных, причем мы будем рассматривать & и & в правых частях, 
как известные функции времени. Это дает после простого вычисления: 


] 
79 
} 


й 


га 
н = А, соз 4 | В, мп [х ©, 6 ©) те, 
0 < 


$ (19) 
Е . 
Ь О = А, со ##-- Вэ НХ, ©), 6) ше (9. 
0 


Таким образом решения системы (18) распадаются на два слагаемых. | 
Первое слагаемое можно рассматривать как простое колебание; назовем 
его „оскулирующим простым колебанием“ нашего движения. Легко 
видеть, что при ё =0 функции Ё и их первые производные по времени 
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мФ—Б— 


совпадают со значениями, соответствующими оскулирующему простому 
колебанию, чем и оправдывается термин „оскулирующий“. Члены 
с интегралами представляют „погрешность“, величину которой мы 
сейчас будем оценивать. 

Установим для времени # верхнюю границу Т, так что мы интере- 


суемся только течением движения между [=0и = Т. Тогда (не- 


прерывные) коэфициенты линейных функций А, Хо будут по абсолют- 
ной величине оставаться меньше некоторой грани 1. Пусть, далее, 


при О<2<Т 
[6 (2) < (#1) —р1, 
[55 (2) <| 6 (5)| = рэ. 


Здесь {; и (, обозначают две точки интервала 0 <Ё< Г, в кото- 
рых |&| и соответственно || достигают своего максимума. Теперь 


из (19) следует, если положить 2 = соответственно 1, после легко 
понятной оценки: 


' 


1 < |4: |+ 18; |+ Ф.-Нь-- 1), 
и: 


Складывая получаем: 


от | т. 
(р. | 25) (1 ——^) < ви-ЕА-Нв--2; 
если взять 
& >. 41 Т, (20) 
Р-Р < 2 ([А, [-{ [В |184) 1, 
так что при 0 <2<Т имеет место оценка: 
16, @) [51 © [< 2 А-В И-НА-Н вр. @1 
Но отсюда следует, что Величина каждой из „погрешностей“ остается 
меньше следующей грани (надо принять во внимание значение 1): 
21Т 


Тан А-ЕВи-НА НВ, 


Поэтому „погрешности“ при неограниченно возрастающем А и при 
заданных постоянных интеграции А, В; (или, что то же, при фикси- 
рованной траектории оскулирующего простого колебания) равномерно 
сходятся к нулю во всяком конечном интервале времени. 

Этот последний шаг асимптотической ‘интеграции уже дает нам все 


то 


желаемое, показывая, что‘ при достаточно большом Р? движение‘ 


с произвольной степенью точности изображается оскулирующим 
простым колебанием. 

Если ведущее движение известно в явной форме, то можно под- 
ставить полученное первое приближение в подлежащие исправлению 
члены и вследствие этого получить второе приближение и т..д 
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$ 84. Параллельное перенесение. 


Теперь нам предстоит ближе заняться системой (17*), так как на 
ее интеграции основывалось введение новых основных векторов я,, 
й», которые придали нашим уравнениям простой вид (18). 

Система (17*) содержит время только кажущимся образом, а в дей- 
ствительности зависит от траектории ведущего движения (но не от 
закона движения по этой траектории). Мы тотчас это увидим, если. 
напишем эту систему в виде: 


аи, -- Ц аи-- у 4) м ++ аи-- г 4) и. = 0, 

4%. (1. аи-- т} 4) м, +((,) аи-- |} 4) о = 0. ) 

Квадратом длины вектора а==:1,-- ох, является выражение 
а’ — Е’ | 2Ри,ш,- 


Если мы будем рассматривать его изменение в течение ведущего дви- 
жения, то, принимая во внимание (9), получим: 


а? —.0. 


Рассмотрим, далее, два различных вектора 41, а», которые во время 
ведущего движения подчиняются закону (22). Тогда их „внутреннее 
произведение“ будет: 


9142 = Ем 11; -- Р (4115 -|- 91051) -- Сало. 


Так как вектор а, -- а› точно так же изменяется в соответствии с (22), 
то 


0—4 (а, а, = 4 (м) а (а) 24(ала,), 
откуда: 
4(“:, а) —=0: 


Так как угол и длины обоих векторов` (1, @ определяются поз 
средством а, а, и и, ие то отсюда следует, что „перенесение векто- 
ров“, определенное системой (22), оставляет инвариантными длины и 
углы. Итак, если представить себе систему всех векторов ведущей 
плоскости, выходящих из ведущей точки, перенесенной вдоль траек- 
тории ведущей точки согласно уравнениям (22), то это просто сведется 
к тому, что ведущая плоскость вращается определенным образом в целом, 
как твердое тело вокруг ведущей точки. 

В частности, представим себе оба „основных вектора“ а и @ 
взятыми в качестве взаимно перпендикулярных единичных векторов. 
Тогда они сохранят это свойство в течение всего движения, так что 
6. & мы можем истолковывать, как обычные прямоугольные коорди-' 
наты точки М ведущей плоскости, если координаты системы; т. е. оба 


основных вектора, переносятся от точки к точке согласно’ форму-. 
лам (22). 


336 ПРИМЕРЫ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ И@СЛЕДОВАНИЙ 


Если до момента 2==0 наблюдатель находился в покое, то осци- 


лятор производил простое колебание, которое можно считать прямо- 
линейным: , : 
$ =а, З1АБ %&=45: 5 АЁ. 


Если же с момента # =0 наблюдатель начинает двигаться, то. „оску- 
лирующее“ простоз колебание, очевидно, будет изображаться теми же 
самыми формулами. Но так как, согласно результату $ 83, оно является 


первым приближением к фактическому движению, то можно сказать: 


„Движение осцилятора для больших Е? в первом приближении 
протекает таким образом, что „вектор колебания“ компонен- 
тами которого в системе Ё&, № являются а, 6, переносится 
‚вдоль траектории ведущей точки согласно формулам (22). Получен- 


ный вследствие этого „закон, 


параллельного перенесения“ 
векторов сохраняет неизмен- 
ными длины и углы. Этот 
закон, согласно формулам 
(22), определяется лишь те- 
ми величинами, которые за- 
висят от Е, Е, С и их про- 
изводных, и, следовательно, 


бания. 

Далее, из’ заключительного 
замечания перед $ 82 ясно, 
что определяемое формулами (22) перенесение зависит только от „по- 
верхностной полосы“, вдоль которой происходит движение. Поэтому, 
если две поверхности касаются друг друга вдоль некоторой кривой, 
‘то процесс перенесения (22) вдоль этой кро будет одним и тем же 
для обеих поверхностей. 

Оба последних замечания позволяют, например, получить известное 
вращение плоскости качания маятника Фуко почти без всяких вычи- 
слений. Именно, если мы опишем вокруг земли $ вдоль параллели, 
‚определяемой географической широтой ©, конус вращения К 
(см. черт. 89), то мы можем при параллельном перенесении заменить 
земной сфероид этим конусом вращения. Если развернуть этот конус 
на плоскость, разрезав его вдоль какой-нибудь образующей (черт. 90), 
то центральный угол-® получившегося кругового сектора, как легко 
видеть, будет даваться формулой: 


- 'Черт. 89. Черт. 90. 


® —= 2 5шо. } 
Но так как процесс перенесения является инвариантом изгибания, 


а для плоскости переходит в элементарный параллелизм, то мы полу- 


чаем (см. черт. 90), что при обходе параллели будет иметь место. вра- 
щение относительно меридиана на величину ®«, что совпадает с резуль- 
татом, получаемым обычным образом '). 


1) Ср. модель Схоутена, которая изображена на 47 стр. книги Стройка: 
Эний, Мевтгантепзюпа!е О#етепа!ееотее (Берлин, 1922). 


являепкя инвариантом ивзги- 
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$ 85. Применение параллельного перенесения 
в теории поверхностей. 


Определенное формулами (22) параллельное перенесение векторов 
является не чем иным, как параллельным перенесением Леви-Чивита. 
Мы ближе познакомимся с его значением, если поставим его в связь 
< некоторыми основными понятиями теории поверхностей. 


Пусть „ведущая кривая“ С будет произвольной кривой поверхности. 


Рассмотрим касательный единичный вектор: 
аи 49 
и К 4$‘ 
При переходе от точки & к близкой точке 2--6 кривой С мы полу- 


чаем в точке #-- 84, с одной стороны, опять-таки касательный единич- 
ный вектор {с компонентами: 


и 


1) 420. 
Е Е аз 65, т 452 95, 


а с другой стороны — вектор {, возникший из вектора # путем парал- 
лельного перенесения, с компонентами согласно с (22): 


а ы 
= =|| 2 Е 2 ее (| 2 ен о | 05. 


Угол д между {и { может служить мерой изменения напра- 
вления вектора { вдоль 085. По известным формулам теории `поверх- 


ностей 1): 
аи 1/4} 12) 4 @49 
Е а НЕ 
45 в) а пе 
2 2) / 45 \? 5 аи 42и 
НЕ (4) 18 аз а 83 
а 1 / 4} 12 41 
Ию по 
22\ 749 \2]. ад 420; 
5} (=) еще 


о. если ограничиться членами первого порядка относи- 
тельно 95 


-— ИЕа— 23| 48 40 ® Фи аи ` Чи 
511 д = У Е@— Е [== 452 45 452 - | | (<=) +... 


= 45 [) мо | 1 05. (24) 


Наконец, получаем: 


1) См., например, .Е, и, еее Васнеп{Веоне ‘в Разса!$ 
Кереюпит, 2 изд. 2 том, 2 половина, стр, 1070, ‘формула (10). 


Заж. 799. — Клайн. р Г 22 
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т. е. как раз геодезическую кривизну кривой С в точке & потому 
что правая часть формулы (24), будучи разделена на 05, как раз равна 
геодезической кривизне 1). 

Итак, на основе параллельного перенесения это важное понятие 
может быть введено чрезвычайно простым образом, именно, совер- 
шенно так же, как кривизна плоской кривой. 

Знак. геодезической кривизны имеет следующее значение: К >0 
означает, что касательная кривой повернулась в положительном напра- 
влении относительно параллельно перенесенной касательной, т. е, 
в направлении кратчайшего поворота „би-элемента“ в „д9-элемент“, 
а К, < 0 означает противоположное. Это вытекает из смысла знака 
$11 бт в вышеприведенной фор- 
муле. 

Так как геодезические ли- 
нии характеризуются равен- 
ством К,==0, то мы прихо- 
дим к следующей формули- 
ровке: 

Геодезические линии на 
поверхности являются та- 
кими кривыми, касательная 
к которым при продвижении 
вдоль кривой переносится па- 
| раллельно самой себе. 

Так как мы знаем, что при параллельном перенесении все векторы 
вращаются с сохранением углов, то 6х можно истолковывать так же, 
как „убывание“ угла ® межлу касательной к кривой и произвольным 
вектором а при параллельном перенесении этого последнего (черт. 91). 
Наоборот, вследствие этого вполне определяется параллельное пере- 
несение вдоль кривой формулой : 


Черт. 91. 


3 —=— Кв, 8(42)=0 


с помощью ее геодезической кривизны. 

Рассмотрим теперь замкнутую кривую С на поверхности, ограни- 
чивающую просто связный кусок поверхности площади Ао. Можно 
считать, что система координат (и, 9) не имеет никаких особенностей 
внутри и на границе До (как это было бы, например, в случае геогра- 
фической долготы и широты в полюсах земли); тогда можно опреде- 
лить в каждой точке „нулевое направление“, например, посредством 
положительного направления о == сопз{. Тогда при обходе (в положи- 
тельном направлении) кривой С касательный вектор повернется отно- 
сительно нулевого направления на угол 2. 

Если угол между вектором # и нулевым направлением обозначить т, 
а угол между произвольным вектором а, перемещаемым вдоль кри- 


1) Это получается из общей формулы Бельтрами (см. Бляшке, Диферен- 
циальная геометрия, 1, $ 83, изд. ОНТИ, М. — Л. 1935) посредством специали- 
зации на тот случай, когда в качестве параметра взята длина дуги. 


5 
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вой С параллельно самому себе, и нулевым вектором обозначить 
через а, то для угла ® = (+ я) получим: 


« —&а—т. 


Так как при параллельном перенесении вектора а: 


бы — ди— 61 = — Куб, 


[го = за—2ж=— || Ку 
[8 с [24 


то 


ИЛИ 


‘ 


полное вращение а= [3а=2= — [| Куде. 
С с 


‚ Но по известной формуле Гаусса-Бонне !) это равняется: 


| [ као, 


Ао 
где К обозначает гауссову кривизну поверхности. Этот результат по-, 
зволяет определить кривизну следующим образом с помощью парал- 
лельного перенесения: 

Перенесем произвольный вектор а параллельно самому себе вдоль 
некоторой замкнутой кривой С. Угол, на который он повернется 
после полного обхода, разделим на площадь ограниченного кривой С 
куска поверхности. Если затем кривая С ‘будет стязиваться 
в точку Р, то в пределе рассматриваемое отношение обратится 
в гауссову кривизну поверхности в точке Р. 

Если в п-мерном римановом пространстве уже определено парал- 
лельное перенесение, то можно поступать следующим образом. Если 
мы воспользуемся в качестве кривой С бесконечно малым параллело- 
грамом, определенным направлениями 4х; соответственно 8х, то мы 
тотчас увидим, что в этом случае для каждого положения „пучка“ 
(ах, 8х) получится. некоторое значение кривизны (ср. $ 59). Надле- 
жащее вычисление приводит к описанному в $ 59 результату Римана. 

Далее, мы видим: необходимым и достаточным условием того, что 
параллельное перенесение вдоль произвольного замкнутого пути при- 
водит всякий вектор в его исходное положение — или, что то же, что 
параллельное перенесение вектора яе зависит от пути — является 
обращение в нуль гауссовой кривизны, т. е. развертываемость поверх- 
ности на плоскость. 

Следовательно, параллельное перенесение по Леви-Чивита можно 
произвести независимо от пути` только в случае евклидовых двумерных 
многообразий. Это дословно переносится на случай п измерений. 


1) См., например, Бляшке, Диференциальная геометрия, 1, 5 77, изд. 
| . 


’ОНТИ, М. Л. 1935. 


| 


22% 
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$ 86. Выведение параллельного перенесения 
из внутренней геометрии поверхности. 


Только что приведенное выведение параллельного перенесения имеет 
тот недостаток, что оно предполагает поверхность помещенной в евкли- 
довом пространстве, в то время как потом оказывается, что дело идет 
только о первой гауссовой основной форме Е а? | 22 4и 49 -|- В 49°. 
Так как мы пользовались классической механикой, то нельзя устранить 
этого недостатка, который, впрочем, имелся и в первом выводе Леви- 


`Чивита. Покажем вкратце, как при естественных допущениях о меха- 


нике на самой поверхности можно достигнуть этой цели. 

Сначала еще следует упомянуть, каким образом/по Вейлю !) можно 
ввести параллельное перенесение, с помощью простого, хотя может 
быть и не вполне естественного, определения, не покидая „геометрии 
на самой поверхности“. Надо только потребовать: 

а) Параллельное перенесение не зависит от выбора’ системы ко- 
ординат; 

Ъ) Оно оставляет неизменными длины и углы, 

с) Для каждой точки поверхности Р существует система координат, 
в которой параллельное перенесение векторов в точке Р определяется 
равенствами: 


би, = 0, 65 == 0. 


Из Б) легко следует, что в подобной системе координат в самой. 
точке Р обращаются в нуль первые частные производные от ВЕ, @: 
Но тогда в точке Р обращаются в нуль все трехиндексные символы, 
и формулы (22) совпадают с требованием с) Вейля. Так как наш преж- 
ний способ вывода указывает на независимость параллельного перене- 
сения от системы координат, то также и в произвольной системе коор- 
динат при вейлевском определении ничего другого не может получиться, 
как наше параллельное перенесение. 

Обратимся теперь к обещанному рассмотрению’ и вообразим 
себе двумерное риманово многообразие абстрактно заданным основной 
и 452 — Ба? 4 ЗЕ аи до @ 4%. 


Рассмотрим опять „осцилятор“, состоящий из двух упруго-связанных 
точек Р и М нашего многообразия, из которых Р, как и раньше, 
будет „ведущей“ точкой. 

Составим опять, следуя Лагранжу, уравнения движения. Современ- 
ная физика нас приучила к подобному перенесению классических при- 
емов на неевклидово пространство. Напишем опять потенциал силы: 


И* — А МР®. 


Но теперь возникает затруднение: что следует понимать под „расстоя- 
нием“ между точками М и Р? Однако, если мы ограничимся случаем 


1) Н. \еу!. Вашт, 7ей, Маене (4 изд.) $ 14. 
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малых колебаний, то это затруднение отпадает, потому что, если точки 


Р и М имеют координаты 


Р: и, о, М: ина, э-В, 


то нам понадобятся в случае малых колебаний только члены до. вто- 
рого порядка, относительно & и В включительно, которые, очевидно, 
даются во всех случаях формулой: 


МР? — Еа? -|- 2Ра8 -|- 68--... 


Никаких затруднений не встречается при перенесении 
живой силы. Разумеется: 


Гош п {Е(ш-а, э-Е Зи -а)® -- 


понятия 


НЕЕ (и-а, 9-Е В) (ма) ©’) -- а (и-На, ЭВ (9-Е В}; \ 


если мы и здесь остановимся на членах второго порядка, то получим: 
‘т 1 ы 
Т* = { Еа’? -- 2Ра/В’-- СВ’ 2Еш’ аа’ - 2Еъ.ш’Ва’ Е 
-- 2Ро' аа! -|- 2Е.о’Ва' Е 2Е ша’ -- 2Еи’ ВВ’ -- 
—= 20, 0’а8’ -|- 20 ю'ВВ' } | Е* (а, 8), 


. 
где Р, — опять-таки некоторый полином второй степени. 
В то время как 


2 о 
У = 5 (В®-- 2Рав -- 08?) 


совпадает с прежним У, для Ти Т этого уже нет. Именно, привле- 
кая формулы (9), мы получим: 


Т*-— Г== аа” И | и [ы] о Е (Ва | а’) И | ш-- Е. | о -- 
-- 88°] ИЕ р] о} многочлен 2 степени относительно «и 8. 


Следовательно, при установлении уравнений движения появляются 
следующие новые члены: _ 


О Пы: Оый) а 9(Т*—Т) 9(Т#—Т) 

ПЕ О И бееЕ а ОЕ ме О: 

Но при вычислении этих членов производные ‘а’ и В” совершенно 

выпадают, а оставшиеся члены, линейные относительно «и В, не мешают, 

так как и выше нам вовсе не приходилось обращать внимание на 

подобные члены. Поэтому, в конце концов, получаются те же заклю- 

чения, как и выше, чем и достигнута наша цель. 
Перенесение набросанных в этом параграфе 

п-мерный случай не представляет никаких затруднений. 


рассмотрений на’ 
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Укажем некоторые литературные источники. Почти одновременно 
с основной работой Леви-Чивита о его параллелизме к этому понятию 
очень близко подошел Гессенберг (С. НеззепБеге) в Ма. Аппайеп, 
т. 78, 1917, стр. 187—217. О родственных исследованиях Схоутена 
см. на стр. 332 в его уже названной книге. См. также Бомпиани 
(Е. Вотр!аш), АЗ 134. Уепефю, 1920—21, стр. 356, 839, 1113). 

Под руководством Вейля из параллелизма возник новый тип гео- 
метрического рассмотрения, ставящий во главу всего понятие паралле- 
лизма и в конце концов приведший к тому; чтобы теоретико-групповое 
обоснование геометрии. Клейна-Ли построить новым более общим 
образом при ограничении бесконечно малым. Здесь мы нязовем сле- 
дующие работы: 

Н. \Меу1, Маетайзсне Апа|узе 4ез Кациргоетз, ВегИп, 1923. 
Несколько работ Картана, начиная с 1922 г., особенно Е. Сатёап, 
Гез этопрез ФНо]опопме 4ез езрасез о6пбгаИз6з .(Ас4а шаетайса, 
т. 48, 1925, стр. 1—42). Далее исследования Схоутена, которые он 
изложит во втором издании своего „исчисления Риччи“. Наиболее 
общими являются исследования Виртингера, привлекающие к рассмо- 
трению преобразования прикосновения; см. в частности: \. Ут пеег, 
АПоешеше шНпНезипа]ееотее ипа Ейавгипе (АБВап@ипоеп НашБиго, 
т. 4, 1925, стр. 178—200). 

Из новых учебников по римановой геометрии и тензорному ана- 
лизу назовем еще: 

Т. Геу!-С1у1ва, Гежош 4 са1со1о Ч1етеп24а!е аззо1фо, Кот 1925; 

Е. Сагйап, Га эвошЕеЧе 4ез езрасез 4е Еетапп, Райз 1925; 

Р. Арре!1, Тгайё ае Мёсашаце, т. 5, Раз 1926 г.; 

Г. Р. Е15еппНагь КНетапщап Сеотену, Рипсефюп 1926. 


ИЗ ТОПОЛОГИИ: АРТИНОВЫ КОСЫ. 


На всем протяжении этих лекций, за немногими исключениями, 
мы предполагали встречающиеся геометрические образы аналитическими 
и сверх того ограничивались, по большей части, рассмотрением „регу- 
лярных“ точек. Одно из преимуществ такого рассмотрения состояло 
в том, что легко можно было привлечь к рассмотрению и мнимые 


образы, также могущие быть полезными для достижения результатов \ 


в действительной области; замечательным примером этого является 
теория минимальных поверхностей’ С. Ли. 

Между тем уже в геометрии рассмотренных нами групп можно 
притти ко многим новым и интересным постановкам вопроса, если 
направить свое внимание только на действительные образы в тесней- 
шем смысле эгого слова, но зато отбросить. требование изобразимости 
аналитическими функциями. 

Вот пример. Положим в основу плоской геометрии, например, 
шестичленную группу преобразований круга Мебиуса. Под „кривой“ 
на этой плоскости мы подразумеваем однозначный и непрерывный 
образ круга. Затем мы исследуем те кривые, которые ни с каким 
кругом не пересекаются более чем в четырех точках. Легко показать, 
что всякая подобная кривая имеет в точности четыре „вершины“, 
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в которых круг имеет с кривой четыре` совпадающие общие точки. 
Очевидно, что таким образом определенные кривые образуют естест- 
венно обобщение упомянутых в $ 12 циклических кривых Дарбу. 

Подобные постановки вопроса с большим успехом разрабатывал 
датский геометр С. ще], причем следует особенно отметить его „Тео- 
рию элементарных поверхностей третьего порядка“ (Ма. Аппайеп, й 
т. 76, 1915, стр. 548—574). В этой работе остался неразрешенным весьма й 
замечательный вопрос о том, существуют ли вообще неаналитические | 
элементарные поверхности третьего порядка; следовательно, будет ли | 
обязательно алгебраической, удовлетворяющая известным условиям регу- | 
лярности, поверхность проективного пространства, которая со всякой 
пе лежащей на ней прямой пересекается не более, чем в трех точках. | 

Сюда также относится теория выпуклых тел, которая занимала 
геометров, начиная с Архимеда, и которая в новейшее время оказалась, | 
важной для теории чисел, как это было выяснено в работах Минков- И 
ского. До сих пор не имеется общего обзора, охватывающего много- 
численные результаты, полученные в теории выпуклых тел (среди этих || 
результатов следует отметить работы Брунна (Н. Вгшиш) в 1887 и | 
1889 гг.). Начало этому положено небольшой книжкой Бляшке | 
(№. В1азсвКе, Кге!з ппа Кивей; Гарие 1916). 

В вопросах топологии совершенно не выдерживает критики огра- | 
ничение аналитическими образами, которое, разумеется, совершенно у 
неестественно и ненаглядно. Положим в основу элементарно геомет-, 
рическое представление‘ о пространстве. Точечное преобразование в) 
этом пространстве называется  топологическим, если оно, так же как 
и его обращение, однозначно и непрерывно. Тогда „топология“ или 
Апа!уз1$ $ЦНиз определяется как теория инвариантов относительно этих 
преобразований. 

Если мы, при изучении какого-нибудь геометрического образа, \ 
рассмотрим сначала его элементарно-геометрические свойства, сохраняю- И 
щиеся при движении этого образа, затем его проективные свойства и, 
наконец, топологические, то’ с каждым разом будет оставаться все 
меньше свойств. Сначала мы имеем перед собой пестрое элементарно- 
геометрическое платье; затем простейшие формы тел проективной 
геометрии и, наконец, остается только топологический скелет. Зато. 
у нас будет то удовлетворение, что мы достигаем все более и более 
существенных свойств. 

Первым важным топологическим результатом была теорема Эйлера ^ 
о многогранниках, которая по утверждению Лейбница восходит еще 
к Декарту: | 

Число граней — число ребер -|- число вершин == 2 (1 —р); 
эта теорема справедлива для любых замкнутых полиэдров и была 
известна Эйлеру для случая р =0. Число р, являющееся топологиче- 
ским инвариантом, называется „родом“ полиэдра. 

Новейшее развитие топологии связано, прежде всего, с двумя 
именами —с Пуанкаре (Н. Ро!псагё) и с Брауэром (1. Е. 1. Вгонуе!). | \ 
С этими двумя именами связаны два направления этой важной и трудно и 
доступной ветви геометрии, именно: с одной стороны комбинаторная 
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Ми 


топология и с другой стороны теоретико-множественная топология. 
В комбинаторной топологии (говоря грубо) кривые заменяются поли- 
тонами, поверхности — полиэдрами, причем допускаются известные пре- 
образования. При этом обобщения теоремы Эйлера о многогранниках 
играют существенную роль и к этому присоединяются известные связи 
с теорией дискретных групп. Лучше всего мы выясним себе характер- 
ные черты этой комбинаторной топологии на примере артиновой теории 
кос (пример, отклоняющийся от обычного пути, указанного Пуанкаре). 

Бросим сначала взгляд на теоретико-множественную топологию. 
Старейшей ее теоремой является теорема Жордана (С. УогЧап) на пло- 
скости. Эта ‘теорема утверждает: топологический образ окружности 
определяет на плоскости в точности две области (областью называется 
точечное множество, состоящее только из внутренних точек) и сов- 
падает с общей границей этих двух областей. Среди многочисленных 
`доказательств, которые, начиная с Жордана, давались этой столь на- 
глядно звучащей теореме, особенно следует отметить доказательство 
Шмидта (Е. Зспима в Ве!тег АкадепиеБейсМе, 1923, стр. 318—329). 


С этой теоремой связана теорема об инвариантности области (об. 


инвариантности размерности) при топологическом отображении, которая 
для произвольной размерности была впервые доказана Брауэром (Ман. 
Аппа]еп, т. 70, 1911, стр. 161). Постараемся сейчас выяснить харак- 
терные черты теоретико-множественной топологии на простом примере 
этеоремы о деформации“ Титце (Н. 'Пее). 

Из новейших общих курсов топологии в настоящей серии вышел 
первый том книги Керекьярто;: В. у. КегёК]ат+о, Уопезипееп йБег 


Тороюзе, т. 1, Вейш, 1923; эта работа оставляет еще желать многого. . 


$ 87. Доказательство Александера теоремы Титце. 


Рассмотрим группу топологических отображений круга ху < 1 
самого на себя. По теореме об инвариантности области при подобном 
отображении граница х?- у?==1 переходит сама в себя и нам сле- 
дует различать два случая в зависимости от того, сохраняет ли ото- 
бражение ориентацию граничной окружности или же не сохраняет ее. 
Если мы рассмотрим только отображения первого типа, то естественно 
возникает предположение, что они образуют непрерывную группу; 
это и составляет содержание теоремы Титце о деформации. Следова- 
тельно, если мы на, мгновение представим себе круг х?-Р у? 1 осуще- 
ствленным в двух плоскостях 2=0 и г==1, то утверждается, что для 
всякого заданного топологического отображения круга х?-- у? < 1, 
2 —=0 на круг х?-- у? < 1, 2==1 всякая точка может быть соединена 
со своей соответствующей посредством нити в цилиндре 2 -| у? < 1, 
0<=<! таким образом, чтобы каждая нить пересекала всякую пло- 
скость 2 == сопзЁ (20, < 1) в точности в одной точке и чтобы нити 
однократно заполняли весь цилиндр. 

Покажем, что без ограничения общности в существенном можно 
считать, что при нашем отображении центр круга и все краевые точки 
остаются неподвижными. Именно, если центру круга О соответствует 
точка О*, то посредством непрерывного семейства топологических 
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отображений, оставляющих неподвижными краевые точки, О пере- 
вести О* в О, представив, что к краевым точкам и точке О* прикре- 
плены эластические нити и что затем О* движется прямолинейно и 
равномерно в точку О и при этом тянет за собой нити. Кому не 
нравится эта „каучуковая терминология“, тот пусть переведет ее на 
язык формул. Если; после того, как это достигнуто (г и © — полярные 
координаты, а хи <*—- углы соответствующих друг другу краевых 
точек), то, в силу предположенного выше сохранения ориентации, <” 
будет непрерывной, монотонно возрастающей функцией переменного < 
с периодом 2т. Если мы теперь. выполним семейство сохраняющих 
ориентацию топологических преобразований Т(Р) круга, при которых 
радиус г остается неизменным и при которых на краю 


$0=а-де- 


то эти отображения переведут всякую краевую точку (7=1, ‹*) в ее 
прообраз (г =1, $), если Ё будет непрерывно изменяться от нуля до 
единицы. 

} Итак: пусть дано топологическое отображение Т(Ру,—Р!) круга 
х?-Р у? <1 самого на себя, при котором центр круга (х =у==0 

и всякая краевая точка (х? -- у? = 1) соответствует сама себе. Надо 
доказать, что существует непрерывное семейство таких же отоб- 
ражений круга, переводящих тождественное отображение в данное 
отображение. 

Прежде всего распространим отображение ТГ о на всю 
плоскость, поставив в соответствие всякой точке области х? | у? 1 
самое себя. Затем введем отображение ›Т(#), соответствующие точки 
которого получаются из соответствующих точек Ро (хо, Уо), Р! (х1, У1) 
отображения Т посредством преобразования подобия А(Ё){^х* ==(х, 
у*=1(0<#<!1)} и которое опять-таки является топологическим 
отображением, определенным: на всей плоскости и оставляющим непо- 
движным начало координат и каждую краевую точку х?- у? =1. 
[Т@ = А-'@ТА+1(1]. Если мы заставим Ё пробегать все значения 
от 2=1 до ==0, то мы получим непрерывное семейство отображений 
Т(ё); совпадающее при 2 =1 с заданным отображением, а при &=0. 
с тождественным отображением. Этим теорема Титце доказана. 

Это ‘доказательство принадлежит американскому математику Алек- 
сандеру (1. \. А1ехап@4ег, Оп Ше ЧеюгпаНоп оЁ ап п-сей; Ргос. 
Маё Ас. Ц. 5. А., т. 9, 1923, стр. 406). Первоначально доказательство. 
Титце (Реп1сопН @е1 сисо!о шаетаНсо 94 Райепто, т. 38, 1914, 
стр. 247—304) было сложнее, но оно имеет перед доказательством 
Александера то преимущество, что оно легче может быть перене-- 
сено на другие случаи. 

Примеры теоремы Жордана и теоремы Титце могли бы привести 
к мысли, что устанавливаемые в топологии факты почти наглядно оче- 
видны и что теоретико-множественная топология удовлетворяется тем.,,. 
что она на более или менее простом пути точно доказывает вещи, 
с самого начала наглядно очевидные. Чтобы опровергнуть это мнение 
приведем один пример, указанный Антуаном (Г. Апюоше), который ка- 
жется весьма парадоксальным. х 
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Будем понимать под „кольцом“ область, описываемую шаром, если 
этот последний вращается вокруг непересекающей его оси. Внутри 
подобного кольца А, возьмем цепочку из малых колец Ю., как это 
показано на черт. 92. Внутри каждого коль- 
ца К таким же образом построим цепочку 
из колец А; и т. д: Рассмотрим теперь мно- 
жество /М всех точек, лежащих в бесчислен- 
ном множестве этих колец. 

Множество /М— совершенное (т, е. со- 
стоит только из предельных точек и содер- 
жит все свои предельные точки) и может 
быть топологически отображено на совер- 
шенное нигде неплотное множество, ле- 
жащее на окружности. Это топологическое 
отображение не может быть распространено 
ни на какую, хотя бы как угодно малую, 
окрестность, так как множество /М обладает 
тем замечательным свойством, что всякая 
поверхность, являющаяся топологическим образом сферы и имеющая 
в обеих, определенных согласно теореме Жордана, областях точки 
множества /И, необходимо сама содержит точки М. 

Ср. Антуан, диссертация, Страсбург 1921. 

Обратимся теперь к примеру из комбинаторной топологии, именно 
к артиновой теории кос!). Начнем с общей постановки вопроса. 


$ 88. Проблема узлов. 


Одной из важных задач топологии, решение которой еще до сих 
пор не доведено до конца, является так называемая проблема. узлов 
и ее обобщение — проблема цепей. Займемся прежде всего постановкой 
зопроса в этих задачах. 

Под узлом понимают непрерывную замкнутую пространственную 
кривую без двойных точек. При этом два узла К; и К. рассматривают 
как тождественные, если существует такое топологическое отображе- 
‚ние трехмерного пространства самого на себя, которое переводит К, 
в Ко. Сверх того от отображения еще требуется, чтобы оно сохра- 
няло ‘„индикатрису“ пространства, т. е. ориентацию пространства. 

Это определение эквивалентности двух узлов, очевидно, является 
строгой заменой следующего интуитивного требования: должно быть, 
возможно непрерывное деформирование кривой К!, в кривую К, при 
непременном условии не допускать самоперенесения кривой. Трудности, 
которые скрываются в понятии деформации, если не желать обратиться 
к деформации самого пространства, скоро выяснятся. 

Проблема узлов заключается в нахождении всегда годного и в ка- 
ждом отдельном случае действительно выполнимого способа, с помощью 
которого можно решить, будут ли между собой эквивалентны или нет 
две данные пространственные кривые. 


1) Е. Аг+!п, АБпапащиреп ацз ает Мает. Зепитаг НашЬиге, том 4, 
стр. 47—72 (1975). 


ПРОБЛЕМА УЗЛОВ З41 


По возможности следует еще присоединить перечисление всевоз- 
можных различных типов узлов. 

Но в такой общей постановке вопроса проблему узлов приходится 
считать безнадежной. Это происходит из-за свойств непрерывной кри- 
вой „ни К!ешеп“, причем, как заметил Титце, прежде всего причи- 
няет затруднения случай заузления бесконечно-высокого порядка. Ведь 
изображенный на черт. 93 случай, в котором узлы убывающей вели- 
чины скапливаются в некоторой точке, является одним. из самых про- 
стых; эти особенности можно еще сгустить. 

Для того чтобы выделить из совокупности пространственных кри- 
вых простой класс, в случае которого было бы больше шансов реше- 
ния проблемы, следует, например, потребовать, чтобы кривые состояли 
из конечного числа прямолинейных отрезков или по крайней мере 
были бы эквивалентны, в смысле нашего опреде- 
ления, некоторой кривой этого типа. 

Вот этот-то более узкий класс кривых и кла- 
дется собственно в основу проблемы узлов. Он 
охватывает те случаи, которые могут быть фак- 
тически осуществлены с помощью нитей. 

Как уже было упомянуто, понятие деформации 
следует употреблять с осторожностью. Если бы 
ее определить просто, как непрерывное видоизме- 
нение без самопересечения, то всякий узел можно 
было бы деформировать в окружность. | 

В самом деле. Представим себе наш узел 
осуществленным с помощью замкнутой нерастя- 
жимой нити и притом так, чтобы‘ собственно за- 
узленная часть была мала по сравнению с общей 
длиной нити. Далее, будем стягивать заузленную часть до тех пор, 
пока кривая не перейдет в незаузленную кривую, т. е. в такую кри- 
вую, которую можно деформировать в окружность; при этом само- 
пересечения не происходили. 

‚ Если все же желательно сохранить деформации, наглядное значение 
которых нельзя осларивать, то в качестве меры предосторожности, сле- 
дует, например, потребовать, чтобы на всем протяжении непрерывного 
видоизменения наша кривая состояла из конечного числа прямолиней- 
ных отрезков. Число отрезков должно быть ограничено и их длины 
должны оставаться больше некоторой положительной грани. Коль скоро 
деформации определяются только в этом смысле, их применение 
не может повести ни к каким неприятностям. 

В проблеме цепей дело идет о множестве конечного числа замк- 
нутых пространственных кривых без двойных точек. Эквивалентность 
двух цепей определяется так же, как и в случае узлов; и опять-таки 
требуется указать конечный процесс, с помощью которого можно 
было бы решить, будут ли две заданные цепи эквивалентны или нет. 

Приведем еще несколько примеров отдельных узлов. 

На чертеже 94 изображены два узла, называющиеся клеверными 
петлями (ЮееМайзсйИпоепт). Один из этих узлов является зеркаль- 


Черт. 98.) 


ным образом другого. Следовательно, существует отображение всего. 
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пространства на себя, переводящее одну клеверную петлю в другую; но 
‚ это отображение не сохраняет индикатрисы пространства. Ден (М. Оевп) 


впервые доказал, что не существует никакого отображения простран-- 


ства самого на себя, которое бы сохраняло индикатрису и перево- 
дило бы одну клеверную петлю в другую. Следовательно, эти петли 
являются различными узлами. 

Узел, изображенный на чертеже 95, называется двойной петлей. 
В противоположность клеверной петле этот узел может быть дефор- 
мирован в свой зеркальный образ. 


Наконец, упомянем еще об одном, встречающемся на практике, 


узле. Это так называемый ткацкий узел, изображенный на чертеже 96; 
он может быть составлен простым образом из обеих клеверных петель. 

Мы зашли бы слишком далеко, если бы стали останавливаться на всех 
результатах, полученных в исследованиях по теории узлов. Поэтому 
мы укажем на работы Дена 1) по этому поводу. До сих пор проблему 


СХ мо 
Черт. 94. Черт. 95. Черт. 96. 


узлов только удалось свести к некоторой задаче теории групп в том 


случае, когда одна из кривых незаузлена. Но мы еще далеки от реше- 
ния этой теоретико-групповой задачи. 


` 


$ 89. Группа кос. 


Трудности проблемы узлов побуждают нас заняться более простой: 
задачей подобного же рода, которая относится к плетению нитей. 
. Под косой 7 п-го порядка мы понимаем следующий топологический 
образ: 


Пусть в пространстве дан прямоугольник с противоположными 
‘сторонами 81, 85 и №, Й, („рама“ косы 7). На каждой из обеих сто- 
рон 2; и 25 даны п точек А,, А.,..., А, и В,, В.,..., В,, причем 
направление нумерации идет от #, к й.. Пусть каждой точке А; по- 


ставлена однозначно в соответствие некоторая точка В,;›, с которой 
‘она соединена пространственной кривой |; без двойных точек, кото- 
рая не пересекает никакую другую из кривых в. Кривая в; ориенти- 
рована от точки А; к точке В,„.. 

Две такие косы называются эквивалентными или, короче, равными, 
если они могут быть деформированы одна в другую без самопересе- 


1) М. Ренп, ОБег Че Торо!оз{е 4ез аге!Атепз!опа!еп Каитез. Ма. Апп., 
том 69, стр.137. Ге Бе4еп КееМаН зсПИпееп. Ма. Апп, том 75, стр. 402. 


См. также три заметки Рейдемейстера (К. Бе еше! ег) в АБНапа!шиоел 4ез ша. 
Зелипагз НашБигр, том 5 (1927) об узлах и группах. 
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чения. При этой деформации продолжения сторон 8: и 8» рассматри- 
ваются так же, как непроницаемые. Следует учитывать обе, имеющиеся 
в каждой косе, ориентации. Одна из них относится к нумерации то- 


‚чек А;‚, другая же — к направлению кривых \{+;. При деформации необ- 


ходимо считаться с этими ориентациями. 

Теперь сузим это определение посредством следующего требова- 
ния: после надлежащей деформации косы , проекции кривых | 
на плоскость „рамы“ должны лежать целиком внутри прямоугольника, 
пересекаться только в конечном числе точек и со всякой прямой, 
параллельной стороне 2., пересекаться только в одной точке. Так 
как кратные точки можно превратить с помощью легкого видоизме- 
нения в двойные точки, то можно также еще считать, что при проектиро- 
вании будут получаться только одни простые точки пересечения. Тогда 
схематически коса может быть изображена . 
рисунком, как это показано на черт. 98. На А А 43 
чертеже 97 изображено сплетение, которое мы 
не будем называть косой. В дальнейшем мы 
будем предполагать, что косы даны в указан- 
ном „нормальном виде“. 

Из двух кос 7, и 0. п-ого порядка может М 
быть посредством комбинирования составлена 
некоторая третья коса следующим путем. 8 Е т 
Посредством деформации нормального вида на- 2 3 
до в некоторой плоскости таким образом при- Черт. 97. 
ложить друг к другу оба прямоугольника, чтобы 


сторона <, косы 2, примкнула к стороне 2, косы 2. чтобы точки В; 
. ‚ 30.0 
косы Й, совпали с точками А, косы С, и чтобы стороны #,, й, являлись 


/ 
продолжениями сторон Й,, #,. Теперь отождествим стороны &, == 8. 


В результате этого получится новая коса, которую мы будем обозна- 
чать 2,25. Значит, короче говоря, коса 2,2, получается посредством 
соединения обеих кос 7, и 2.. На чертеже 98 это изображено наглядно. 
При этом опять-таки следует принимать во внимание ориентации. Мы 
еще подчеркнем, хотя это уже ясно из всего сказанного, что при таком 
процессе {-тая нить косы Й, не обязательно соединяется с {той же 


нитью косы С». Если нить |м; соединяет точку А; с точкой В,,, то ведь 


надо совместить точку В,„, с точкой А,„, косы 2» так что нить {м 


будет связана с нитью р косы 7, Например на чертеже 98 первая 


НИТЬ КОСЫ 71 оказывается связанной с третьей нитью косы Я. 
Ассоциативный закон 


2 (2523) = (21:25) 2: (1) 


для нашей операции непосредственно очевиден, потому что мы получим, 
ту же самую косу, если прибавим к 7, уже составленную косу 2.7, 
и, то же самое, если сначала соединим косы Й, и ГД. и только. к ре- 
зультату присоединим косу 7.. Напротив, порядок кос 2, и 2., вообще 


говоря, является’ существенным, т. е. коммутативный закон, вообще 
говоря, не имеет места. 
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Простейшие типы кос я-го порядка изображены на черт. 99. Мы имеем: 
1. Коса Е, в которой каждая точка А; соединяется с точкой В; 
и нити м; не перепутываются друг.с другом. Тогда после надлежащей 
деформации проекции наших кривых не будут пересекаться: Очевидно: 


НЕЕ, (2) 


где 2 — произвольная коса. Следовательно, наша‘ коса Е играет роль 
единицы и поэтому мы будем ее обозначать цифрой 1. 

2. Коса с, в которой’ точка А; соединяется с точкой В; и 
точка А;.1—с точкой В, причем Г-тая нить один раз проходит над 
@-- 1-ой нитью, а прочие нити идут так же, каки в случае косы Е, 


А` 4-4. 4 4 


й 


ва Я я 
Черт. 98. Черт. 99. 


т. в. идут не перепутываясь друг с другом от точки А, к точке В,,. 
— 

3. Коса <, , в которой имеется то же положение вещей, как 
и в случае с; но только {-ая нить проходит под (#-- 1)-ой нитью. 

Если соединить косу с; с косой 9, то {ую нить можно снять 
с (&-Е 1-ой, вследствие чего получится коса Е. То же самое полу- 
чится при соединении косы сям с косой <,. Следовательно имеем: 

—1 —1 
6,5; =, 9=1. (3) 
По этой причине третий тип обозначается как о. 
Далее можно видеть, что всякая коса может быть получена как 
а 1 

надлежащая комбинация элементарных кос Е 
как после легких деформаций всякую косу можно разложить на такие 
слои, чтобы в каждом отдельном слое ‘лежала только одна точка 
перекрещивания. Например, изображенные на чертеже 100 косы допу- 
скают следующее представление: 


ИЕ 
2. = 0,9 ое 
Ы 1 т 
2, = 0;0;5, в ва 
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Это имеет следствием то обстоятельство, что для всякой косы 2 
существует обратная ей коса 2-1! для которой имеет место: 


Ил (4) 


Так, например, а о. Геометрический смысл 
косы (-! ясен непосредственно. Именно, мы получим обратную косу, 
если отобразим зеркально проекцию косы Ё относительно прямой 5 
и изменим ориентацию кривых в зеркальном образе на обратную. 

Итак, косы И-го порядка образуют 


группу 3, с (и—1) образующими 


911955 51-5 би 1: = 


$ 90. Определяющие соотношения. 


Представление косы 2 с помощью 
разумеется не однозначно, так как ме- 
жду с; имеются некоторые соотношения, 
которые имеют источником дозволенные ы 
деформации. Прежде всего речь будет 
итти о том, чтобы найти „определяю- 
щие“ соотношения нашей группы, сле- 
довательно, об арифметизации деформа- 
ций. Легко видеть, что деформация косы 
Й. из нормального вида в другой всегда р 
может быть произведена также в нор- 
мальном виде, так что дело сводится Черт. 100. 
только к переброске нитей. 

Расчленим эту переброску на отдельные шаги. Вместо того, чтобы 
перетягивать несколько нитей одновременно, можно по очереди про- 
тянуть отдельные нити под или над другими. При этом, вообще говоря, 
придется возвращаться несколько раз к одной и той же нити, уже 
лереложив надлежащим образом другие нити. Во всяком случае 
каждый отдельный шаг заключается в том, что деформируется одна 
определенная нить, а остальные нити остаются неизменными. 

Этот отдельный шаг может быть разложен, дальше на еще более 
простые. Именно, если мы проследим за деформацией нити, то наша 
нить в некоторые моменты будет проходить под или над соседними 
нитями; далее, будут сдвигаться точки перекрещивания, в которых 
участвует наша нить. Если это происходит одновременно в несколь- 
ких местах, то это опять-таки можно произвести поочередко. Если мы 
теперь представим себе в какой-нибудь, точке 1-тую нить надвигаю- 
щейся на (2-- 1)-ую, то тотчас после перехода в этом месте косы 


появится вдвинутой часть 5.5; р Следовательно, это не дает нам ника- 


кого соотношения. Точно так же обратная операция означает только 


—1 
выпускание некоторой части о,5, `. 


Итак, остается рассмотреть только ›„сдвиг“ точек перекрещивания. 
Пусть дело идет, например, о 9;. Пока мы не проходим с с; через 


[И 
— 
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точку перекрещивания, в котором участвует (:-- 1)-ая нить, то самое 
большее, что может произойти в выражении косы 7, это то измене- 
ние, что с, стоявшая до сдвига позади элемента 9» после сдвига 
окажется впереди него. При этом В не должно равняться (#--1), 
так как {-тая и (-—-1)-ая нити в рассматриваемой части косы участ- 
вуют только в перекрещивании 5; (см. черт. 100). Следовательно, эта 
деформация дает соотношение: 


6:51. = 915. : (5) 


Но если при ›сдвиге“ в; (например, „вверх“) перейти перекрещи- 
; 41 
вание, в котором участвует ({-- 1)-ая нить, следовательно с; › то мы 


найдем из чертежа 100: 


1 1 +1 
= 94.104 Эт. 
Это в обоих случаях дает соотношение: 
51944194 = 944194 4+1° (6) 

Полная симметрия соотношения (6) уже указывает на то, что мы 
не получим ничего нового, если будем сдвигать 9; „вниз“, или если 
протянем #{-тую нить над (1 1)-ой. В этом можно без труда убе- 
диться. Точно так же: сдвиг косы О, приводит только к соотноше- 
ниям (5) и (6). г 

Итак, преобразование нитей приводит только к повторному приме- 
нению соотношений (5) и (6), так что эти последние являются системой 
определяющих соотношений для нашей группы. Следовательно, мы 
имеем: 

Группа З» кос п-0го порядка может быть построена из (п— 1) 
образующих 1, 9», ++.» бп-1» между которыми существуют соотно- 


шения: 
| Рас (Е—1, 1) (1) 
6;34194 == 94419344 р ((=12,..., п—2) (8) 


При этом значок —^ обозначает коммутативность элементов с; И у, 
‘следовательно соотношение (7) является лишь другим способом записи 
соотношения (5). 


Для и==3 соотношение (7) отпадает и остается лишь . соотно- 
шение: 
31959; = 993165. (9) 


Прежде всего заметим, что группа 8» всегда может быть предста- 
влена с помощью двух образующих. Именно, положим: 
@= 619503. ..би-1, (10) 
в=—5,. (11) 
Рассмотрим теперь выражение 43%; Так как элемент с; перестановочен 
почти со всеми с то его можно сдвинуть довольно сильно влево 
и таким образом получить; 


аз; ==0195...9;—194944194944294 48° -*бп-1 
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Если применить (8), то получим: 
45; =5 6;:_:6;,.:5 5 
191913 но + .9 
а в силу (7): а — 
45; =06;:191...9; 16:4. = 
е = 9;+151 $10411. "би-1 = 5;41@, 
$;11 = а5;а-\. (12) 
Отсюда посредством повторного применения получаем: 
9; = @-1а-@-0. (13) 


Но в этом равенс 
тве элементы с; 
д и с, так что косы аис р и а 
а кже взяты в качестве обра- 
а О нам предстоит вывести все независимые соотношения межд 
с. При этом надо действовать с большой осторожностью, так а 
ы 


Мы поступим так: 


Можно также считать, что г 
: руппа З„ порожда р 
ими с, а, с с соотношениями: (7), (8), (10), 1) Сы о 5 
: ведь в силу (10) и (11) образующие а ис прибавлены зря ас . 
ошение (3) является следствием (7) и (8). ет 


Далее, (12) является следствием (13). Если умножить соотношение 
919591 = 952156 
‹слева на а, а справа на а-! 
т ы 
› ТО из (12) вытекает, что: 
626:бо == 636053. 


Повто 
рным применением этого процесса можно из этого получить 


общее соотношение (8). С 
. Следовательно, вместо 
специальное соотношение 51936 == вуза, р ее 


Но и это излиш 
не. Именно, в сил 
О : а У (7) <, перестановочно с произ- 
34° пр ‚ельно в сил сы = —1 
дает: у (10) с с 6. а. Это 
а —1—1 


с,5. = 
152 6, @==9, <, @а5,,. 


„Далее, по (12): ас, = 
: 1=5.а. Если это 
мулу, то получим: т подставить в предыдущую \Фор- 


—1 —1 —1— 
5,5. 1, =— 55 6, “,. 
Но э 
то. о опять приводит после легкого ‘вычисления к соотно 
135 м 1оь, Итак, достаточно соотношений (7), (10), (11) ао 
но тому, как в случае с ( т , 
з оотношения (8 
. получ 
то и в случае (7) достаточно значения # = 1; и и 


8161, == 6;5,. (Е > 3) 
Заж. 199. — Клейн. 
23 


354 ПРИМЕРЫ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЙ 


Если сюда внести (13), то после легкого изменения обозначений 
получим: 
с — зай для 21% п—2 (14) 


(для п==3 не будет никакого соотношения). 
Обратно, (14) и (13) дают соотношение (7). Следовательно, остаются 


еще соотношения. (10), (11), (13), (14). Внесем теперь (13) в (10) 


и получим тогда: 


а=—005...ача-"-?) = а-Каз)"—1а-@®-?). 
Это дает соотношение: 
а? — (аз)п-!.` (15} 


Из (15) и (13), обратно, получается (10), так что в осиову группы 8, 
а а р соотношения (11), (13), (14), (15). Но из них 
соотношения (11) и (13) носят характер обозначений и поэтому могут 
быть опущены. Но тогда остаются лишь обе образующие а и с 
с соотношениями (14) и (15). 


Также и элементы а и 4с порождают всю группу. По формуле (15} 


а” является степенью каждой из этих образующих. Поэтому а" ком- 
мутативно с ними, а следовательно и со всяким элементом группы. 
Это следует из соотношения (15). Теперь легко видеть, что половину 
соотношений (14) можно отбросить. Именно, из (14) следует: 


а-5й о, 
следовательно, М ] ] 
9 — а- ай = апа-®за#а-п - 
ИЛИ | 
—а("п-—са-—т-9. 


Итак, мы доказали: 
В группе З»„ имеются две образующих а и в с определяющими 
соотношениями: 
а* — (аз)»-1, 


^ . п 
+ аа- для 2<2<-. 


$ 91. Замкнутая коса. 


Рассмотрим в пространстве какую-либо прямую Й в качестве „оси“. 
Далее, пусть задана какая-нибудь коса 7. Окружим косой 2, не пере- 
кручивая ее, ось Й таким образом, чтобы прямая 2: совместилась 
с прямой 2, и точки А; совместились с точками В,. Возникший тополо- 


гический образ, в котором, следовательно, конец нити ; отождествлен 


с началом нити |№., называется замкнутой косой, соответствующей 
косе Д. ы 

В качестве допустимых преобразований рассмотрим произвольные 
деформации нитей, при которых ось Ё не должна быть перейденной. 
При этом деформация может быть также применена и к прежде непо- 
движным точкам А; которые теперь равноправны со всеми прочими 


№ 
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точками. Так как вследствие этого определяемая раньше точками А; 
ориентация теряет всякий смысл, то в замкнутой косе имеется лишь 
одна ориентация, именно та, которую сохраняют нити, т. е. напра- 
вление обхода вокруг оси й. На чертеже 101 изображен пример зам- 
кнутой косы с п=3. Она соответствует замкнутой косе: 


— Е 


= 0,05 тои 


Какие косы 2” порождают такую же замкнутую косу, как и коса 7? 
К ранее описанным преобразованиям теперь добавляется возможность 
изменения точек прикрепления. Следовательно там можно вдвинуть 
член Х-1Х. Но это приводит нас к косе 2’ = ХИХ-!. Сверх того 
надо еще применить соотношения группы З». Если разрезать зам- 
кнутую косу в другом месте, например, таким образом, чтобы только 
после части косы У находилось старое место прикрепления, то это 
приведет к косе 2” — УДУ-1, так как ведь 
сзади часть У должна опять отсутствовать. Это 
все вновь прибавляющиеся допустимые ире- 
образования; так что мы находим: 

Необходимое и достаточное „условие того, 
чтобы две косы 2 и 2’ порождали одну и ту 
же замкнутую косу, заключается в суще- 
ствовании такой косы Х, что 


ИХ 1 


или, следовательно, что 2’ является транс- 
Фформацией 7. 

Итак, каждой замкнутой косе соответствует целый класс „эквива- 
лентных“ элементов из группы З»› и наоборот. 

Если теперь в замкнутой косе устранить ось й, то эта коса перей- 
дет в цепь известного числа замкнутых ориентированных кривых или, 
в частности, в узел. На нашем чертеже 101 изображена одна един- 
ственная кривая, следовательно, узел (именно двойная петля). 

Здесь начинается связь с произвольными цепями и узлами. Именно, 
имеет место: 

Всякая произвольная цень (или узел) может быть представлена 
при произвольной ориентации компонент как замкнутая коса (разу- 
меется не однозначно). | 

Простым и коротким доказательством этого предложения мы обязаны 
Александеру !). Так как в дальнейшем мы не будем им пользоваться, 
то мы только указываем на него. 

В частности, обе клеверные петли порождают косу второго порядка 


3 щ 
и имеет место: П==‹,, соответственно 7 =; т Напротив, двойная 
петля имеет порядок 3 и имеет место 7 — 9.0. * | 
Если мы хотим этим’ путем подойти ближе к проблеме узлов, то 
прежде всего надо отвётить на следующие вопросы: 


Черт. 101. 


`1) 1. М. А!ехапаег, А Тешта оп Зуз{етз о# КпоНе4 сшуез. Ргос. Ма{. Ас. 
О; $. А., том 9 (1923), стр. 93. 


28" 
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И ВЕ А СЫНЫ 


1. Когда две косы Ди 2’ будут равны друг другу? Этот вопрос 
сводится к следующему: можно ли на основе определяющих соотно- 
шений перевести друг в друга два произведения Ди 7’ образующих 
с; или же это невозможно ? 

о. Когда две замкнутые косы С и 2’ будут равны друг другу, т. е. 
когда элемент Д является трансформацией ‘элемента о 

Впрочем оба эти вопроса имеют смысл и для произвольной группы. 

Пусть дана группа с конечным числом образующих и конечным 
числом соотношений между этими образующими. Относительно двух 
заданных произведений образующих требуется выяснить, можно ли их 
на основе соотношений перевести друг в друга или трансформировать 
друг в друга. Первый вопрос, следуя Дену, мы будем называть „про- 
блемой слова“, второй, далее идущий вопрос, „проблемой трансфор- 
мации“ лля нашей группы. От решения этих вопросов для произвольно 
заданной группы мы в настоящее время еще очень далеки. 

Напротив, для нашей специальной группы З»„ можно ответить по 
крайней мере на первый из этих двух вопросов. Но здесь мы займемся 
не общим случаем, а только случаем п==3. Здесь также возможно 
разрешить и вторую нашу проблему, т. е. проблему трансформации. 
Что же касается случая произвольного и, то мы укажем на уже цити- 
рованную`на стр. 346 работу Артина. 

Когла.обе упомянутые проблемы будут решены, надо будет еще 
исследовать, сколькими различными способами можно представить узел 
как замкнутую косу. Об этом пока мы еще ничего не знаем. 

Прежде чем обратиться к „проблеме слова“ для н==3, нам еще 
нужно ввести одно общее понятие из теории групп, которое само по 
себе играет важную роль в самых основах теории групп. Речь идет 
о так называемом свободном произведении. групп. 


$ 92. Свободное произведение трупп. 


Пусть лано произвольное конечное или бесконечное множество 
групп 41, 8»... Среди них могут находиться и изоморфные группы, 
но для двух элементов из различных групп (будут ли эти последние 
изоморфны между собой или нет) не установлено никакого закона 
группового умножения. 


Тогда под свободным произведением групп мы понимаем множество 


($) следующих символов: 
1. Единицы 1. 
9. Всех символов вида 


А = 41 45..-@» 


где а; — произвольные элементы из наших групп и, $3»... Но при этом 
надо принимать во внимание еще следующие добавочные условия: 

а) Ни одно а; не должно быть равно 1; 

Ь) Соседние элементы &; и а;,, должны принадлежать различным 
группам. 

То обстоятельство, что мы пишем а; и 9;., рядом пока еще не 
имеет смысла группового умножения, так как для элементов из раз- 
личных трупп закон перемножения пока не определен. 


СВОБОДНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ГРУПП 
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—м—мььн и 


ва Е 
Д лемента из {С называются тогда и только тогда равными; 


а —=8 9 
142... = В.В. .. Вы 
когда п = ти а, = В.. 


д 
Прежде всего естественно установит ) то 


Если же о а. 


А=аа... ; = 
172 ‘в В==В,В.,. ° “Вы, 
Т 
о мы сначала записываем оба элемента один за другим: 


а... ав. Во... Ви. 


Этот символ 
и и тт не будет элементом из ©), так как в месте 
могут стоять два эл 
к емента 
Е т. е. условие Ъ) будет не выполнено. а 
ты мы определяем: 
. Если а, 
ни В, принадлежат различным группам, то пусть: 


АВ=а;а.... а,В, 8 


о. 2 > Вы 
. Если в, и В, п и той 

‚ принадлежат одной ий той 

то в случае 1 = 1 пусть: о: 


АВ = а 8 
16...91 ТВоВз. . - Ви. 


3. Если же а,В, = 1, то обозначим 


А’ = а;4...а,_;; В’ = 8,8....8 
‹ 1—1 Ро 2 ор ? 
и определим АВ = А’В’. 
Так как А” ы 
и В’ являются боле 
е коротки 
а р ми выражениями, то можно 


перемножен 
повторения этого процесса при . ия уже определен. Путем 


дем, наконе 
ло } ц, в худшем 
ожению двух элементов, из которых один я о и 


Коротко п 
р равило умножения можно сформулировать следующим 


образом: оба эле 

: мента пишут один 

за други 

возможные сокращения в месте стыка и 


и что относительно этого 
образует группу. Заметим, что в @® имеется единица и что 


ДлЯ 
гы т элемента существует обратный элемент 
ента А обратным является элемент: 


закона перемножения мно- 
Действительно, 


ДР О —1 1 —1 
бо Ч о Ь 
как это легко проверить. 


} 


(АВ) С=А(ВС) 
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Если один из трех элементов является единицей, то п 
нечего. Если А == 41%...» ТО целесообразно назвать число п дл 
ною А и при доказательстве применить полную индукцию. . т. 

Если А и С оба имеют длину 1, то в произведении (АВ)Си т - 
так же в произведении А (ВС) самое большее может а 
вый и последний член у В. Следовательно, если В имеет длину те :. 
шую 1, то закон ассоциативности выполнен. Если же ть 
имеет длину 1, то во всяком случае ассоциативный закон буде м 
место тогда, когда не все три элемента принадлежат о и ее 
группе. Но в последнем случае этот закон и подавно нь 
место, так как в каждой отдельной группе 41, $»..: ОН 


выполнен. 
Этим мы уже положили начало индукции. Предположим теперь, 


а 
что ассоциативный закон доказан для всех систем, в р а 
длин А и С меньше А, какова бы ни была не элемента В. Пу 
авна А > 5. 
теперь сумма длин А и С будет Р . . 
Тогда либо А, либо С будет иметь длину ббльшую 1. Предполо 
жим, что это будет иметь место для Е А. . 
= 4.45... _1. 
Если А=а4..., @» ТО ПОЛОЖИМ Л — 910% я 
а 
Для того чтобы образовать по правилу перемножения а 
ние АВ, нужно, прежде всего, объединить последний член а. 
с элементом В, так что произведение АВ=А' (ч,В); следо ; 


(АВ) С =(А' (а,В)) С. 


о по 
Теперь сумма длин элементов А’ и С уже меньше №, так чт 
нашему предположению: 


(А’(а„В)) С = А’ (а,В) ©). 


Но А имело длину ббльшую ‘единицы. Поэтому О. 
индукции выполнено также и для элементов Я» и С, так что: 


(а,В)С=а» (ВС); 
следовательно: 
(дВ)С=А’ (а,(ВС)). 


С 
Для того чтобы, согласно правилу умножения, ие. И 
надо опять-таки последний член А, т. е. а» объединить с ВС, ь 


А (ВС) =— А’ (“ (ВС). 


Но отсюда и из предыдущего уравнения получается а Е 
тивности. Если бы А имело длину 1, то С имело бы длину ООлЬ ую 1, 
и аналогичное рассуждение опять привело бы к цели. а 

Этим доказано, что свободное произведение (© образует н й 
Отныне выражение А имеет смысл и тогда, когда а т. и 
выполнены, потому что ведь закон Е — о о р 

что каждый элемент может 
а виде ее элементов, О, а 
а) и Ь). Эту форму называют нормальной формой расе р ] 


элемента. 
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Теперь становится совершенно ясным смысл. наших исследований. 
Подобно тому, как обычно доказывают отсутствие противоречий 
При вычислении с обыкновенными комплексными числами с помощью 
доказательства справедливости элементарных правил вычисления для 
пар чисел, так же и мы теперь установили отсутствие противоречия 
з формальном не коммутативном исчислении. Важность этого очевидна 
для оснований теории групп. При этом здесь существенным пунктом 
является доказательство справедливости ассоциативного закона !). 
Рассмотрим теперь специальный случай свободного произведения 
циклической группы третьего порядка, состоящей из элементов 
1, а=* с соотношением 4—1 и циклической группы второго порядка, 
состоящей из двух элементов 1 иф с соотношением 6? = 1. 
Нормальной формой элементов свободного произведения здесь будет: 


1 + 1 1 
а= Фа 1а="...ба=16, 


в которой первый член г! или последний член 6, может и отсут- 
ствовать. Эта нормальная форма. однозначна, т. е. два элемента тогда 
и только тогда равны, когда они имеют одинаковые формы. 

Для приведения к нормальному виду произвольного произведения 


а* Ь*. , а” р” 


нужно только повторно пользоваться обоими соотношениями 43 = 1 
и 6—1, именно для того чтобы понизить показатели у,. 

Следовательно, наша группа может быть определена с помощью 
определяющих соотношений а3 =1, 62 =1. 


‚$ 93. Косы третьего ‘порядка. 


Мы не будем останавливаться на случае п =2, так как в этом 
случае имеется только ‘одна образующая с, и ни одного соотношения. 
Следовательно, группа 3, является просто бесконечно циклической 
группой, состоящей из степеней с,. 

В случае же и = 3 поступим следующим образом. Воспользуемся обра- 
зующими @ и с формул (10) и (11) и примем во внимание, что при п =3 
соотношение (17) отпадает, так что остается одно соотношение (16), 
которое здесь’ примет вид: 


а8 — (аз). 
Введем теперь вместо с новую образующую 2 с помощью подста- 


новки: 
р == ас. 


1) Для того специального случая, когда все множители свободного произ- 


ведения являются циклическими группами бесконечного порядка. Деном впер- 
вые было дано геометрическое доказательство непротиворечивости. По’ устному. 


сообщению для общего случая впервые нашел доказательство ассоциативного’ 
закона Шрейер. (О. $сВте!ег). . 


=> дунеытс* 
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Тогда элементы <; и <, будут связаны с а и 6 следующим образом 
(<, по формуле (12)): 


—=915, В = 019591, 
В | тЫ —1 
в =а-16, в ==6а-". 
Теперь соотношение между а иф имеет следующий простой вид"): 


48 =2°. (18) 

Прежде всего докажем: 
Никакая степень образующей а не может равняться 1. Действи- 
тельно, уравнение 4“ =1 не может быть следствием (18), потому что 
в бесконечной циклической группе, состоящей из степеней элемента Хх, 
элементы а=? и 6==х3 удовлетворяют соотношению (18). И тем не 
менее не существует никакой степени х (а следовательно и степени а), 

которая равнялась бы 1. 
Обозначим для краткости 


са = 6. (19) 


По только что доказанному с^==сдутогда и только тогда, когда 
п = т. 

Элемент с, будучи степенью а, коммутативен с @. Так как с 
является и степенью 6, то он коммутативен также и с 6. Ноаив 
являются образующими нашей группы, так что с коммутативен вообще 
со всяким элементом группы. 

Теперь приведем элементы нашей группы к известной нормальной 
форме. Пусть имеем элемент: 


== ада...’ б№+. 


Если у; делится на 3, то можно положить: 


точно так же для четного №; 


ы 


ре = 62 


Встречающиеся при этом ‘степени с можно объединить и сдвинуть 
направо. После применения этого процесса мы получим, наконец, вы- 
ражение вида: 

азбчамь”. . „а зб”ас", 


где ^; не делится на 3, ах не делится на 2. При этом еще вначале 
х : 
может выпасть член @``, а в конце — член р*в. 
Так как №; не делится на 3, то можно положить № = 3:1; 
следовательно: 
А р, 
а*=а: с" 


1)  УПотребленная здесь нормальная форма принадлежит Шрейеру: О. сйтеет, 
ОЪег @е Отиррел АаВ8 =1, АБН. НашЬиге, том 3, стр. 167 (1925). 


| 
} 
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и аналогично х; = 2<,-- 1; ‘следовательно: 
64 == бе“. 
Если мы опять сдвинем все возникшие степени с направо, то: 
получим: г. , , 
== 6а*6...а='6с", (20) 


1 
причем первый член а*" и последний член ф могут и отсутствовать. 


Формула (20) и является искомой нормальной формой для 2. 

Тот факт, что косы с одинаковыми нормальными формами равны, — 
тривиален. Но мы докажем и обратное, т. е. однозначность наших 
нормальных форм. 

Пусть для нашего элемента 7, кроме формы (20), имеется еще вто- 
рая нормальная форма. Тогда форму (20) можно привести к этому 
новому виду с помощью‘ соотношений (18) и (19). 

Но это преобразование должно быть возможно также и в случае, 
когда (20) рассматривается как элемент группы с соотношениями 
8—1, 2? —=1. В этой группе соотношение а3 == 6? выполнено, так что 
и тогда можно произвести подобные преобразования. Но в этой группе 
сверх того’с=1. Если принять во внимание это обстоятельство, то. 
в формуле (20) и в другой нормальной форме для 2 останутся лишь 
части, не содержащие с и притом как раз в нормальной форме для 
элементов нашей группы а3=1, 6? =1, про которую мы ведь `уже 
знаем, что она является свободным произведением. Так как для сво- 
бодного произведения однозначность нормальной формы уже устано- 
влена, то в формуле (20) часть свободная от с однозначно опреде- 
ляется элементом 7. ` 

Итак, в нашей группе соотношениями (18) и (19) вторая нормаль- 
ная форма для 2 может отличаться от формы (20) только степенью с. 
Но если во второй форме стоит с” вместо. с", то необходимо с” == ст, 
т. е. и==т. Этим и доказана однозначность нормальной формы. 

Следовательно, решение вопроса о том, будут ли две данные косы 
равны друг другу или нет, сведен к установлению их нормальных форм. 

Этим примером из комбинаторной топологии мы заканчиваем наше 
сообщение 0 новейших геометрических исследованиях и переходим. 
к тому, чтобы дать еще два дополнения к рассмотренным ранее темам: 
одно из анализа, другое из алгебры. 


О ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ МОНЖА. 
ИХ ОТНОШЕНИЕ К ТЕОРИИ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА, 
И КВАРИАЦИОННОМУ ИСЧИСЛЕНИЮ. 


$ 94. Уравнение Гамильтона. 
1. Уравнение 
7 (%, у, 2, у’, 2’) =0, (1) 
которого мы лишь вкратце коснулись в этих лекциях ($ 18,3), заслу- 


живает более подробного рассмотрения. Мы увидим далее, что оно 
тесно связано как. с теорией диференциальных уравнений с частными 


Га 


ть чу 


362 ПРИМЕРЫ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЙ 


чроизводными, так и с вариационным исчислением. И притом здесь 
наибольший интерес представляет тот случай, который в $ 18 остался 
в стороне: именно, когда уравнение не является линейным соотно- 
шением между у’и 2”. В этом случае мы будем называть уравнение (1) 
уравнением Монжа в трех переменных (х, у, 2). 

Мы сейчас покажем, каковы заслуги Монжа !) в теории уравнения (1). 
Простейшая трактовка уравнения (1) заключается в следующем: в ка- 
‘честве у берут некоторую произвольную функцию от х. Тогда урав- 
нение (1) представляет собой обыкновенное диференциальное уравнение 
‘для определения 2. Итак, для решения задачи, поставленной уравне- 
нием (1), вам надо сначала взять произвольную функцию, а затем 
троизвести интеграцию. Но Монж показал, что интеграция уравнения (1) 
может быть произведена гораздо более наглядным образом. Его ре- 
зультат, который мы скоро здесь получим, заключается в следующем: 
находят полный интеграл некоторого, тесно связанного с уравнением (1), 
диференциального уравнения с частными производными первого по- 
рядка. Вслед за тем общее решение определяется путем простого 
‘процесса диференцирования и исключения. Оно разумеется содержит 
произвольную функцию, как это следует из „полуопределенного“ ха- 
рактера задачи, поставленной уравнением (1). Итак, преимущество 
‘решения, данного Монжем, заключается в том, чтб интеграция произ- 
ведена раз навсегда и решения уравнения (1) могут быть написаны 
в явном виде („свободное ‘от интегралов“ представление решений). 

2. Как уже упоминалось в $ 18, уравнение (1) ставит в соответ- 
ствие каждой точке конус направлений, который в вашем случае не 
вырождается в плоскость. Рассмотрим теперь этот конус, как огибаю- 
щую его касательных плоскостей, и получим, таким образом, в каждой 
точке х, у, 2 однопараметрическую систему элементов поверхности, 
т. е. будем иметь перед собой диференциальное уравнение с частными 
производными первого порядка, которое мы будем называть уравне- 
нием Гамильтона, соответствующим уравнению (1). Можно ожидать, 
что его теория тесно связана с уравнением (1); и действительно, оно 
как раз и является уравнением, встречающимся у Монжа. Сейчас мы 
‘его выведем. 

Охарактеризовав элемент поверхности точки (х, у, 2) обычным 
‘образом с помощью двух параметров р, 4, мы выведем условие того, 
что этот элемент ‘содержит два соседних направления у’, =’ и у’--\, 
.г’--5С из конуса Монжа. То есть должно иметь место: 


2’ =р-49у, 6=47 
для всех решений уравнения _ 
Лоу, 2, У’, 2) =0, чу, =0. 
Следовательно, мы должны из __ 
1=0, Л„-На/, =0, = =р-ау’ (2) 


1) С. Мопре, см. Мётойез 4е ГАсафепие Чез 5<1епсез, 17845 
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, 
исключить у’и 2’. Представим себе, что у’ и 2” определены из первых 
двух уравнений и подставлены в третье уравнение; тогда результат 
исключения можно записать в следующем виде: 


Р--#(% у, 2, 9) =0. (3) 
Это и есть уравнение Гамильтона. 
3. Для того чтобы изложить способ Монжа решения ‚уравнения (1), 


мы заметим следующее: пусть известен „полный“ интеграл (см. стр. 281). 
уравнения (3). Мы его можем написать, например, в виде: 


в У(х, у, 2, д =. (4) 


Тогда, согласно принципам Лагранжа, мы получим общее решение 
уравнения (3), если будем искать огибающую взятого из (4) однопара- 
метрического семейства решений, которое можно представить в виде 


У = ‹(а). Подобная огибающая имеет, как известно, ребро возврата 
которое можно получить’ из уравнений: 


У (х, у, =; а) = (а), 
Уз (х, у, 2; а ==’ (а), (5) 
Уса (х, У, 2; а) =” (а). 


Теперь покажем, что каждое такое ребро возврата можно получить 
из уравнения (1). Это вытекает просто из того, что ребро возврата 


по общей теории огибающих однопара 
< метрических семейств - 
стей касается кривых ие. 


У=Ф(а), У, =’ (а). 


Эти последние являются характеристиками уравнения (3) и вслед- 
ие ие в каждой точке имеют в качестве направления касатель- 
из 
Е направлений конуса Монжа._ Этим доказано это’`утвер- 
‚ Теперь еще остается вопрос, можно ли таким образом получить 
все решения уравнения (1). Рассмотрим произвольное решение урав- 
нения (1) и поставим в соответствие каждой его точке мена но 
верхности, касающийся конуса направления вдоль направления, опре- 
деленного касательной решения. Таким образом мы получим полос 
‚Элементы которой удовлетворяют уравнению Гамильтона. Теперь я 
можем с ее помощью получить решение уравнения (3), построив вы- 
ходящую из каждого ее элемента характеристическую полосу. По 
теории Коши ($ 72) эти характеристические полосы смыкаются в е- 
шения уравнения (3), а наше решение уравнения (1) будет как ры 
ребром возврата интегральной поверхности уравнения (3), так НЕ 
характеристики „касаются“ его. й 
Но более, точное рассмотрение показывает нам, что здесь перед 
нами имеется как раз выпущенный в $ 72 исключительный случай 
(№М==0). Следовательно, требуется еще специально обосновать что 
построенные полосы „лежат соединенно“ (ср. стр. 280). Мы это, сде- 


.. Лаем так: 
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Пусть дано произвольное однопараметрическое семейство характе- 
ристических полос посредством функций: 


у, о ар о) а (<, с). 


Тогда функции у, 2, 9 будут удовлетворять нижеприведенным дифе- 
ренциальным уравнениям (16), а р может быть взято из (1). Если 
продиференцировать все эти уравнения по параметру с, то легко 
установить следующее тождество: 


п * 
ия 9 9-52 (95—95 о = (“) 


Если семейство полос должно образовать поверхность, то необходимо, 


чтобы уравнение 
42— рах —д9ау=0 


удовлетворялось для всех элементов полос (условие соединенного 
положения). Это может быть написано так: 


02 ду 92 ау и 
(че) 42 (к —Р— 945) 4х0 
и в силу диференциальных уравнений (16) это сводится к выражению: 
98—95 =0. (=) 


Но так как по (*) это выражение удовлетворяет линейному одно- 
родному диференциальному уравнению первого порядка с независи- 
мым переменным х, то его тождественное обращение в нуль следует 
уже из его обращения в нуль в какой-нибудь одной точке каждой 
из наших полос. 

Если мы построим теперь наше семейство полос, исходя из произ- 
вольной „исходной полосы“: 


‚ 
Хо (с), У (2), 20(с), Ро(с), 4 (@), 
элементы которой удовлетворяют уравнению Гамильтона, то будет: 
У (= (4 (©, ©, п@-=р (в), 9 
2о (с) == 2 (хо (с), с), —90(с)==9 (%о (с), с); 
из условия соединенного положения: 
420 — Ро 40 — 9 4% =0 


для элементов исходной полосы после легких вычислений получится, 
что (**) обращаются в нуль при Хх = ж (с). 

Семейство полос, для которого мы только что ‘установили „соеди- 
ненное положение“, только тогда будет образовывать настоящую по- 


д 
верхность, представимую в форме 2 = (х, у), когда = не равняется 
д Не 
тождественно нулю. Если же = тождественно равно нулю, то из (**) 
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р 


‘92 
следует, что с. также равно нулю. Тогда все наши характеристические 


полосы имеют в качестве „носителя“ одну и ту же кривую, которая 
тождественна с решением уравнения (1), из которого мы исходили. 
Но так как в каждой точке решения уравнения (1) однозначно опре- 
делена соответствующая касательная плоскость конуса Монжа, то 
характеристические полосы вообще совпадают. 

Вследствие этого можно сказать: решения уравнения (1) доста- 
вляются: 

а) характеристическими уравнениями (3), р 

Ь) ребрами возврата решений уравнений Эа. 

Мы можем их все найти с помощью полного интеграла (4) урав- 
нения (3), потому что характеристики, как известно, являются зави- 
сящими от трех параметров кривыми: 


У(х, уха =Ь, И, (Хх, у, за) == с, (6) 


з то время как аналитическое представление ребер возврата нами 
уже было дано выше в уравнениях (5). 
4. В качестве примера рассмотрим уравнение 


з ‘ 2 з 

с 1-у)=2”, 
характеризующее линии постоянного наклона, направление касательных 
к которым образует с плоскостью (х, у) постоянный угол Ф, причем 


тангенс этого угла равен с. Соответствующим уравнением Гамильтона 
здесь будет: 


р=У с" —9* или о р-р 9—6 —0. 


Это диференциальное уравнение является уравнением поверхностей 
постоянного подзема, нормали которых образуют с направлением 
оси = постоянный угол ©. Мы легко получим полный интеграл, если 
будем отыскивать те плоскости, которые имеют предписанный наклон. 
Их уравнения можно написать (введя некоторый рациональный пара- 
метр а), например; в таком виде: 


а 25 


тогда мы получим, разрешив систему (5) относительно х, у, 2, в ка- 
честве уравнений линий постоянного наклона уравнения: 
х—9 (а) —а5" (а), ] 


у (а) — ава) Те’ (а), 


\ 


(7) 


| 
ве [2 @— а Фев]. | 


Кроме того сюда надо еще присоединить прямые с углом наклона’о, . 


являющиеся характеристиками уравнения (3). о 
Полученные формулы находят своё важнейшее применение в’ слу- 
чае с —=1. Именно, в этом случае уравнение (1) является уравнением. 
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минимальных кривых или изотропных кривых пространства. Разу- 
меется здесь, поскольку мы вступили в комплексную область, в ка- 
честве х(а) надо взять аналитическую функцию комплексного лере- 
менного а. Тогда формулы (7) приведут, в соответствии с точкой 
зрения Ли, к теории минимальных поверхностей, прямо к известным 
формулам Вейерштрасса ($ 47). Сравни об этом, например, Бляшке, 
Диференциальная геометрия, [ !). 

5. Рассмотрим теперь ближе характеристики или, вернее, характе- 
ристические полосы уравнения (3). Для этой цели удобнее другая 
форма уравнения Гамильтона: именно, представим теперь себе решения 
уравнения (3) заданным ‘в неявном виде 


М (х, у, 2) = сопз{ 


и найдем для \У диференциальное уравнение с частными производными. 
Мы на это ‘можем еще так смотреть, что положение элемента поверх- 
ности определяется не с помощью 


оо 
р= 9х? 9 = ду? 
а с помощью трех однородных координат: 
т а м 
Же, 


связанных с р и 4 уравнениями: 


п--рр=0, *«--р9=0. 


По существу от этого ничего не меняется, но формальная трактовка 
приводит к важным результатам именно на этом пути. Потребовав 
опять, чтобы элемент поверхности т, х, р содержал два соседних 
элемента конуса Монжа 


Л(х, у, 2, У’, =”) =0, «--ху’ | рг’ =0, 
чу У == 0, м-р ==0, 
мы прежде всего исключим м и 6 таким образом, что при введении 


параметра А получим: 
х —= А, р —= Ху... (За) 


= А (у/и-Ё 2.) ‚ (85) 


и из этих уравнений в соединении с уравнением / == 0 надо исключить 

` У’, 2’ и ^№. Далее будем поступать таким образом; что мы вычислим 
три названных переменных из уравнений /=0 и (8а) и подставим 
полученное значение в (85) так, что мы получим уравнение Гамильтона 
в виде: 


Тогда 


ЕН (%, у, г, * р) =0. (9 


1) Издание ОНТИ, М.— Л. 1935 г., $$ 106—107. Прим. ред. 
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Очевидно Н будет однородной функцией первого измерения в пере- 
менных х и р. | 

Для того чтобы определить характеристические полосы по Коши,: 
надо интегрировать следующую систему: 


А К ИИ р аа Е 
В РАНЫ НН 
Здесь существенное значение имеют только следующие уравнения: 
он %_ ОН ] 
ат. 0х’ бт бу | 
(10), 
м о. 
Ох ар Чет: 021] 
Оба оставшихся уравнения сводятся (в. силу однородности Н), 
к а: 4х=0 и 4т:4х =—Н,; но последнее уравнение можно не 
принимать во внимание, так как п больше в системе не встречается 
и в конце может быть взято из п.= — Н. . 


Система (10) имеет вид, встречающийся в механике „канонической. 
системы“; однако имеющийся здесь случай однородности первого изме-- 
рения функции Н в механике` исключен. Характеристические полосы, 
уравнения (9) изображаются уравнениями (10). При интегрировании 
уравнений (10) войдут четыре постоянных; но легко сообразить, что 
в силу однородности функции Н одна из постоянных интеграции вой- 
дет множителем при х и р, так что—в ‘силу того обстоятельства, 
что т, х, р являются однородными координатами элемента— мы по- 
лучим характеристические полосы, зависящие только от трех пара- 
метров. Введем теперь в уравнения (10) вместо х и р опять пере- 
менные у’, 2’, Х. По смыслу функции Н имеем: 


АН @ (ву’ ог’) = ук 2-Е А (д ау" т 42), 
что (если принять во внимание уравнение /=0) переходит в: 


ан= — ьах-- у ау + ра) Рух =. 


“Следовательно: 
И И ии и 
и два правых из уравнений (10) дают: 
чи 
м, =0, } ие 


в то время как два левых переходят в тривиальные тождества: 


Следовательно, характеристические полосы уравнения (3), `соответ- 
ственно (9), можно изобразить также уравнениями (11) в соединению 


и ® 
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с уравнением /=0; при этом из названных диференциальных урав- 
нений сначала определятся кривые, являющиеся носителями полос, 
т, е. характеристики, в то время как сами полосы мы получим, если 
добавим еще уравнения (8а, Ь). 

6. Но уравнения (11) хорошо известны еще и с другой точки 
зрения, именно, как диференциальные уравнения экстремалей некоторой 
задачи вариационного исчисления, которую называют простейшим слу- 
чаем так называемой задачи Майера. Она заключается в следующем: 
среди всех кривых, соединяющих неподвижную точку Ро (У 20) 
с точкой Р., двигающейся по прямой х=х,, у=у, и удовлетворяю- 
щих уравнению (1), требуется найти такую, для которой аппликата = 
точки Р, имела бы экстремальное (максимальное или минимальное) 
значение. Очевидно, ортогональная проекция искомой кривой на плос- 
кость х, у может быть взята произвольно и тогда посредством. нее и 


посредством 20 Течение кривой полностью определяется в силу урав-, 


нения (1); таким образом речь идет о том, чтобы надлежащим образом 
выбрать названную проекцию в качестве кривой, соединяющей. точки 
Хо» Ус И Х+1, У;. Далее доказывается, что экстремали этой вариационной 
зацачи, т. е. кривые, обращающие в нуль „первую вариацию“ 2,, как 
раз и характеризуются диференциальными уравнениями (11) и (1). 

Мы хотим проследить еще ^ дальше эту связь между нашими ` рас- 
смотрениями и вариационным исчислением в том специальном случае, 
когда ] не зависит от 2. Именно, тогда мы имеем случай простейшей 
задачи вариационного исчисления, в котором положение вещей легче 
всего разобрать. Но особенно следует подчеркнуть, что и в общем 
случае положение вещей будет отличаться не существенно. 

Возьмем уравнение (1) в виде 

2’ — $ (х, у, у’) =0 

и получим 


2: 
2—0 = [| 9(%, у, уд ах. (12) 
55 

Наша экстремальная задача может быть теперь сформулирована’ 
следующим образом: среди всех кривых плоскости х, ‚у, соединяющих 
точку №, Ус с точкой х/, у, требуется отыскать ту, которая сообщает 
интегралу (12) экстремальное значение. 

Разумеется в этой формулировке принимаются во внимание лишь 
те прямые, которые могут быть представлены в виде у= у (©), 
‘< х<х,. Далее, функция у(х) должна быть диференцируемой и 
интеграл (12) должен существовать. Обо всем этом, как и о более 
точном понятии „экстремум“, см. учебники вариационного исчисления 1): 

О. Во! 2а, УоПезипееп йБег \УаНаНопзгеснниир,. [ле!р2Ае 1909. 

1. Нафашага, Гесопз зиг 1е са!си! 4е уацаНопз$, [, Райз 1910 г. 


А. Кпезег, ГеНтЬисн 4ег УанаНопзтесНпипр, 2 изд., ВгапизсН\е!е, 
1925 г. 


1) На русском языке см. книгу: М. Лаврентьев и Л. Люстерник, Основы 
вариационного исчисления, том 1, ОНТИ, М.—Л. 1935, а также учебник: 


„Лаврентьев М. и. Люстерник Л., Курс вариационного исчисления, 
ГОНТИ, М.—Л. 1938. Прим. ред. ) 
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Воспользуемся опять формулой (3) уравнения Гамильтона; ясно, 
что оно так же не будет содержать 2, потому что ‘конус направлений 
Монжа будет одним и тем же для всех точек с одинаковыми х и .у: 
Следовательно, мы будем иметь: } 


РАЕР (х, у, 9 =0, (13) 
если исключим у’ из р=®— у’, ==, и для определения харак- 


т 


теристик мы получим каноническую систему: 


ау _ 0 44 то 14 

Но по прежнему результату можно также’ получить характеристики 
из уравнений (11). Второе из них дает ^ = сопзф, так что первое 
превращается в 

фи! в 

имо 
Это уравнение действительно является хорошо известным диферен- 
циальным уравнением нашей вариационной задачи, внервые выведенным 
Эйлером. 

Экстремали можно определить, как характеристики уравнения (13), 


°с помощью полного интеграла уравнения Гамильтона. Этот интеграл 


здесь может быть взят в виде 
г= И, у, 9+ 
и дает нам вместе с уравнением 


Ив (х, у, а) == с (ср. (6) 


искомые характеристики. Этот факт называют теорией Гамильтона- 
Якоби для случая простейшей вариационной задачи. 

7. Покажем еще, что наши экстремали при надлежащих ограниче- 
ниях действительно сообщают интегралу (12) экстремум. 

Пусть 


у У=у(х), № <“ <, 
будет дугой экстремали. Если мы еше добавим функции 
9 (4) = и (, у (*), у’ (&)), 
р (®) — 90 у(®), у" (%)) — у (Фе (у), У), 


2 = [26.9 у (9) ах 


бо 


то у), 9(х) будут удовлетворять канонической системе (14) и 


функции 
У=у(*), 2=2(%), р=р(*), 9—9) 


будут изображать характеристическую полосу уравнения (13). 
Предположим теперь: 


а) что эта полоса лежит на некотором решении ‘уравнения (13), | 


которое регулярно в некоторой своей окрестности, ‘т. в. ‘при’ 


Ван. 700. — Клейн. 1 24 
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%<х<х, |у—у(»)|< 8. Это условие, которое мы назовем усло- 
вием Якоби, наверное выполнено, если х, достаточно близко к Хо» 
как это следует из построения решения уравнения (13) с помощью 
характеристик Коши; 

Ь) что для всех х, у, у’ дуги экстремали и для всех достаточно 
близких к ним значений функция Фу’ имеет постоянный знак (напри- 
мер, положительный). Это условие называется условием Лежандра. 

Пусть далее 2(х, у) интеграл уравнения (13), существующий по 
условию а), Через каждую из его точек проходит характеристика 
4у:ах, которую мы обозначим через ч/ (х, у). Если‘ теперь У (х) 
является кривой, которая связывает те же точки №, уу и х;, у,, как 


и наша экстремаль, и которая целиком содержится в области существо- 
вания решения г (х, у), то 


2 ел я 
Ге(е, у, Ууая— [объ у удах= [о к’) = 
о 55 


о 


2 ея 
— | Ф(х, У, У) ах — ф [2.(х, )-Е г, (х, У) У] ах. 
Но г > | 
2х (х, У) —р (>, У) = (© — У’), У, т (п, У)» 
2 (х, У) = 9(х, У) = чу, (х, У, т! (х, У)) 


и, пользуясь „&-функцией“ Вейерштрасса 


Е (у, У) = (у, У) — 9, у, У) 0" — У) в (а, у, У), 


можно вышеприведенный результат написать так: 


2 2, 
[э(® У, )ах— [ ву, у)ах== [Е (в, Уч (в, у), У) ах. 
о 


5 


Из этого „преобразования Вейерштрасса“ мы непосредственно 
видим, что наша экстремаль наверное не дает большего значения для 
интеграла 

2, 


Г гах, 


5 


чем кривая У(х), коль скоро 6-функция все время остается > 0. 
Но так как по формуле Тэйлора 


[т 1 / 7 г 
Е (У, У", У) = 0" — Уи (х, У, У), 


где у’ обозначает промежуточное значение между у’ и У’, то в силу 
условия Ъ) &-функция действительно будет >. 0, если только |У— У! 
и |У’—У/| будут все время оставаться достаточно малыми. Этим уже 
доказано минимальное свойство в том объеме, который вариационное 
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исчисление называет „слабым минимумом“. Но можно видеть, что 
при замене условия Ъ) надлежащим предположением об &-функции, 
требование „|У—у| достаточно мало“ является уже достаточным 
(сильный минимум). Подробное рассмотрение этого вопроса см. в уже 
названных учебниках вариационного исчисления !). 


$ 95. Соответствующие преобразования прикосновения. 


8. В заключение мы еще произведем одно рассмотрение, которое 
свяжет предмет наших исследований с теорией преобразований при- 
косновения ($ 63, 5 74). 

Рассмотрим характеристические полосы диференциального уравнения 
с частными производными первого порядка: 


Р-Н (х%, у, г, 9) =0; (15) 
как мы знаем (стр. 277), они определяются уравнениями: 


ауд @а2 ай 


о Отис Пе 9 (16) 


Если подобную полосу пересечь двумя плоскостями х == сопз, то 


линейные элементы (у, г, 4) обеих плоскостей будут отображены 
друг на друга некоторым определенным образом, потому что через 
всякий линейный элемент первой плоскости проходит определенная 
характеристическая полоса, которая пересекает вторую плоскость опять 
по некоторому линейному элементу. Это преобразование является пре- 
образованием прикосновения, так как по Коши и Ли полосы, поро- 
жденные элементами кривой, лежащей в первой плоскости, образуют 
некоторую поверхность, которая пересечет вторую плоскость опять же 
по некоторой кривой. . 

Применим это рассмотрение в частности к двум соседним плоско- 
СТЯМ.Х = и = -е. Если ограничиться членами первого порядка 
относительно е, то тогда получившееся. „бесконечно малое“ преобра- 
зование прикосновения в силу уравнений (16) будет определяться фор- 
мулами: 


— - - / 
уе, =2-+(а—и), а=9—в (9-45). (17) 
Легко показать, что таким образом можно получить самое общее бес- 
конечно малое преобразование прикосновений, — результат, принадле- 
жащий Ли, который в последующем нам не понадобится. 
Для того чтобы составить себе геометрическое представление об этом 
бесконечно малом преобразовании прикосновения, спросим себя: во что 


‘обратятся линейные элементы (у, 2, 4) какой-нибудь точки плоскости 


х = хор Разумеется они обратятся в линейные элементы некоторой кривой. 


1) Связь с задачей Майера и диференциальными уравнениями с частными 
производными первого порядка установил впервые Кнезер, О. М. У. Запгезье 
и1сВ+, том 24, 1915. \ 


24* 
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Поуравнениям (17) это будет та кривая плоскости х —=хо-Ёе, которую 
опишет точка у, 2, если при неизменных у и 2 изменять параметр 4. 
Но в силу геометрического смысла уравнений (16), выражения 


ди 
=, Чай“ 
дают как раз то из направлений конуса Монжа, вдоль которого эле- 
мент поверхности р, 9 касается конуса. Итак, мы получаем: точка 
Ху У, 2 переходит, всилу нашего бесконечно малого преобразования 
прикосновения, как раз в линию пересечения ее конуса Монжа с пло- 
скостью х = хе. 

Особенный интерес здесь представляет тот случай, когда № не 
зависит отх. Именно, тогда бесконечно малое преобразование прикос- 
новения не зависит‘ от специального значения Ху; в этом случае оно 
всегда одно и то же. В силу основных понятий теории групи Ли 
характеристические полосы нашего диференциального уравнения опре- 
деляют однопараметрическую группу преобразований прикосновения, 
которая порождается бесконечно малым преобразованием (17). 

Если применить эти рассмотрения к разобранной выше вариационной 
задаче, в которой ничто не зависело от переменного 2, то (переменив 
роли 2 и Хх) можно сказать: 


Вариационной задаче — сделать интеграл | фах экстремальным—со- 


ответствует определенное бесконечно малое преобразование прикосно- 

вения линейных элементов плоскости (х, у). Оно состоит в том, что 

элементы точки х, у переходят в линейные элементы кривой, которую 

мы получим, если пересечем конус Монжа точки (х, У, 0) плоскостью 2 == в. 
Очевидно эта кривая определяется уравнением: 


&—2э(х, УЕ =ь __ @9) 


где & ч—- текущие координаты. Оно является направляющим уравне- 
нием ($ 14) нашего бесконечно малого преобразования прикосновений. 
Удобнее вместо (18) рассматривать кривую 


ве ( х, у, 9)=ь (19) 


из которой (18) получается посредством перенесения начала координат 
в точку х, у и изменения масштаба в отношении, е: 1. Кривая (19) 
введена в вариационное исчисление под названием индикатрисы Кара- 
теодори; она позволяет весьма наглядно произвести многие рассмотре- 
ния вариационного исчисления, о чем см. упомянутые выше учебники. 

9. Если, теперь, 2 = \(х, у) является решением диференциального 
уравнения Гамильтона, соответствующего нашей вариационной ‚ задаче, 
то мы назовем кривые И == с0п${ на плоскости х, у системой геоде- 
зических параллельных кривых. Порождающие это решение 2=\ 
характеристики проектируются на плоскость х, у в качестве семейства. 
экстремалей нашей вариационной задачи. Они определяются тем, что 


конус Монжа в точке (х, у, 2) касается поверхности 2 == И в напар- 
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влении их касательных. На основании геометрического смысла инди- 
катрисы это можно сформулировать следующим образом: направление 
касательных, проходящих через точку (х, у) экстремалей, параллельно 
радиусу-вектору индикатрисы, который идет от начала координат 
к точке прикосновения той касательной, которая параллельна каса- 
тельной, проходящей через точку х, у кривой \ = сопз{. Далее, по 
известным теоремам, через произвольно взятую кривую М (х, у) = 
—2==с01$+ проходит решение уравнения (15). (Семейство кривых 
И = соп${ можно получить очень наглядным образом: так как в силу 
рассмотрения пункта 8 отдельные сечения поверхности 2 == с пло- 
скостью г ==соп$ё переходят при нашем бесконечно малом преобразо- 
вании прикосновения друг в друга, то мы получим в первом прибли- 
жении соседнюю к кривой == кривую Ш"=с-Ре, если построим 
для каждой из ее точек индикатрису или, вернее, кривую (18) и найдем 
огибающую всех таких маленьких кривых. Это построение явно напоми- 
нает способ, которым в оптике с помощью принципа Гюйгенса строят 
для данной волновой поверхности соседнюю поверхность, ‘как огибаю- 
щую к элементарным волнам. Эта связь станет непосредственно ясной, 
если, исходя из принципа Ферма о „кратчайшем пути света“, ввести 
световые лучи в среду с меняющейся от точки к точке скоростью 
света 9(х, у) в качестве экстремалей вариационной задачи с 


п ИГУ 
Ф(х, =. 


Тогда. (18) станет круговой элементарной волной и наше‘ построение 


‚ совпадает с конструкцией Гюйгенса; экстремали, т. е. световые лучи, 


будут ортогональными траекториями „волновых поверхностей“ (или, 
точнее, кривых) М = соп$. 

Здесь мы подошли к тем рассмотрениям геометрической оптики, 
которые послужили Гамильтону исходной точкой тех его исследований, 
вследствие которых его имя связывают с этим кругом идей. С другой 
стороны, уже Иоганн Бернулли воспользовался этой оптической анало- 
гией для решения одной вариационной задачи, а в новейшее время 


этот старый метод был снова введен в вариационное исчисление мате- 
матиком Каратеодори. 


По этому поводу смотрите: 

Ма1{ЕаКег, АпаИИзсве Рупапцк, $ 1251). 

Тон. Вегпоц!11; в Аба Еги@Ногит, 1697 (переиздано в „Оз#ма!аз 
КЛаззщег“, № 46). 

С. Сага{Вводогу; в С6Н. Маспг., 1905 па ВепасопН, @1 
Ра1егто, 1908. 

С. Сага+Вво4оту, УапаНопзтесйпипе (в Ге ПШегеп{а! ипа шЕ- 
ста] 1е1снипееп..., т. 1, стр. 170—212, Вгаиизсвуе 19925). 

10. В заключение надо еще сказать о том, как далеко можно рас- 
пространить эти рассмотрения на случай произвольного числа пере- 


менных. Надо отметить, что всякая так называемая неособенная задача 


1) Русский перевод с английского: Уиттекер, Аналитическая динамика, 
ОНТИ, М. — Л. 1937, $ 125. Прим. ред. 
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Мейера вариационного исчисления {) приводит к уравнению Гамильтона, 
характеристики которого являются экстремалями задачи Мейера. Все 
сказанное о бесконечно малом преобразовании прикосновения перено- 
сится без изменений также на случай многих переменных. Иначе дело 
обстоит с свободным от интегралов решением Монжа уравнения (1). 
Для этого решения не всегда имеется соответствующий аналог, скорее 
таким образом разрешимые задачи можно рассматривать как простей- 
ший „класс“ полуопределенных диференциальных уравнений (по’ этому 
поводу см. Н11Бегь ОБег 4еп ВеёИН  4ег К]аззе уоп ОШЁегепЧа!- 
21е1спипееп (\еБег — Тезсвий, Ге1р715 1912). Случаями подобной раз- 
решимости занимался Гурса в работе, опубликованной в ВиПеНи 4е 1а 
$0с. та. Че Егапсе 1905 и, весьма обстоятельным образом, Гросс 
(М. Огоз$, в Ма. Аппа!еп, том 73 и 76). Здесь можно только в виде 
намека указать, что дело идет об изучении. многообразий возврата 
решений систем диференциальных уравнений с частными производными 


первого порядка. Было бы весьма желательно получить более геоме-. 


трически наглядное изложение результатов Гросса. 


ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ДЕЛИТЕЛЕЙ. 


Уже в 11868 г. в своей диссертации Клейн пришел” к вопросу 
о классификации пар квадратичных форм; для разрешения этого вопроса 
он мог воспользоваться теорией элементарных делителей, опублико- 
ванной в том же году Вейерштрассом в МопаейсМеп ег ВеШпег 
Ака4епце. В этих лекциях мы также наталкиваемся на относящиеся 
сюда вопросы, например, при классификации циклид Дарбу ($ 12). 
Геометры не очень любят общую теорию Вейерштрасса, так как ввиду 
небольшого числа и простоты тех фактов, которыми пользуются из 
нее для геометрии, нельзя ‘отделаться от впечатления, что будто здесь 
происходит стрельба из пушек по воробьям. Поэтому мы сейчас при- 
ведем простые доказательства важнейших теорем на ‚основе мыслей, 
восходящих к Г. Вейлю и проведенных О. Шрейером. . 


$ 96. Линейные подстановки и исчисление матриц. 


Переход от одной системы переменных х,,...,х, к другой си- 
стеме у,...,у,„ с помощью уравнений 
и 
у; = Уалхь (=1,2,..., №). (а) 
#—1 


называется линейной подстановкой. Подстановка однозначно’ опреде- 
ляется и? коэфициентами ал, и обратно, две подстановки только тогда 
дают те же системы значений у; для каждой определенной системы 
значений х, когда их коэфициенты по отдельности совпадают. Ква- 
дратная таблица из этих 1? коэфициентов называется матрицей под- 


1) Выражение неособенный в случае п переменных означает исключение 
таких задач, при которых касательные плоскости конуса Монжа зависят менее 
чем от 7—2 параметров. В выще рассмотренном случае п = 3, следовательно, 
как раз надо исключить линейные (пфаффовы) уравнения. 
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становки и обозначается коротко (а„)==А; при этом { обозначает 
номер строки,  — номер столбца элемента 4. В символической форме 
мы будем записывать нашу подстановку в виде у=А(х). Если, далее, 
мы перейдем от переменных у; к новым переменным 2; с помощью 
линейной подстановки 


® 
а= У нуь (= 2, п) 


или короче 2—В(9), то очевидно, что переменные = будут связаны 
с переменными х так же посредством линейной подстановки: 


п" ъ 
=; — 22 7 б,азь) Мк 
&—1 = 


Матрица этой подстановки называется произведением обеих матриц 
Ви А и обозначается ВА; если обозначить ее элементы через бу» 


% 
то значит су == ЗУ бань т. е. элемент #той строки и А-того столбца 
У=1 


матрицы-произведения получается посредством „компонирования“ {-той 
строки первого множителя на А-тый столбец второго множителя. Не- 
трудно видеть, что для определенного нами перемножения матриц 
имеет место ассоциативный закон 

; (АВ) С=А (ВС), 

в силу чего произведение нескольких матриц имеет определенный 
смысл также и ‘без рассгановки скобок; только при этом всегда сле- 
дует принимать во внимание порядок множителей, потому что, вообще 
говоря, АВ -- ВА. Определитель |аж| мы будем обозначать также 
через | А]. Из определения произведения матриц и из теоремы - об 
умножении определителей непосредственно следует, что: 


1 АВ] =1А|-1 В. (В) 


В частности, мы можем образовать матрицу, получающуюся при повтор- 
ном перемножении матрицы А самой на себя. Эти матрицы мы будем 
коротко обозначать А, ?, АЗ,..., А*,...; в этом специальном слу- 
чае имеет место Ан» — А*Ае — Де+. 

Особую роль играет матрица, соответствующая тождественной под- 


`становке у;==х;, Обозначим ее через Е, а ее элементы — через 8» 


(8»==1, если [==А, и ви==0, если 2 А). Для всякой матрицы А 
имеет место 


БА = А = АЕ. 


Поэтому матрицу Е называют единичной матрицей. 

Если |а‚|=0, то подстановка (а) называется неособенной 
в противном случае она называется особенной. В первом случае урав- 
нения (4) могут быть разрешены относительно х;; тогда переменные Х- 
будут получаться из переменных у также с помощью некоторой 
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линейной подстановки. Обозначим матрицу соответствующей подста- 
новки через 4-!. Имеет место 


АА-!=Е, А-!А= Е 


и притом матрица А-! характеризуется каждым из этих уравнений. 

В силу (В) произведение неособенных матриц является также не- 
особенной матрицей. Следовательно, если Аи В неособенные матрицы, 
то можно образовать (АВ) !. При этом имеем: (АВ)71 = В-1А-1, 
потому что (АВ) (В-1А-!) = А (ВВ!) А! = АА-! = Е. 

Наряду с умножением матриц рассматривают также их сложение 
и умножение их на’числовой множитель. Под матрицей А-В мы 
понимаем матрицу с элементами а„--6;»; под матрицей ЛА = АХ пони- 


мают матрицу с элементами Ла. Имеют место следующие правила для 
производства выкладок: 
А+-в=вВ-А, 


(А-В) С=А-(В- О), 
(А+ В) С= АСТ ВС; А(В+С)-=АВ- АС; 
@А=А (4); ^(АВ)=ОА)В= АСВ), 
^(А-Е В) =^А--^В; А-РЬААА-ЬА. 


Если в матрице А= (аз) все элементы с неравными индексами 
равны нулю, то матрица А называется диагональной матрицей. 


$ 97. Геометрическое истолкование линейных подстановок. 


Среди многих геометрических истолкований, кото 
формулы (а), 
истолкования. : 

Пусть в линейном векторном пространстве п измерений взяты две 
координатные системы, т. е. две системы, из которых каждая состоит 
из и линейно-независимых векторов е, е,, ..., ви е', е., И в". 


рые допускают 
для дальнейшего целесообразно рассмотреть следующие 


Пусть хх, х.,..., х, будут компонентами некоторого вектора % отно- 
сительно первой системы координат, а х,,..., х,— его компоненты 
относительно второй системы координат; следовательно 

$ 2 


7 ъ 
в * 
= Ухе == Ухо. 
решал: р КЁ 
Но обязательно имеют место соотношения вида 
у ъ 
Е Хх 4 


(Ем) 


* 
и притом, в силу линейной независимости векторов ©,, определитель 
[4в|=Е 0. После подстановки получаем: 


} ъ 
* 
= Хы ь 
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т. е. компоненты произвольного вектора относительно двух коорди- 
натных систем связавы посредством неособенной линейной подста- 
новки. Обратно, если задана неособенная подстановка 


ъ 


* 
т > Хь 


ельно 
и если х; являются компонентами некоторого вектора относит 


* 
координатной системы 16; то х, будут. его компонентами относи- 
тельно координатной системы: 


а 
{ е, = +» е.}. 


`’Другое истолкование (применимое так же и к м о 
кам) мы получим следующим образом. Пусть опять х,; будут ко : 
нентами произвольного вектора $ относительно координатной систем ы 
{е;}. Равным образом будем рассматривать у; в уравкени («) ка 
компоненты некоторого вектора у в той же координатной системе. 
Тогда уравнения (4) выражают, что каждому вектору $ поставлен 
однозначно в соответствие некоторый вектор \). Обозначим этот век- 


тор через А(4). Имеем: А (1, --%) =А НА (4) и А() —^А (9- 


Обратно, если {{—>А(%)} отображение, обладающее обоими этими 


свойствами, то компоненты вектора А (%) относительно какой-нибудь 
координатной системы {е;} выражаются линейно через компоненты 
вектора %, потому что, если положим 


т 
А (с) = Ха» (Е =1, 2,..., п} 


то получим: и 


А (3 вы) > ( Ха хь) 6 


$=1 


что и утверждалось. Подобное отображение А векторов какого-нибудь 
пространства называется линейным преобразованием; А = (а) назы- 
вается его матрицей в отношении координатной системы {е; }. 
Выясним теперь, каким образом связаны между собой матрицы 
некоторого линейного преобразования А относительно двух различных 


* 
координатных систем (е;} и {е,;}. Пусть, следовательно, 


т 7 
А ( У, же) т Ууе; 
у $=1 ФЕИ, 


т ъ 
А (> ев) то С | 
причем 


ъ ъ 
* * * 
У: = Ха, и — Учи». 
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Мм— 


„Далее, пусть 


следовательно: 


Тогда мы имеем в символическом способе записи 65 98, с одной сто- 
роны, 


У=А(х) =А(Т(х*)) = АТ(х*), 
< другой — 
У= 70) = Т(А* (2) = ТА* (а); 
‚следовательно 
АТ= ТА* или А*— Т-!АТ. 


Это положение вещей выражают еще так: матрица А* получается 
из матрицы А путем „трансформации“ с помощью (неособенной) 
матрицы Т. Всякая матрица, которая может быть получена таким 
чтутем из матрицы 4, называется эквивалентной А. 


$ 98. Нормальная форма линейных преобразований 1). 


Попытаемся теперь при заданном линейном преобразовании А 
выбрать координатную систему таким образом, чтобы соответствующая 
матрица приняла как можно более простой вид. Для этого нам пона- 
‚добятся некоторые предварительные сведения. 

Характеристическим многочленом матрицы А называют многочлен 
$ (\) =|^Е—А|. Характеристический многочлен не меняется при пере- 
ходе от матрицы А к эквивалентной ей матрице. Действительно: 


ЛЕ ТЪ-АТ= Т-ХЕТ=Т-АТ= ТЕ АТ, 
хледовательно: 
[ЛЕ Т-'АТ| =|Т- | -|^Е—А|.|Т|=|лЕ— А]. 
=|^Е—А|.|Т-:Т|=|Е—А|. 


ге 


Поэтому имеет смысл ввести следующее определение: характеристи- 
ческим многочленом линейного преобразования называется характе- 
ристический многочлен его матрицы относительно произвольной 
системы координат. 

Если линейное пространство ®, рассматриваемого пространства ® 
‘обладает тем свойством, что наряду со всяким своим вектором х оно 
содержит также и вектор А ($), то мы говорим: ® инвариантно отно- 
сительно линейного преобразования А. В этом случае А индуцирует 
в Я, некоторое линейное преобразование. Если мы выберем теперь 
координатную систему {е,} в ® таким образом, чтобы {е,,..., 6} 


_1) Содержание этого отдела в существенном заимствовано из книги Вейля: 
Н. Меу!, Мапетайзсве Апа!узе 4ез Каитргоетз, стр. 88 и след. ВегИп, 1993. 
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‚ образовывала некоторую координатную систему в ®, и обозначим 


матрицу преобразования А относительно этой координатной системы 
через А = (ал), то будем иметь: ал==0, для «р а для 
Е=1,2,..., р элементы ад ‘равны элементам матрицы индуцирован- 
ного в ®, преобразования ‘относительно координатной системы 
на СВ 

Если кроме ®, существует еще второе подпространство ®», инва- 
риантное относительно А и такое, что ® и ® не имеют общих век- 
торов, а вместе порождают все пространство %, и если, далее, А; и А, 
линейные преобразования, индуцированные отображением А в подпро- 
странствах ®, и ®, то характеристический многочлен преобразования А 
равняется произведению характеристических многочленов преобразова- 
ний А, и А.. Это получается непосредственно из сказанного выше 
< помощью простого применения теоремы Лапласа о разложении опре- 
делителей. | 

Для тех векторов, которые пропорциональны своим векторам-обра- 
зам, мы получаем условие: : 


1% 
Хиль = Ах, 
я К=1 
или 
а 
У 08, — а) хк = 0. (=1,2,..., п) 
Е=1 . 
Но для того чтобы эта система уравнений имела нетривиальное реше- 
ние, необходимо и достаточно равенство нулю ее определителя, т. е. 
тогда и только тогда существует не равный нулю вектор $, для 
которого А (%) = ху, когда № является нулем характеристического 
многочлена преобразования А. 


Пусть 1 (^) =в-с^-... Е с, —некоторый многочлен от одного 
переменного Х. Тогда под / (А) (где А произвольная матрица) мы пони- 
маем матрицу сЕ-- с. А- с. А?--....--с,А” и равным образом под 
(А) (где А произвольное линейное преобразование) линейное пре- 
образование (5 с с.А@®- А? (®-...-Нс,А’ @}, причем 
А*(х) определяется рекурентно посредством соотношения А’ ($) = 


—=А(А” *(5)). Если А является матрицей преобразования А относи- 
тельно некоторой определенной системы координат, то /(А) является 
матрицей преобразования /(А) относительно той же системы. Имеет 
место следующая важная теорема: если А некоторое линейное пре- 
образование и’Ф(\) его характеристический многочлен, то Ф(А) 
будет линейным преобразованием, ставящим. каждому вектору 
8 соответствие нулевой вектор. 

Для доказательства, очевидно, достаточно показать следующее: 
если А некоторая матрица и Ф(\) ее характеристический многочлен, 
то $(А) будет нуль-матрицей, т. е. матрицей, все элементы которой 
равны нулю (Теорема Гамильтона-Кели). Но это можно установить 


следующим образом. Пусть 
в—1 


„о -— Зи _ 
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будет алгебраическим дополнением элемента №6; — а; в определителе: 


[^6, —аз.|; далее введем обозначение: 
п—1 пн 
В Вы ое. 
У— У—= 
Тогда 


В Е—ФА = (34, 0) @\—ал)) ще 0; 


следовательно, В (^) (\Е— А) = ()\) Е. Это тождество относительно Х._ 
Чтобы выражения, стоящие слева и справа, привести к виду 


7ъ 
МЕТА. 
У=0 
нам потребуется только дистрибутивный (распределительный) заков 
и равенства ХЕ =Е\, ЛА =АХ. Но умножения матриц дистрибутивно 
`и имеют равенства АЕ = БА, АА = Ад; следовательно, в нашем то- 
ждестве можно заменить \ через А; тогда получим Ф (А) = (0). 

Теперь можно доказать основную для всего последующего теорему 

ТЕОРЕМА А. Если А некоторое линейное преобразование в®, ® (\) —* 
его характеристический многочлен- и ф(\) =, (\) 5 (4) разложени», 
Ф(^) на два не имеющих общих множителей многочлена со стар. 
шими коэфициентами 1, то тогда однозначно определяются два 
линейных подпространства ®, ®), обладающих следующими ``свой- 
ствами: % и ® инвариантны относительно А; Я и ® не имеют 
общих векторов и вместе порождают все пространство ®, причем 
ф: (^), $5 (№) являются характеристическими многочленами линейных 
преобразований, индуцированных преобразованием А в пространствах 
м №, . 

В силу теоремы Гамильтона-Кели речь идет лишь о тех векторах 
из пространства ®, которые удовлетворяют уравнению Ф, (А) (&) =0. 
Поэтому мы требуем: пусть Я; будет совокупность векторов %, удо-. 
влетворяющих уравнению 9;(А) (1;) =0, ({=1, 2). Тогда непосред- 
ственно ясно, что %,, ® являются линейными пространствами, которые, 
сверх того, инвариантны относительно А. Так как о, (\), 95 (^) не 
имеют общих множителей, то можно определить два многочлена ф, (^), 
$2(Х) таким образом, что о» (\) $, (№) -Е о, (№) 4. (^) == 1, следовательно 


так же 9. (А). (А) 2-Е, (А) % (А) = (пля всякого вектора 2). 
Но по теореме Гамильтона-Кели 


91 (А) ($5 (А) 4, (А) (2) = (А) ($ (А) (9) =0 
9» (А) (9; (А) 4» (А) (#)) = 9 (А) ($5 (А) ()) = 0. 


Следовательно, всякий вектор $ может быть представлен в виде 
суммы некоторого вектора из ®, и некоторого вектора из В и 
порождают все пространство ®. Если { общий вектор ®, и ®,, то 


4=4, (А) о. (А) ®-Е +, (А) Ф! (А) (1) = 0, следовательно ® и®, не имеют 
общих векторов. Если, вследствие этого, мы обозначим через Хх! (^), , 
Хз (А) характеристические многочлены линейных преобразований, инду- 


т 
|! В этом равенстве вектор, стоящий в левой час 


А 


ИЙ 
НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА ЛИНЕЙНЫХ ПРЕОБРАЗОВАН 


О Е тепеееистиеО 


то имеет 
ванных преобразованием А В пространствах ® м Е 
ыы Ф (\) =, (№) №» (№). (Для того случая, когла а Е 
и ИТС к нулевому вектору, И а 
стический многочлен следует положить и. и а 
произвольный корень Ух: (0). Положим $1 (^) и ) А Щий 
Пусть, далее, % неравный нулю вектор и . а ан 
уравнению (А — №) (&‚) =0. (На основании выш 


вектор всегда существует.) Тогда: 


91 (А) (в) =, (А) ( и > о нулю (так как 


сти 

мое правой ча 

ак и первое слагае 

% принадлежит к ®'), так же, к оо с 
(по построению %); следовательно, та 21 (№ и ВИ а 
==.0, $, 0.) =0. Поэтому Ха (\) не имеет Щи он 

. до о, является делителем многочлена $, \^). ви 
а лителем многочлена © (^). 
образом доказывается, что у. (Х) является де в. и 
Но так как старшие коэфициенты многочленов 3 С и О, 
у. (\) равны единице, то отсюда’ следует, | у ры Е 

7 - (\) = (^). Этим и заканчивается ДО и. 
С Посредством повторных применений теоремы у 


‚щую теорему: 


и 
ТЕОРЕМА В. Пусть А линейное преобразование пространные 
т 
а 


@2о ил ) Е А при 7! Е Г); тогда суще- 
Й Л; 
г0 Хх рактеристический многочлен ( В 7 р 
асщепление пространства ® на 1 то 
ствует одно и только одно „р С , 
инет т ®>, ...у ®, обладающее следующим свойством Е 


й- 
\ ть я характерист 
з нвариантно относительно А и (—^,) т . а. 
щеским многочленом’ преобразования простран т 

ного преобразованием А; (®=1, 2, ...› п). 


пространства ® 
Если мы выберем систему координат {6+, -.-› е„} простр 


ае е принадлежали к ®,, вектора 
таким образом, чтобы вектора 6; ---› би ния А относи- 


е к ® ит. д, то матрица преобразова 
ие г ет вид: 
тельно этой системы координат прим - 


м0 у О 


Яр, а -° бы та 


...@4 


О-о а, лы 1 па -Ер, 1-Е Па 
0 


О нь: О Я ить 1 


ее ее 
еее еее Фе 
. 
О О 


ИЗ! 
1) Утверждаемая в теореме однозначность непосредственно вытекает ПА 
доказательства. 
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Для многих целей существенно приводить далее к более простому 
виду те подматрицы, на которые распалась матрица А нашего пре- 
образования после введения векторов 1, ..., в». Сделаем это, напри- 
мер, для матрицы А, == (ал), & &=1, 2,..., п.). Вектора простран- 

7% 
ства ® определяются равенством (А— А!) *(1) =0. Пусть т наимень- 
шее число такого рода, что для всех векторов т пространства ®, 
у (7 
удовлетворяется уравнение (А—А,)" (5) =0. Пусть ®’ будет линейным 
подпространством пространства ®, которое рее ляете равенством 
р . т 9 р 
(А—^,)7 (#)=0, (1=1, 2,..., т). Очевидно, &,’ является подпро 
(7-1) 
>. Шусь 


1 — 
Р,› Ра. Р.Е --... р» = в о ры заведомо больше 
т — 97. 
нуля, потому что в противном случае ®, =, '=®,, что противо- 


(1) ео 
т 


странством размерности этих пространств будут: 


речит определению 1. Выберем теперь векторы с таким 


1 


т — 
образом, чтобы они вместе с я ) порождали все пространство ®» и 


(1) 
$ 


"1, потому что 


АША)" (р) =)" (2) =0; 


положим: А (6, ) = де) -- ет. Векторы е® принадлежат пространству 


далее, они линейно независимы между собой и от векторов простран- 
ства ое. так как из 


(АА) ео... )=0 


9% ть 
следует: : 
А) ео... Ее 0) =0; 


и т 
7—1 
значит с. 69 НН... с .’ принадлежит пространству ры ), что по 
11 т т : 
определению векторов ее возможно только тогда, когда все с; равнь 
нулю. Поэтому Вт-1 2 Ри: Если Рт-1 те Ри» ТО Мы выбираем Ри-1—— Рю 


2 2) (2. — 2) у 
векторов еб ее бр ‚› которые вместе с е: и векторами 
18-1 т%—1 


с, и г порождают все пространство ® 
9% 


мы поступаем и дальше, т. е. мы полагаем 


А во 


м Таким же образом 


(3 (2п-=-2\ 
и доказываем, что векторы о принадлежат к пространству Е 


и линейно независимы как между собой, так и от векторов простран- 


м екто- 
ства 8" -®. В случае р„_,>Ры_: МЫ и т к векто 
о — ве 6 которые 

ра ( Е Ио Ры-1 И о На? Ра” р 
ме: О ‚ простран- 

вместе с &"-® и векторами в; ’, ..., ‘„„_, порождают все простр 


| 
| 
| 


| 


НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА ЛИНЕЙНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 383. 


ство и В конце концов мы получаем систему координат 


пространства %, состоящую из векторов Е А ВВ ИЯ 
1=1,2,..., Ри_к+1). Преобразование А теперь гласит: 

(*) (®) (к -1) 

А (в; ) = Не “”, 


(т) (т) 
А (с; ) = А, с; ` 


(Е =1,2,..., т 1) 


Следовательно, если мы положим 


ее ее ее ее ее обе 


(у д 

Ч = буть (1 << р), 

и то 
см т.т, (и 1 <! <ЗР,_1) 


` ле еее те 1516 о 


то Матрица А, после введения координатной системы {е*}, распадается 
на подматрицы вида 

А, 1, 0,...0 

о 1...0 


КК 


0, 0,20... 


и притом будет иметься р„ матриц т-строчных, (р„_: —ри) матрик 
(т — 1)-строчных, ..., (р, —Р2) матриц-однострочных. Этим дей- 
ствительно матрица А, приведена к однозначной“ определенной нор- 
мальной форме. 

Если матрица при преобразовании А является действительной 
в первоначальной системе координат и все корни ^,,..., ^„ действи - 
тельны, то сам вывод нормальной формы непосредственно показывает, 
что переход к системе координат (е, а с} может быть осуществлен 
посредством действительной подстановки !). .о 
- Особую важность представляет тот случай, когда матрица преобра- 
зования А в надлежаще выбранной системе координат сводится к диа- 
гональной матрице. Пусть, следовательно, А будет подобным преобра- 
зованием и (4;8,,) его матрица в известной системе координат.. Тогда 
для характеристического полинома А мы получаем выражение: 
9 (\) = (\—а,) \—а,)...(^—а,). Таким образом, числа а; с точ- 
ностью до порядка совпадают с числами ^, (считаемыми с надлежа- 
щей кратностью). Вследствие этого все векторы нашего подпро- 
странства ®, удовлетворяют уравнению 


 А—№@=о0. 


Если же, наоборот, это условие выполнено, то на основании вышепри- 


`’ веденного вывода нормальная форма, матрицы сводится к некоторой 


диагональной матрице. Посредством легкого видоизменения только что. 
полученного условия мы приходим к следующей теореме: 


1) Легко также и в случае комплексных корней дать такие нормальные: 
формы, которые могут быть получены на действительном пути. 
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ТЕОРЕМА С. Для того чтобы линейное преобразование А могло 
быть представлено посредством диагональной матрицы, необходимо 
и достаточно, чтобы \(А) = 0, где А обозначает матрицу, преобра- 
зования А в какой-нибудь системе координат, а 7)(\) обозначает 
тот многочлен, который всякий корень характеристического много- ! 
члена преобразования А имеет в качестве простого корня и имеет 
только эти корни. Переход к диагональной форме при действитель- 
ной исходной матрице может быть осуществлен посредством дей- 
ствительных подстановок тогда и только тогда, когда все корни 
„многочлена у (») действительны. 


$ 99. Пары квадратичных форм. 


Применим теперь теоремы о линейных преобразованиях к одной 
задаче из теории квадратичных форм. 
Пусть 


(1 =л ив) 


некоторая квадратичная форма в п переменных. Рассмотрим одновре- 
‘менно с ней билинейную форму (полярная форма): 


п 
# (1, .-.» Ма) = | х ЛХ ь 
$; Е=1 


ИА ъ 
: р ДавУь ==. У Ток» 
$, Е=1 . $, В=1 


Будем рассматривать х; и у; опять как компоненты двух произволь- 
ных векторов $ и } п-мерного линейного векторного пространства от- 
‚носительно координатной системы {е;}. Положим: 


. 7 (+, 5) т 7. Лат 


„Е = (Дл) называется матрицей квадратичной формы. Для коэфициен- 


-тов мы получаем выражения: / = (е» ©»). Исследуем, прежде всего, 
как меняется матрица Е при введении новых координат. Если мы по- 
‘ложим х=Т(х*) и у=Т(у*), где.Т обозначает неособенную ма- 
‘трицу, то получим: 


Ь Е, = 


п п 
# # Е 
Л АХь т >. (> „балы ) АМ». 


= 
“Следовательно, 


п 
*% Ч 
Ль Е й р Ва —=Лы 


/ 


или, если обозначить через Т „транспонированную матрицу“, возни-` 
кающую из Т посредством зеркального отображения относительно глав-‹. 


ой диагонали, Р* = ТРТ. } 


| 


| 
| 
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Посредством подобного преобразования всегда можно добиться 
(это обычно доказывается методом математической индукции), чтобы 
в преобразованной форме фигурировали только квадратичные члены, 

р Ь 
т. е. чтобы /„==0 (1-Е А) и при этом, если ограничиться действитель- 
ными формами и действительными преобразованиями, число положи- 
$ 

тельных, отрицательных и равных нулю чисел среди Г не будет за- 
висеть от того, каким именно образом мы производим приведение 
к нормальному виду. (Закон инерции квадратичных форм.) 

Для дальнейшего особую роль играют те векторы $, для которых 


Ус, у) тожцественно обращается в нуль в у. Для их компонент мы 
получаем уравнения: . - 


в 
У, ЛлкХь == 0. 
Е=1 


| Следовательно, если под Е мы будем понимать то линейное ` преобра- 


зование, матрица которого относительно координатной системы {в} 
совпадает с матрицей Р квадратичной формы, то наши векторы будут 
охарактеризованы уравнением Е (5) =0. Если только нулевой вектор 
уловлетворяет этому уравнению, то форма называется невырождаю- 
щейся, в противном же случае вырождающейся. Для того, чтобы 
| форма / была вырождающейся, необходимо и достаточно, чтобы 
8—0. 

Задача, которой нам предстоит заняться, заключается в следующем: 
пусть даны две квадратичные формы ` 


ъ 


- х Зи. 


8 Е=1 


т о 
Я (мь ..., х„) = ; х „Лахь 8 (*,..., х») = 
ь = 
Требуется отыскать координатную систему, в которой обе формы 


такая система координат, в которой обе формы сводятся к сумме 
чисто квадратичных членов. При этом мы всегда будем предполагать, 
что вторая форма является невырождающейся. 
Пусть Р== (1), @ = (2). Рассмотрим затем линейное преобразо- 
вание А, матрица которого относительно первоначальной системы ко- 
ординат дается равенством А = @-1Р[ !). Если мы введем “новые ко- 
ординаты с помощью уравнения х = Т(х*), то А*— Т-ГАТ будет 
матрицей преобразования А относительно новой системы координат; 
наши же формы будут иметь в новых координатах матрицы: Е* = 
| =ТАТ, (* = ТОТ. Следовательно, А* — С(*-1 Р*, т. е. линейное пре- 
образование А, не зависит от’ того, из какой системы координат мы 
исходим. Пусть, далее, х (\)—характеристический многочлен преобразо- 
вания А; докажем, что исследование всегда можно свести к тому слу- 
чаю, когда Ф(\) является степенью линейного множителя. В противном 
случае мы разложим ф(/\), как это делалось выше, на два множителя 


‚ 1) Этим преобразованием пользуется также Ковалевский (@. Ко\а1е\узк!) 
'[е1р2. Вег. 1917, стр. 333. 


Зах. 799. — Клейн. : 25 


приняли бы простой вид, и в частности выяснить, существует ли ` 
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И 


без общих делителей со старшими единичными коэфициентами: © (^) = 
=, (^) <» (Х). Тогда однозначно определяются два инвариантные отно- 
сительно А подпространства ® и ®, обладающие свойствами теоремы А. 
И при этом компоненты векторов подпространства ®; даются Ураие: 
нием $; (@-!Р) (х) =0. Опять мы определяем многочлены %, (№) и 
4%. (^) таким образом, чтобы $; (№) +, (^)-Е +» (^) $1 0) =1. Тогда имеем 


Е= 4! (6-12) Ф2 (@’Р) - %((6-' Е) $, (6-*Р) 
и следовательно: 
Е= В, (6-1 Е) ® (б’Е) - 2%, (6-1 Р) 9. (9-1 Р) = Е: -Е Рь, 
в— 04 (0-1 Е) (9-1) 0%, (0-1 Е) в, @-1 Е) = 6: + бь 
Е., Е» Сб, В являются симметричными матрицами, потому что они 
линейно ‘вырождаются через матрицы вида ЕС-!Е...ЕС-! Е, а эти 


последние очевидно симметричны. Этому разложению "Би С соответ- 
ствует разложение соответствующих форм на два слагаемых: 


ор =Л, 6-9, Г=Л-Л 
5%)=2, %)- 25 &5), 5 = 8 


Теперь легко видеть, что / и 8, тождественно исчезают в \, если 
в качестве х взять вектор из %.. (Аналогичное обстоятельство имеет 
место для [о и 85.) Векторы, обладающие этим свойством в перво- 
начальной системе координат, определяются соответственно уравне- 
ниями РЕ, (х)=0, соответственно Ч, (х)=0, . т. ним 
— 2, = (40-1 Е) 95 (@-1 Е), соответственно в @%, (6-1Е) фо( }, 
выполняется для векторов подпространства %.. Вследствие этого, если 
мы возьмем систему координат таким образом, чтобы векторы с, ...› ер 


порождали все пространство о и 4. ие порождали все р 
ство ®, то {, и а: будут зависеть только от переменных Х,, ..., Хр 
ар и 85 будут зависеть только от остальных переменных. Если, да- 
лее, Е» С; матрицы таким образом возникающих из Дл и &; форм вр, 
соответственно в (п— р), переменных, то 9; (^) будет характеристиче- 
ским многбЧленом матрицы (*, ЁР,. 
Пусть №, ..., ^. — различные корни многочлена 


ини бо 


[ и 
Тогда путем повторного применения наших рассуждений мы приход м 
к следующему результату: можно ввести новые координаты %;1, ...› М» 
таким образом, чтобы каждая из двух форм ри = распалась на сумму Г 


О о Е 


держат только переменные Х;, .--› Хи» Тали 8 содержат только пере- 
р АИ В 

т х обозначают 
менные Хи» + --› Хади, И Т.Д И чтобы, если Ру, @ъь 


в 
матрицы этих форм только от И» переменных, выражение (А— №) 
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я 
т тическим многочлен в | в част- 
было характеристическим многочленом матрицы (*, Р,. Если, в час 


ности, / и <— действительные формы и все корни многочлена Ф (^) дей- 
ствительны, то это преобразование координат выполнимо в действи- 
тельной области. 

Теперь без всяких затруднений можно найти условие того, что 
обе формы {и г в некоторой, надлежащим образом выбранной, си- 
стеме координат одновременно сводятся к сумме чисто квадратичных 


членов. Именно, пусть {с;}} — такая система координат, что 


л ^ 


1в)= Уля». 


з 
8%) = р 8:5: У+- 


"Тогда матрица нашего линейного преобразования А в этой системе 
координат будет иметь вид: 


(@)= (= 2 ь 
5 


С 


Необходимое условие для наличия подобной системы координат вслед- 
ствие этого заключается в том, чтобы линейное преобразование А 
было представлено посредством диагональной матрицы. Докажем, что 
это условие является также и достаточным. Именно, если оно выпол- 
нено, то для матриц преобразований, индуцированных преобразовг- 
нием А в подпространствах ®,, имеет место (как бы ни были выбраны 
координаты в %,): А,=^,Еь, где Е, обозначает и’-строчную еди- 
ничную матрицу (ср. доказательство теоремы С в $ 98). Следова- 
тельно, /,==^,0;. Поэтому, если мы возьмем (что всегда возможно) 
систему координат в пространстве ®, таким образом, чтобы ©, своди- 
лось к сумме чисто квадратичных членов, то это само собой осуще- 
ствится для /». Также и здесь непосредственно получается усиление 
теоремы, касающееся действительной области. 


Необходимым ш достаточным условием того, что две действи- 
тельные квадратичные формы 


7 


т 
У Льрихь. УХ ваахь 
$, =1 Е 


из которых вторая невырождающаяся, могут быть одновременно 
приведены посредством действительной линейной подстановки к сумме 
чисто квадратичных членов, является эквивалентность матрицы 


А = (8%) (Ф»), 


действятельной диагональной матрице (ср. теорему С). 


25* 


=: 
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ии 


В заключение покажем, что это. условие всегда выполнено, т 
воей нормально 
определенная, т. е. в с 
ая форма положительно . 
форме и только положительные квадраты. Очевидно, без вся 
кого ограничения общности можно считать, что 


п п Е 
> ажиьеЕ № Хх; 


Я, ЕЕ1 
(потому что в случае нужды этого можно достигнуть с п и 
ствительного преобразования Кон и А. о т 
сводится к Р = (Лу). : р 

о преобразования А о 

Е 60 | ЕЕ] имеет только действительные корни. Пусть № 
ги ние 

один из этих корней © (%). Пусть, далее, {х;} — нетривиальное реше 
уравнения: 


, 


7 : 
У Лихк= № и. 
Е=1 


й 7 `х, — комплексно сопряженное число 
Помножим {=е уравнение на х„ где х; — ко о ря и 
по отношению к х; если мы сложим все п уравнений, 


7 38 
ХУ Лимйь 


__ 5 АЕ 
№ = 


ть у 
> А 
$=1 
‚ что 
В силу симметрии матрицы ]л» отсюда непосредственно следует; 


) =), т. е. действительно. Вследствие этого можно м. м 
<твительного преобразования координат в соответствии с разл 


50 =@—№)...—№" 


разложить формы / и & на сумму г форм: = -НЬ-Н ЕЛ» 
а=: |8 -Г 


можно считать, что 
мер, для /, и 51. Как и выше, : 


} е 
так как в противном случае нужно выполнить только и 
преобразование координат, в ®, чтобы добиться желаемого. 10 
так были выбраны нами координаты — 
7 | СИ т 
емо 1). 


$ Е =1 


т Ав = Х ввести 
а если для краткости обозначить Ль— №8 к == и вместо } 
у —А— — ЕЕЬ эфициенты 
переменную № ==^—^., то [56.—@ |=“. Сравнивая т фиц 
при в" ‘ив’ в обеих частях уравнения, мы получаем: 
у 


— &,. Произведем дальнейшее рассмотрение, напри- - 


а ЕЕ 
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Во втором уравнении мы имеем право заменить условие суммирования 
{< Е условием [-Е А, переставив сначала { и А, а затем сложив полу- 
ченные уравнения. Но так как члены при &==А равны нулю каждый 
по отдельности, то в силу 4—4; имеет место 


71 7 2 
2 
- > 4, = > вы = ( У а ) =0, 
ФА $, ЕЕ1 4=1 
откуда в силу действительности чисел 4;, вытекает, что 4» ==0 или 
* 


Ль== №8. Но это и означает, что 7]: содержит только квадратичные 
члены. 
Из. последнего доказательства непосредственно следует, что: 
Всякая действительная квадратичная форма может быть при- 
ведена к: сумме чисто квадратичных членов посредством действи- 


тельного ортогонального преобразования, т. е. преобразования, пере- 
водящего . 
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Абелевы интегралы 230, 231 

Абсолютная геометрия 196 

Абсолютная точка 160, 173, 175, 181, 
182, 187, 228, 229 

Абсолютное диференциальное исчисле- 
ние Риччи 327 

Абсолютное коническое сечение 159, 
160, 186—189, 229, 230 

Абсолютный инвариант 163, 164, 178 

Адамар (1. Надатаг) 368 

Алгебраическая геометрия 65, 76 

Алгебраическая функция 9, 28 

Алгебраические образы 64, 65 

Алгебраические точечные преобразо- 
вания 225 

Александер (1. \. А!ехапаег) 344, 345, 
355 


— доказательство теоремы Титце 344 

Ампер (А. М. Атрёге) 137, 303 

Апа!у$1$ $Йи$ 343 

Аналитическая геометрия 7, 20, 65 

Аналитическая функция 8 

Аналитическое продолжение 9; 15 

Ангармонизм 157 

Антиколлениация 183 

Антуан (Г. Ащоше) 345, 346 

Аполлоний 43, 48 

Аппель (Р. Арре!) 313, 342 

Артин (Е. АгЯп) 346, 356 

Артиновы косы 342—344 

Архихед 343 

Асимптотическая интеграция 332—334 

Асимптотические линии 13, 14, 114— 
119, 132, 133, 240, 270, 283, 284. 

Аффинная теория поверхностей 179 

Аффинное преобразование 29, 142 


Барицентрические координаты 17, 18 

Бек (Н. Вес!) 11 

Бекер (Н. Е. Вакег) 11 

Беклунд (\. Васкпа) 304 

Бельтрами (Е. Вега) 216, 218, 219, 
326, 338 

Бернулли И. 373 

Бернулли Я. 168, 169, 174 

Бертини (Е. Вег 1) 124 

Вег201а1! Г. 104 

Бесконечно малый параллельный сдвиг 
327 


Бесконечно удаленная точка 50, 142 
— Удаленный круг сферы 187 
ян уравнение 65—67, 69, 74, 


Билинейные формы 75 

Билинейный ковариант 209 

Бирациональные преобразования 295, 
226, 229, 230, 231 

„Близкие“ образующиеся разверты- 
вающейся поверхности 115 

Бляшке (\/. В!азспке) 14, 134, 179, 259, 
т 299, 318, 319, 324, 327, 338, 343, 


Болл (К. $+. Вай) 73, 94, 95, 103 

Во]га О. 368 

Больцано (Во[тапо) 8 

а (Е. Вошр1ап!) 64, 1117, 179, 
342 

Бонне (О. Воппеф) 257, 339 

Бохер (М. Вбспег) 6 . 

Брауэр (Г.. Е. У. Втоимег) 343, 344 

Брианшон (СВ. У. ВНапсвоп) 66, 80 

Брио (Вг1о1) 11 

Брузотти (Г. Вгизо) 82 

Брунн (Н. Вгипп)`343 

Буа дю- (Ои Во!5) 272 

Буке (Воидиеф) 11 

Бьянки (Г. В1апсВ!) 14, 324, 327 


Вариационное исчисление 361, 362 

Вариация постоянных 299—301, 333 

Вебер (Е. у. \МеЪег) 318 

Вебер (Н. Меъег) 220 

Ведущая плоскость 328 

Вейерштрасс (\/е!егзгазз) 8, 43, 193, 
366, 370, 374 

Вейерштрасса формула 191 

в (Н. \еу!) 220, 327, 340, 342, 374, 

8 


Вейнгартен (1. Мешрацеп)'170 
Вейтценбек (К. \МейтепЬбск) 167 
Веретенообразные циклиды 62, 63 
Веронезе (С. Уегопезе) 202 
Вершины кривой 342 

Взаимная диаграмма 205 

— поверхность 234 

Взаимное соответствие 50 
Взаимность 97, 99, 123, 124, 233 
Взаимные полюсы 48, 49, 50, 52, 59 
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Взаимные планы сил 75, (5 53) 203 

Вильчинский (Е. У. \МИступзК1) 179 

Винт Болла 73, 94, 95, 120 

— взаимные винты 95 

Винтовая линия 73 

Винтовое движение 72, 73 

Виртингер (\. \Ми#тоег) 179, 342 

Возмущающий член 300 

'Возмущенное диференциальное урав- 
нение 300 

Волновая поверхность 373 

Вурф 161, 171 

Зыпуклые тела 343, 347 

Выражение Пфаффа 208, 209, 211—213, 
223, 230, 231, 291 

Вырождающаяся форма 385 

Высокий рельеф 150 

Высшая геометрия сфер 118, 256 


Гальфен (С. Н. На1рвеп) 175, 176, 178, 
м 


Гамильтон (\. В. НашШьоп) 92, 219, 
220, 300, 361, 362, 373 

Тамильтона уравнение ($ 94) 361—371 

ри стое двойное отношение 


— расположение 145 

Гаусс (К. Е. Сацзз) 10, 12, 77, 214, 215, 
218, 222, 224, 326, 329, 339 

Гауссова кривизна 12, 13, 134, 215, 218, 
222, 339 

Тауссова основная форма 340 

Гейзер (@е1зег) 43, 44 

Гексасферические координаты 109, 
111, 245, 258 

Генричи (О. Непнс!) 30 

Генричи теорема 36—37 

Геодезическая кривизна 218, 327, 338 

Геодезическая линия 12—15, 30—37 
а 189, 217—219, 287, 288, 327 


Геодезическая поверхность 217 

и параллельные кривые 

Геометрическая оптика 92 

Геометрическое истолкование дифе- 
ренциальных уравнений ($ 18) 76— 
79, 126 

— — линейных подстановок ($ 97) 376 

— построение наиболее общей кол- 
лениации 142 

Геометрия алгебраических образов 10 

— в ограниченном куске пространства 
10, 12, 64 

— в полном пространстве 10, 11, 64 

— кругов, в пространстве В; ($ 29) 
124—126 

— Лагерра ($ 67) 250, 251, 956, 251, 
299, 313, 314 _ 

— линий Штуди 306 


Геометрия прямых линий 85, 224, 235, 
241, 259-567, 283 

— ох радиусов 196, 197, 198, 
200 


— сфер 108—114, 116—120, 124, 126, 
232, 241—244, 254, 256, 268—967, 283 

Гессе (Г. О. Неззе) 11, 17, 121, 167 

‚ 200, 201 

Гессенберг (@. Неззепьеге) 154, 342 

Гефтер (Г. НеЁег) 11 

Гильберт (2. НИБен) 60, 374 

Гипербола 26, 34, 38, 39, 63 

Гиперболическая кривизна 15 

Гиперболически искривленная поверх- 
ность 13, 14 

Гиперболический параболоид 93, 184 

Гиперболоид 36-— 39, 99, 106, 113 

— образование 19, 20, 113 

Гиперплоскость 123 

Гиперцикл 252 

Гиперэллиптические интегралы 15, 35 

Гишар (С. Сшснага) 60 

Главная конциденция 127 

Главное сечение 12 

Главный коннекс 127, 131 

Главный радиус кривизны 12 

Гольтье (СашШег) 42, 45 

Сопзеф, Е. 38 

Гомография 141 

Грассман (Н. Огаззтапи) 121, 124, 158, 
221% 

Графостатика 75, 203—207 

Гревс (Сгауез) 38, 182 

Гросс (М. Сгозз) 374 

Группа геометрии прямых линий Плю- 
кера ($ 69) 259 

Группа кос 348—352 

— Лагерра 250, 251, 254 

— Лоренца 256, 259 

— обратных радиусов 196 

— поверхностей 14 

— преобразований геометрии сфер 
($ 64) 241 

— средства кругов Мебиуса 196, 197 

Грюнвальд (УТ. Стйп\а!а) 318, 324 

Гурса (Е. Соцгза1) 214, 305 

Гюйгенс (Св. Ниузепз) 373 


Дарбу (©. РагБоих) 7, 11, 14, 59—61, 
109, 179, 248, 252, 257, 288, 303, 313, 
343, 374 

\ Движения 160, 311 

|— неевклидова пространства 319 

\-— твердого тела 73 

|— эллиптического пространства 319 

Двойная касательная 82—84 

— петля 348, 355 

— точка 82—84, 116 

Двойные отношения 153 

Двойственное преобразование! 84, 232, 
262, 296 - 
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Двойственное преобразование как 
преобразование прикосновения 
($ 62) 232—235 

— — координат 261 

ось ($ 15) 65—67, 80, 81, 

› 13 

Двойственности принцип 80—82 

Двуполостный гиперболоид 25, 26, 34, 
37, 128, 184 

Дезарг (Резагрие$) 202 

Действительное коническое сечение 
183 

Действительные геометрические фи- 
гуры 25 

Декарт (В. Резса{ез) 343 

Декартовы координаты 16, 17, 19 

Делонэ (СН. Е. Оеаипау) 15 

Демулен (А. Ретоцп) 60 

Ден (М. Оевлп) 348, 356, 359 

Деформация 347 з 

— теорема Титце 345 

Джиббс (1. \. 615Ъэ) 121 

Джиорджини (1091!) 68 

Диагональная матрица,375, 376, 383, 384 

Директрисса 91 

Дискретная группа 344 

Дискриминант формы 165 

Диференциальная геометрия 12, 65, 76 

— — поверхностей 113, 114 

Диференциальное уравнение асимпто- 

тических линий 13, 132, 133 

— геодезических линий 14 

— изотропных линий 215 

— конического сечения 176 

— потенциала 24 

— с частными производными в 

плоскостных координатах 136 

— — Эйлера 369 - 

Диференциальные уравнения 76, 128, 
283 


РАЗ 


— Гамильтона 300 

— геометрическая их трактовка 126 

— второго порядка 14, 79, 132 

— классификация по классам ‘и по- 

рядкам 128 

— — Майнарди и Кодацци 224 

— — Монжа 361, 362 

— — однородная формулировка 127 

— 5 первого порядка 13, 35, 78, 126, 
2 


ВЕ 


— — полуопределенные 374 

Диференциаторы Бельтрами ($ 58) 
216—220 

Длина элементов дуг 36 

Дуальные прямолинейные координаты 
311 


—-‘точки 309, 310. 

— числа 254, 308, 309 

Дуальный угол 310, 311 

1/-кривые 130, 131, 169, 170, 171, 286' 
\ постоянное двойное отношение 173 


И№-поверхности 170 
Дюпен (Св. Оирт) 12, 200; 258 
Дюпена теорема 15, 28, 248 


Евклидова точечная геометрия про- 
странства А, 118 

Евклидово отображение эллиптической 
неевклидовой пространственной 
геометрии ($ 80) 319 

Евклидово пространство п-измерений 
223 


Единичная матрица 375 
— коса 350 


Жергонн (3. О. Сегроппе) 42, 81, 344— 
346 


Живая сила 341 
Жорлан (С. Лог4ап) 344, 346 
ме! С. 343 


Задача Мейера 368, 371, 373, 374 

Закон взаимности 108 

Закон инерции 106, 110, 111, 185 

— — квадратичных форм 101, 102, 385 

— сохранения энергии 220 ы 

Замена пространственных элементов 
79 


Замкнутая коса 354—356 

Зеркальное отображение (преобразо- 
вание) 50, 228 

— — Лагерра 251 

Зубчатые колеса 296, 297 


[уогу 326 

Изгибания 215, 216 

Изолированная точка 116 

Изолированные двойные точки 82 

Изоморфные группы 356 

Изотермические поверхности 24 

Изотрониая проекция 119, 244—750, 
258 


— развертывающаяся поверхность 24% 

Изотропное направление 188 

Изотропные кривые 188—191, 198, 247, 
254 


— прямые 186—188, 198, 199, 215, 267 

Изотропный комплекс 286 . 

— конус 119 

Инвариантное линейное подпростран- 
ство 379 

Инвариантность двойного отношения. 
при проективном преобразовании 
154 

— области 344 

Инвариантные уравнения 163 

Инварианты 90, 95, `96, 100, 101, 103, 
165, 208, 209 

— бирациональных 
229 

— изгибания 215 

— линейных комплексов 90 95, 


преобразований 
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Инварианты преобразований прико- 
сновения 302 

— теория 121, (5 40) 162, 208 

Инверсия 48—54, 56, 58, 62, 683, 195, 

^ 228—230, 950 

— Лагерра 952 

Инверсор 53, 54 

Инволюторное преобразование (соот- 
ветствие) 50, 95 

ыы о двух комплексов.95, 


\ 


— - — комплексов сфер 113 

— —_-_ функций 293 

Инволюционное соответствие 75 

Инволюция 95—100, 103, 104, 105, 108, 
181, 182 

Индикатриса 346, 373 

— Дюпена 12, 13, 114 

— Каратеодори 372 

Интегральная поверхность 78, 274, 275, 
277, 279—281 

Интегральное многообразие М; 275 

— — № 272—275, 982, 283 

— — проблемы Пфаффа 237 ._ 

Интегральный инвариант 178 

Инцидентность 196 

Исчисление матриц 374—376 


Каналовидные поверхности 63, 115, 116, 


Каноническая система 367 

Сарога! Е. 75 

Каратеодори (С. СагаИводогу) 373 

Картан (Е. Сацап) 179, 214, 342 

Касательная 19, 77, 82, 83 

— плоскость 78, 79 

Касательная перегиба 82 

Касательная расстояния 957 

Касательный комплекс 955 

— ряд кругов 947 

— — сфер в Ю) 254 

о (С. Сазешиоуо) 196, 

Квадратичное многообразие 120 

— преобразование 226, 228—930 

Квадратичные формы 100—105, 110— 
т 184, 185 

— диференциальные формы 308, (5 57 

г 214—216, ($ 60) р о 

вадратичный комплекс сфер 1 

Кватернионы 259 ео 

Кебе (Р. Коеье) 65 

Келер (С. КоеШег) 11 

Кели (А. Сауеу) 121, 124, 159, 160, 162, 
185, 202, 203, 291, 312, 319 

Кемпе (Кетре) 54 

Кенигс (Ц. Коеп195) 60, 138, 294, 295 

Керекьярто (В. у. КегёК]аго) 344- ° 

Кинематическое отображение 324—326 

Клебш (А. Сеьзсв) 11, 91, 126—129, 
226, 228, 231, 304 } 


— 


Клеверная петля 347, 348 

Клейн (Е. Кет) 7, 11, 21, 38, 59, 61, 
94, 103—105, 109, 124, 129, 131, 159, 
161, 162, 168, 170, 173, 182, 223, 296, 
258, 259, 284, 306, 317, 319, 342 

тиф Орд (М. К. СННога) 228, 254, 317, 


Кнезер (А. Кпезег) 371 
оаксиальная нуль-система 307, 308 
Ковалевский (@. Ко\ма!е\изК1) 385 
овариант изгибания 215 
Коварианты 167, 208, 210 
—Пучка 221 
и линейные подстановки. 


Кодацци (О. Со4а221) 224 
Коллинеарные точки 141 
Коллинеация 130, 131, 141—145 \ 
— а 183 и сл. 
— с обращающимся - 
собр т щимся в нуль определи 

— сферы 196 
Кольцеобразная поверхность 184 
т На 63 

омбинаторная топология 3 - . 
СотеззаН та 202 т 
Комплекс второго псрядка 104 
— кривых 138 
— кругов 246 
Конгруэнтные линейные подстановки 


Конгруэнция 92, 96, 268 

— кривых 138 

— сфер 256 

Конические сечения 66, 84 

— — ры 202 

— — конфокальные, в мнимо 
а й области 

_ _ _ Проективное порождение 157 

Коннексы Клебша 126—132, 231 

Контравариант 167, 208, 209 

— изгибания 916 

Контраградиент 234 

Конус 78, 90 

Конус Монжа 362, 363, 365, 366, 369, 372 

— направлений 77, 362 

Конфигурации 103, 200, 202, 203, 256 

Конфокальные комплексы 105 

— конические сечения 39, 179, 326 

— поверхности 25, 27, 98, 30— 
41, 61, 63, 105 ве 

— циклиды 61, 105, 248 

— циклические кривые 194 

Конформная геометрия 200. ` 

— Точечная геометрия пространства Ю 
и высшая геометрия сфер’ про- 

к аа Юз 254 

онформные отображения РР 

и. 


. —` преобразования 52, 242, 945, 246, 


249, 250, 254, 257, 259 
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Концинденция 197, 128 

Координатный тетраэдр 17, 194 

Координаты геометрического образа 21 

— кругов в пространстве 125 

Координаты пучка 221 

Корреляция 157, 233 

Коссер (Соззега1) 60, 126 

Кососимметрическая матрица 21, 210 

Кососимметрическое билинейное ура- 
внение 67 

Косы 342 

— 3-го порядка ($ 93) 359—361 

— 1-го порядка 350 

Коттер (Е. КбНег) 158 

Коши (А. Саисву) 363, 367, 371 

Кратчайшие линии 13 

Кратчайший путь света 373 

Кремона (Г. Сгетопа) 159, 205, 216, 
225, ‘226, 241 

Кремоновы преобразования 225—932, 
228, 241, 290, 291, 296 

Кривая комплекса 284 

Кривая 3-го порядка, состоящая из 
одной ветви 152 

— — — — Из двух ветвей 152 

— — — с двойной точкой 152 

— — — с изолированной двойной 
точкой 152 

— — — С острием 152 

Кривизна 12, 114, 132 

— поверхности 132—134 

Кривые параллели 217 

— пересечения ортогональной си- 
стемы 28 

— 2-го класса 180 

— 3-го порядка — классификация Нью- 
тона 151—152 

— 4-го порядка 83 

Криволинейные координаты 16, 23, 24, 
28, 219 

Кристоффель (Е. В. Соиз1оНе!) 223, 323, 
326, 330, 331 

Круговая точка 160 

Кулидж (1. Г. СооНаре) 64, 126, 182, 
185, 259 

Кульман (К. Сийпапп) 205 

Куммер (Е. Кишитег) 42 

Кусок поверхности 278 


Лагерр (Е. Гасцегге) 111, 160, 173, 187, 
250—252, 254, 256—258, 281, 282, 300, 
313, 314, 319, 320 

Лагранж (1. Г. Гаргапое). 8, 330, 340 

Ламэ (С. Гаше) 16, 24, 61, 216, 219 

„Лангиметрия 310 р 

Лаплас 379 

Леви-Чивита (Т. Геу!-СуЦа) 222, 324, 
326—328, 337, 339, 340, 342 

Лейбниц (@. Ге16п1{2) 343 

Ли Софус (5. Ме) 7, 59, 76, 80, 109, 
113, 114, 118, 119, 129, 131, 138, 168, 


170, 173—175, 186,;188, 191—193, 202, 
210, 232, 235, 286, 239, 241, 256—258, 
263, 268, 270—275, 271, 282—284, 
286—288, 290—293, 301—306, 396, 
342, 366, 371, 372 

Линдеман (Е. Шпаетапп) 11, 226 

Линейная конгруэнция 33—35, 91, 92, 
106, 113, 283, 284, 286 

Линейное многообразие 89—94, 120 

— преобразование 140—145, 183, 196, 
199, 202, 232, 261, 262 

Линейные координаты ($ 2) 16 

— подстановки 100—102, 104, 374—378 

Линейный комплекс 74, 85, 86, 89, 92, 


94—100, 103—106, 108, 113, 283, 


284, 286 

— — кругов. 246 

— — сфер 113, 255, 287 

— линейчатый комплекс 89, 94 

— элемент 31, 371 

Линейчатая геометрия 74, 89—94, 102, 
105—109, 112—114, 117, 118, 120, 
125, 241 

— — аналоги дуальным ‘проективите- 
там ($ 78) 311 

— — — дуальному сродству окруж- 
ностей ($ 79) 315 

— конгруэнция 85, 92 

— поверхность 65, 85, 93, 117 

Линейчатое семейство на гипербо- 
лоиде 106, 113 } 

Линии кривизны 13, 14, 38, 63, 65, 
114—119, 133, 248, 270 

— — на поверхностях каналов 116 

— — на сфере 115 

— — циклид 63, 116 

Линия постоянного наклона 365 

— равных ей ео а 

Липшитц (В. АрзсВИ к 

п оу Ше) 156, 197, 198, 
200, 241, 256, 257, 332 

Логарифмическая спираль 169, 171, 175 

Логарифмическое отображение 286 

Лоренц (Н. А. Гогеп+2) 256, 259 

Лучевые координаты 87 


Майнарди (С. Машага1) 224 : 
Максвелл (/. С. Махуе!]) 64, 75, 205, 256 
Малюс (Ма!из) 92 


`Маскерони (МазсНегап) 41, 42 


Матрица 86, 87, 122—124 

— их исчисление 374—376 

— билинейной формы 2109 

— подстановки 375 

Маятник Фуко 328, 336 

Мебиус (А. Е. Мб!) 16, 17, 68, 74, 
81, 119, 140—142, 157, 161, 183, 186, 
199, 200, 252, 291, 310, 342 

Мейер А. (А. Мауег) 291 

Мейер Ф. (Е. Мауег) 200 

Метрика Кели 160, 185 
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Мизес (К. М15ез) 319 

Минимальные кривые 188, 193, 366 

— поверхности 14, 15, 134, 137, 191— 
193, 342 

— прямые 186 

Минковский (Н. Мшко\узК!) 343 

Минор 86, 87, 122, 123 

Мнимая подстановка 104, 107 

Мнимое пространство 121—124 

Мнимые коллинеации (5 44) 183 

— поверхности 25 

— элементы 179 

Мнимый шаровой круг 159 

Многообразие 84 

— постоянной меры кривизны 223 

Модуль кривой 230 

Момент двух прямых 225, 310 

Монж (Ц. Мопре) 12, 42, 65, 76—78, 
92, 158, 176, 191, 193, 198, 271, 277, 
361—363, 365, 366, 369, 372, 374 

Морлей (Е. Моеу) 311 

Мутар (ТН. Мошага) 61 

мМаЦег Е. 326 


Направленная (ориентированная) схе- 
ма 111 

Направленные круги 119 

Направляющая 91, 96, 97 

Направляющее уравнение 289, 290, 
301, 372 

Невырождающаяся форма 385 

Неевклидова геометрия 185 

Неособенная линейная подстановка 
375, 377 

— матрица 376 : 

Несобственные элементы 18, 19, 671, 
70, 187 

Нетер (М. Моеег) 121, 228, 231, 

291, 305 

Нитяная конструкция поверхностей 
2-й степени ($ 7) 38—41, 182 

Нормаль 72, 78, 114, 115 

Нормальная плоскость 73 

— форма линейных преобразований 
($ 98) 378 

— — элемента группы кос 360, 361 

Нормальное сечение 12, 114 

Норм-кривая 201, 202 

Нулевая поверхность 95, 183, 184 

— сфера 55, 56 

Нулевое коническое сечение 183 

Нулевой круг 51, 52 

Нуль-плоскость 74 и сл. 

Нуль-прямая 74, 90 

Нуль-система 67—77, ‘90, 91, 95, 169, 
206, 212, 307 

— — применение 72—76, 206 

Ньютон (1. Ме\уоп) 153 

Область 344 = 

Обобщенные координаты 100, 220 

Образ второй. степени (класса) 84 


Образующие гиперболоида 93, 99 

— группы кос 352 

Обратная коса 351 

Обратных радиусов принцип 50 

Общая теория относительности Эйн- 
штейна 327 

Общее понятие координат 15, 16 

Общие аналитические точечные пре- 
образования 207—209 

— криволинейные координаты 23 

— треугольные координаты 17, 18 

Общий интеграл 282 

Овальная поверхность 184 

Оу1а1о Е. 259 

Огибающая 34—36, 63, 65 

Однозначные аналитические функ- 
ции 65 

Однополостный гиперболоид 19. 20. 
25, 26, 28, 33—37, 85, 93, 113, 184— 
186, 259 

Однорсдные координаты 17, 86, 140 

— — кругов в пространстве 125 

— — прямолинейные 86 

— переменные 86, 140 

— Уравнения 18, 19 

Одноступенные образы 156 ' 

Окружность 62, 117, 118 

Определитель Гессе бинарной фор- 
мы 167 

— формы 165 и 

— Якоби 23, 208 . 

Оптическое преобразование прикосно- 
вения 299 

Ориентация сфер 242 

Ориентирсванные прямые 309 

Ортогональная проекция изотронпной 
кривой 247 

Ортогональные круги 42, 47—49 

— системы 27, 28, 63 

— сферы 55—58, 61 

— траектории 29, 30 

Ортогональность 45 

Осевые координаты 87 

Оскулирующее простое колебание 333, 
334 


Основные формулы для кривизны по- 
‚верхности ($ 31) 132 

Особая касательная 82 

— нуль-система 308 

Особенная подстановка 375, 377 

Особое решение  диференциальных 
уравнений с частными производ- 
ными 1-й степени 274, 280—982 

Особые круги комплекса 248 

Особый элемент 248 

Осцилятор 328, 329, 340 

Ось нуль-системы 69 

— пересечения двух плоскостей 87 

— перспективы 148 

Отдельная сфера комплекса 255 

Относительный инвариант 164 
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Отображение кругов плоскости на 
точки Юз 119 

— направленных прямых эллиптиче- 
ского пространства на пару точек 
двух евклидовых сфер 319 

— сфер пространства Ю на точки 
пространства КЮ, 118 


Падение функции 216 

Пантограф 145—149 

Папп (Рарриз) 153, 155 

Парабола 63 ———` 

Параболическая кольцеобразная цик- 
лида 63 

— роговидная циклида 62 

Параболический круг 246 

Параболоид 179 

Параллелограмм Уатта 53 

а перенесение 328, 335— 
342 

— преобразование 250, 287 

Параметр нуль-системы 70 

Пары квадратичных форм ($ 99) 384 

— чисел 359 

Паскаль (В1. Разса!) 66 

Паш (М. РазсВ) 161 

Пентасферические координаты 24, 
54—61, 105—109, 197, 241, 243, 245 

— — применение 58—61 

Пентацикл Стефаноса 124—196 

Первоначальное диференциальное ура- 
внение 300 

Перспектива 145 з 

— изображения ($ 35) 150 

^ Перспектограф 145—149 

Песталоцци (Рез{а10721) 43 

Петерсон (7. Реетзеп) 311, 324 

Рег2о Р. 75 

Планиметрия 310 

Плоская диаграмма 205 


Подэры 295, 296, 313 

Полисферические 
200, 2 

Полиэдры 74, 75 

Полная кривизна 327 

Полная функция. 9, 10 

Полный диференциал 78 

— интеграл 281, 282 . 

Полоса 237, 238, 240, 255, 266' 273, 275 - 
282, 329, 363 

— кривизны 255, 270, 271, 288 

— поверхности 364 

— прикосновения 284 

Поля прямых 261, 262 

Поляра 19, 66, 68, 69, 112 

Полярное соответствие 75 

— Уравнение 107, 108, 112, 243 

Полярные координаты 16 : 

Полюс 66 я 

Понселе ‹ у. У. Ропсее1) 80, 81, 153, / 


координаты ‘197, 


159, 182 
Порядок пар точек 145 
Поселье (Реаисе!Шег) 53, 54 
Построения Маскерони 41 
Потенциал 24, 217 
Правые параллельные прямые 323 
Преоб тие 74 
— Вейерштрасса 370 
— подобия 149 
— посредством обратных радиусов 
48—54, 56, 57, 15, 196, 228, 229 
М— прикосновения 232—241, 249, 256, 
264—271, 282, 283, 287, 297, 302, 304, 
372 ох 
— — бесконечно малое 371 
— — общая теория 288—294 
— — примеры 295—301 
— — теория инвариантов 302—305 
— с обращающимся в нуль определи- 


телем 140 
Плоские конфигурации ($ 52) 202, 50 Ирикосновене 11.112 


Плоский рельеф 150 

Плоскостная перспектива 148 

Плоскостные координаты 32, 79, 81, 
135—138 

— — Бонне и Дарбу 257 

— — в диференциальных уравнениях 
($ 32) 135 

Плоскость перспективы 150 

Плюкер (1. РИйскег) 16, 20—23, 43, 45, 
50, 67, 79—81, 84, 85, 87, 120, 121, 
124, 135, 137, 138, 275, 226, 259, 306 

Плюкера принцип 79—85 

Поверхность Веронезе 202 

— вращения второго порядка 15 

— второй степени 20, 38 

— переноса 192 

— постоянной кривизны 12, 14, 15 

— Шиллинга 15 

Подвижной гиперболоид Генричи \30 

Подобные отображения 344 


Принцип двойственности 80, 241 

— Гюйгенса 373 

— Лагранжа 373 

— перенесения Гессе ($ 51) 200—207 

— — Штуди 306—311, 316, 317 

— подсчета постоянных 22, 23, 

— Ферма 373 

Проблема Пфаффа 77, 78, 208, 213, 
214, 231, 237, 272, 273, 288, 291 

— узлов 346—348 

— цепей 346—355 

Проективная геометрия 19, 80, 95, 132, 
161, 196, 197, 262 

— — сферы 196 

— диференциальная геометрия ($ 42) _ 
175 


Проективное порождение однополост- 
ного гиперболоида, конического 
сечения, кривой третьего порядка, 
поверхности третьего порядка 158 
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Проективное порождение ортогональ- 
ности двух плоскостей 189 

— преобразование 237 

— (п — 1)-мерное пространство 121 

— соответствие между одноступен- 

‚ ными образами 156 

Произведение матриц 375 

Простое колебание 333 

Пространственный образ 138 

— элемент 80, 120 с 

Пространство 80 

— Грассмана и Кели 123 

— Римана 220—223 

Прямая удаления 149 

Иона нормальная полоса 269, 
70 

Прямолинейно-сферическое преобразо- 
вание ($$ 70, 71) 263, 266—271 

и НЕРНЫе координаты 79, ($ 20) 
85—89 

— образующие 35, 37 

— — сферы 186, 196, 198 

Прямоугольные координаты 29 

Птолемей 187 — 

Пуанкаре (Н. Рошсагё) 343, 344 

Пучок линейных комплексов 91 

— окружностей 46—49 

Пфафф (). Е. Рай) 77, 208, 209, 231, 
272, 213, 288, 374 


Равенство двух кос 356 

Радиальная проективная 
рия 312 

Радикальная ось’ 45—47 

Радикальный центр 46 

Радиус кривизны 76, 77, 175 

Радон (/. Вадоп) 396, 328 

Развертывающаяся поверхность 65, 
115, 117, 118, 134, 195, 215, 339 

Ранг матрицы 184 

'Распадающаяся конгруэнция 92 

Расширенная линейчатая геометрия 
108, 109 

Рациональная кривая 64 

— функция 9 

Рациональный инвариант 166 

Ребро возврата 363 

Рейе (ТН. Веуе) 11, 84, 119, 158, 173 

Рейдемейстер (К. Ке!Чете!з{ег) 348 

Рельефная перспектива ($ 35) 150, 151 

Рибокур (А. К!аисоит) 193, 318 

тама (6. Кйпапп) 220—223, 316, 396, 


геомет- 


Риманова геометрия 349 

— кривизна 922 

— поверхность 159 

— теория функций 330, 

мас пространство ($ 59) 221, 339, 


Риттер (С. В№ег) 146, 204 _ 
Риччи (С. В1сс!) 397, 342 


Роговидные циклиды 62 
Род 343 

— кривой 230, 231 

Родство между точками 74 
Розанес (1. Козапез) 228 
Ряды. кругов: 246 

— соприкосновения 117, 118 


Салвиотти (За[\104) 205 

ЗаКо\зКЕ 337 

Сальмон (С. За!топ) 11 

Сверхплоскость — см. Гиперплоскость 

Свободное произведение групп ($ 92) 
356—359 : 

Свойства меры 153 

— положения 153 

Связка лучей 261, 262 

Связные кривые 76 

Севери (Е. Зеуе!!) 159 

Сегре (С. $ерте) 25, 85, 124, 196, 183, 
185, 202, 229 

Секстатические точки 177 

Семейство сфер 113 

Сети поверхностей 84 

Сеть Мебиуса 143, 144, 183, 199 

— сфер 108 

Силовой многоугольник 206 

Сильвестр (4. {. Зу!уез{ег). 121, 162 

Сильный минимум 371 

Символы Кристоффеля 331 

Синусоида 84 

Синтетическая геометрия 7, 20, 65, 234 

Система лучей 33, 92 

— лягушачьих лап 146 

— пяти сфер 58 

— уравнений Максвелла 256 

Слабый: минимум 371 

Сложение матриц 376 

Собственные элементы 142, 187 

Совместные инварианты 167’. 

— — двух комплексов 95 

Сокращенные обозначения 21, 46, 191 

Соприкасающаяся парабола 77 

— полоса 240, 270, 271 

Соприкасающееся многообразие 237 

Соприкасающиеся касательные 13 

— круги 42, 43 

— сферы 133, 134 

Соприкасающийся параболоид 79,132 

Соприкосновение 237 

Сопряжение 25 

Сопряженные поляры 68, 69 

Специальный комплекс кругов 246, 
247 

— — сфер 113 

— линейный комплекс — см. Линей- 
ный комплекс 

Средняя кривизна 12, 134, 

Сродство окружностей 50 

Степенная точка 46 ^ 

Степенной ряд & 9 


т 
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Степень точки 44, 51, 54, 57, 106 

Стереографическая проекция 185—188, 
198—196, 241 

Стефанос (К. З4ервапоз) 125 

Стройк (О. /. $) 336 

Сфера 62— 64,105, 106, 108, 117, 185, 186 

— касающаяся заданной сферы 113 

— соприкосновения 117, 118, 133 

Сферическая геометрия 310 

— конгруэнция 256, 286, 287 

Сферические координаты 16, 112 

Сферический комплекс 286, 287 

Сферообразная. круговая полоса 269 

Схоутен (А. ЗспоШеп) 327, 342 


Теорема Аппеля 313 

— Брианшона 66 

— Гамильтона-Кели 379, 380 

— Гревса 39, 40 

— Дарбу 248 

— Дюпена 15, 28, 200, 248, 258 

— Жордана 344, 345, 346 

— инвариантности области 344 

— Кебе 65 

— Лиувилля ($ 50) 197—200, 241, 249, 
256, 257 

— о деформации Титце 344 

— Паскаля 66 

> Паппа 153, 155 

— Эйлера для однородных функций 19 

— — о кривизне 12 

— — — многогранниках 343 

Теоретико-множественная топология 
344 


Теория Гамильтона 219 

— Гамильтона-Якоби 369 

— групп 168, 372 

— диференциальных уравнений с ча- 
стными производными Лагранжа 281 

— нь поверхностей ($ 47) 
1 


— относительности Эйнштейна 208, 
220, 256 

— перенесения 337, 340 

— поверхностей 12 

— — Гаусса 326 

— полиэдров 74, 75 

— поляр конических сечений 66 

— характеристик  диференциальных 
уравнений 271 

— Штурм-Лиувилля 332 

— элементарных делителей 374 

Тетрациклические координаты 54, 60, 
193—196 

Тетраэдр 19, 20, 74, 75, 86 

— координатный 71, 194 

Тетраэдральные координаты—см. Тре- 
угольные координаты 

Тетраэдральный комплекс 174, 284—286 

Титце (Н. Т1еёе) 344, ‚345, 347 


Ткацкий узел 348 . 

Томсен (Ц. Твотзеп) 179, 259 

Томсон (\\. Твотзоп) 50 

Топологический инвариант 343, 344 

Топологическое отображение 343—345. 

Топология 343, 344 и сл. 

Точечная геометрия пентасферических 
координат 105—109, 118 

Точечные координаты 16, 00, 21,23, 
64, 79, 105 

— преобразования пространства 139 
и сл. 

Точка возврата 82—84 

— заострения 117 

— перегиба 82, 84, 177 

— -сфера 106, 263—965 

Точко-плоскостные системы 231 

Траекторный круг 255, 269, 270, 287 

Траектория механической задачи 300 

Трансверсаль 30 

Транспонированная матрица 384 

— подстановка 234 

Трансляционная поверхность 192 

Треугольные координаты 16, 17, 19— 
21, 64, 65 

Трехиндексные символы 1-го рода 330; 

— — 2-го рода 331 

Трехмерное многсобразие поверхно- 
стей 137 

Трилинейная форма 75 

Тройная ортогональная система 27, 61, 
200 


Трубчатые поверхности 63, 65 


Узлы ($ 88) 346, 355 

Уиттекер (Е. 1. Мыщакег) 305, 373 

Униформизация 65 

Упругая связь 332 

Уравнение второй степени в пентасфе- 
рических координатах 60 


— Гамильтона 300, 361—367, 369, 372, ` 
374. 


— Главных радиусов кривизны 134 

— движения 329—331 

— минимальных поверхностей 137 

— Монжа 77 

— Монжа-Ампера 137, 303 

— а постоянного подъема 
3 . 

— Пфаффа 208, 212, 231, 236, 237 

Условие Лежандра 370 

— Якоби 370 


Фано (@. Еапо) 318 

Фермы 203 

Фидлер (\. Е1е4!ег) 11, 119 
Финстервальдер (5. Етз{егуа!4е!) 15 
Фокальная гипербола 96, 63 

— Парабола 63 

— поверхность 33, 85, 138 

— — конгруэнции 256, 268, 274 


Фокальная гипербола линейчатого об- 
раза 85 

— — системы лучей 33 

Фокальные точки 181 

Фокальный отрезок 38 

— эллипс 26, 63 

Фосс (А. Уозз) 60, 225, 231 

Формула Гаусса-Бонне 339 

— Тейлора 370 

Формулы Якоби 35 

Фробениус (ЕгоБепй1з) 210 р 

Фубиви (С. КаБбии) 179, 185, 319, 324 

Фундаментальные величины второго 
порядка теории поверхностей 223 


`—_— прямые 226 


— точки 226, 229 
Функции Ламэ 61 
Функциональный определитель 23, 208 


Характер 211, 212, 231 

Характеристики 274, 277, 284, 365, 
368—370, 372 

— диференциальных уравнений с ча- 
стными производными 1-го порядка 
271—283 

Характеристические полосы 274—277, 
279—282, 284, 286, 292, 293, 299, 300, 
363, 364, 369 

— — сферического комплекса 287 

Характеристический многочлен матри- 
цы 37 

Хейгар (Р. Неерага) 305 

Хордаль 45 

Хьелмслев (1. Нуейпз!еу) 319, 324 


Цейтен (Н. @. Дешпеп) 23 

Центр перспективы 148 
Центральное проектирование 196 
Циклиды 60, 61, 104, 105 

— Дарбу 105, 374 

— Дюпена ($ 13) 62—64, 113, 116, 258 
Циклические кривые 60, 194, 258 
— — Дарбу 252 

Циклография 119 

Цилиндр 313 

Цилиндроид 312—314 

Циндлер (К. 24па!ег) 105 


Чех (Е. СесВ) 179 


‘’ Числовая сфера Римана 316 


Чистая бесконечно малая геометрия 
Вейля 327 а 
Чтение уравнений 21 о» 


Шаль (М. Сваз!ез) 31, 34, 59, 119, 141, 
157, 159, 160, 191, 233 

Шаровой круг 159 

Шенфлис (А. Зснат Иез) 159 

Шефферс (С. Зспейегз) 191, 252, 288, 305 

Шмидт (Е. $!) 344. 


ИМЕННОЙ И ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 399 


Шрейер ‘(О. ЗсНгеег) 359, 360, 374 

Шретер (Н. $свубег) 43, 120 

Штауде (О. З{ацае) 38, 39 

Штаудт (СВ. у. З4апа!) 158, 159, 161, 
162, 171, 182 

Штейнер (/. $4етег). 43, 44, 119, 120, 
157—159 

Штейниц (Е. $4ешй2) 202 

Штеккель (Р. З4ске!) 215 

Штуди (Е. $4иау) 73, 132, 178, 182, 
185, 247, 254, 257, 259, 299, 306, 
308—312, 316—319, 321, 324 

Штурм (К. $4) 44, 332 

Шуберт (Н. Зспиец) 23 

Шур (Е. 5свиг) 158, 206 


Эволюта плоской кривой 247 

Эдингтон (А. $. Еаатр\оп): 327 

Эйзенхарт (1. Р. Е1зепраг) 60, 342 

Эйлер Леонард (Г. Ещег) 12, 92, 343, 
344, 369. 

Эйлера теорема 19 

о (А. Етет) 208, 220, 227, 

Эквидистантные кривые 288 

Эквилонгальные отображения на пло- 
скости 250—254 

— — в пространстве 9257 

Экстремали задачи Мейера 368 

Элемент дуги поверхности 214 

— поверхности 236, 272 

— функции 9 | 

лементарная геометрия круга 9 

о р руга ($ 9) 

— — сфер 108, 109, 119, 241 

— коса 350 

— поверхность 3-го порядка 343 

Элементарные делители 374 

Элементы касательных плоскостей 237 

— 2-го порядка на плоскости 132 

Эллипс 26, 38—41, 63, 82, 83, 313 

Эллипсоид 95, 26, 28, 29, 33—35, 38, 
117, 184 

а неевклидова геометрия. 
1 


Эллиптические координаты 24, 25—32 
— кривые 64 

ллиптический параболоид 184 
Элиптическое искривление 13 
Энгель (Е. Епое!) 8, 121, 305 
Энриквес (Р. Еппанез) 146, 230 
Эпициклоида 296, 297 

&-функция Вейерштрасса 37, 371 


Эрлангенская программа `7, 11, 168 
Эрмитовы формы 185 : 


Якоби (С. С. Ласоы) 15, 17, 24,31. 
121, 124, 129, 131, 208, 302 

Якоби формулы 34, 35 

Якобиан 208 : 


. 
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